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Grafické rieSenie tuloh LP

a) Graficky zndzornite mnozinu pripustnych rieseni P.

b) Ngjdite vrcholy mnoziny pripustnych rieseni P.

¢) Nacrtnite vrstevnice icelovej funkcie f.
)

d) N§jdite minimélnu/maximéalnu hodnotu té¢elovej funkcie f na P, pripadne zdévodnite neo-
hrani¢enost &i nepripustnost tlohy LP.

e) Néjdite taku linedrnu ucelovii funkciu, aby mnozina optimdlnych riesenf bola jednobodové/viacbodové.

Vzorové priklady:

max i+ X2

T1+22 < 6
3r14+ 2, < 12
T > 0 (1)
To > 0
" = (3,3/2)7, f(2") = 9/2
max 4z + zo
4x1 + 329 > 120
2r1 —x9 > 0
21 — 312 <0 (2)
T > 0
To > 0
[neohranicend tloha]
min 1 — 51
T+ 2o > 4
2r1 — 319 > 12 (3)
4ry + 229 < 12
[nepripustnd tlohal
min 2x; — 2z
dry + 229 < 12
—x1+22 <3
x1 < 2 4)
T > 0
To > 0

[2* = (t,3+t)",t €[0,1], f(z*) = —6]



Formulacia tloh LP zo slovného zadania

a) Zapiste dany problém v tvare ulohy LP t.j. ndjdite prislusni linedrnu téelovi funkciu a
vsetky linedrne ohranicenia.

b) Slovne popiste premenné, ktoré budi v tlohe vystupovat.

¢) Overte, ¢i je dany bod pripustnym rieSenim navrhnutej dlohy LP.

Vzorové priklady:

1. Mala firma vyrdba dva druhy drevenych hraciek: skladaci vlac¢ik a stavebné kocky, ktoré
predéva za 20 resp. 16 eur. Na vyrobu jedného vlacika potrebuju 2,4 kg dreva, 50 ml farby a
2 h préace. Vyroba jednej sady stavebnych kociek zas vyzaduje 1,8 kg dreva, 42 ml farby a 90
min prace. Na dany tyzden ma firma k dispozicii 195 kg dreva, 4,2 1 farby a 160 h pracovného
¢asu. Firma chce zistit, kolko m4& vyrobit z jednotlivych hraciek, aby maximalizovala svoj
zisk. Ked'ze ide o mali firmu a dopyt je dostatoény, predpokladdme, Ze vSetok vyrobeny
tovar dokdzu predat. Sformulujte tito tlohu v tvare tlohy LP. Bola by dana firma schopnd
uspokojit dopyt po 40 skladacich vlacikoch a 35 stavebnych kockach?

2. Na prikrmovanie osipanych sa v danom druzstve pouziva kukurica, pSenica a séja. Tie obsa-
huju ziviny v takomto mnozstve:

krmivo (100g) ‘ kukurica pSenica  sdja

bielkoviny (g) 9,4 12,6 13
sacharidy (g) 74 71 11
sodik (mg) 35 2 15

Spréavna vyziva osipanej vyzaduje denne aspon 200 g bielkovin, aspon 350 g sacharidov a
aspon 0,25 g, no najviac 0,4 g sodika. V druzstve je 1000 oSipanych. Sformulujte tlohu LP,
ked druZstvo chce minimalizovat ndklady na vyZivu osfpanych. Cena kukurice je 149 €/t,
cena pSenice je 211 €/t a cena sdje je 383 €/t.

3. Spoloénost vlastni dve konzervarne. Pestovatelia si ochotni dodévat &erstvé ovocie v nasle-
dovnych mnozstvach za uvedené ceny:

dodéavatel | mnozstvo  cena

S1 200t 11€/t
S2 310t 10€/t
S3 420t 9€/t

Naklady na dopravu v eurach za tonu ovocia prevezenu po danej trase su:

od/k konzervarein A konzervéren B
dodévatel 1 3 3.5
dodévatel 2 2 2.5
dodavatel 3 6 4

Konzervarei A méze spracovat najviac 460 t ovocia, pri¢om cena pracovnej sily je 26 €/t a
konzervéren B najviac 560 t s cenou pracovnej sily 21 €/t.

Konzervované ovocie sa predédva distribitorom za 50 €/t. Sformulujte problém v tvare tlohy
LP za predpokladu, Ze spoloénost chce maximalizovat zisk, minimalizovat niklady a je
schopnd za dant cenu predat vsetko skonzervované ovocie.

Riesenie Specialnych uloh LP

a) Grafické riesenie tloh LP s parametrom v ucelovej funkeii.



max axi -+ T2

1 +w2 < (5)
I 2 0
i) Z 0

b) Riegenie tloh LP so separovatelnou ti¢elovou funkciou a ohrani¢eniami.

min 1 — T
3<x<5h

(6)

Transformacia tloh LP
a) Prepis Tubovolnej ilohy LP do tvaru (LP1), (LP2), (LP3) pomocou ekvivalentnych tiprav:

i) tprava maximalizacnej tlohy na minimalizaénu,

oy o . o . v
ii) uprava ohranicenia v tvare rovnosti na ohrani¢enie v tvare nerovnosti (Tubovolny pocet
vs. ¢o najmensi pocet ohraniceni v dlohe),

iii) dprava ohranicenia v tvare nerovnosti na ohranicenie v tvare rovnosti (zavedenie dopl-
nkovych premennych),

iv) tprava volnej premennej na nezapornu (rozdiel nezdpornych premennych/ substitticia),

v) zdpis dlohy v maticovom tvare.
b) Transformdcia tlohy zlomkového linedrneho programovania na standardni tlohu LP.

¢) Transformécia tlohy so sumou absolitnych hodnot linedrnych funkeii v ucelovej funkcii a v
ohraniceni.

d) Transformécia tlohy s maximom/minimom z mnoziny linedrnych funkeii v icelovej funkcii a
v ohraniceni.

Vzorové priklady
1. Zapiste dané tlohy v tvare (LP1), (LP2), (LP3):

min Ty min Ty
Ay = b, (LPI1) Ay > b, (LP2) min Ty (LP3)
y = 0, y = 0, Ay > b
min 2z + 229
T1—T9g =3
221 4+ 3x9 < 12 )
—3x1+ 122 > —13
x> 2
9 < H
max —xj + 2xo — 33
5r1 — b6x9 — 223 < 2
5x1 —2x3 =06
x1 — 322 + bxz > —3 (8)
T >1
1 <4
3 <3



2. Transformujte danu tlohu zlomkového programovania na Standardny tvar tlohy LP:

. T, + 0+ 3
min —_——
2%1 +3.’E2 -2
x1—6x2=2 (9)
3x1+x2=4
x1,w2 20

3. Transformujte dant ilohu na standardny tvar dlohy LP:

max min{zy, ..., T}

10
Az — by < 1 (10)

Zaklady konvexnej analyzy mnozin

a) Pomocou definicie konvexnej mnoziny/afinnej mnoziny /konvexného kuzela ukazte, Ze dana
mnoZina je konvexnou mnoZinou/afinnou mnozinou/konvexnym kuzelom.

b) Napiste dant afinni mnozinu A ako stcet vektorového podpriestoru a vektora posunutia t.j.
./4 =V + xg.

¢) Vyjadrite dani afinnd mnozinu A = V + xz( ako riesenie systému linedrnych rovnic.
d) Né&jdite afinny, konvexny a kénicky obal danej mnoziny.
e) Aplikujte definicie afinnej, konvexnej a kénickej kombindcie bodov, krajného bodu, relativneho
vnutra.
Vzorové priklady
1. Ukézte, ze mnozina C' = {x € R" ’ a<alz <B,a<B,a,B € R} je konvexnd.

2. Uké4zte, ze mnozina A = {x € R? ’ x1 — 3x3 = 4,29 = 1} je afinnd. Vyjadrite ju v tvare
A=x9+4+V ,t.]j. ndjdite zy a vektorovy podpriestor V.

3. Ukdite, ze C = {(z,t) € R™ X R| [#1] 4 |22| + ... + |z5| < t} je konvexnym kuzelom.

4. Nech V = span[(—1,0,—1,0,1)T,(-1,1,0,0,0)T] a 2o = (2,-1,3,0,1)T. Vyjadrite afinni
mnozinu A = zy + V ako mnozinu rieSeni nejakého systému linedrnych rovnic.

5. Najdite convS, af fS, coneS mnozin

S={xeR®|al+ a3 =423 =0}, (11)
S={zeR}|> z <1}, (12)

=1
S={xeR*|(1,0,1)7,(-1,0,1)",(0,0,-1)"}. (13)

Bazické riesenia
a) Né&jdite vsetky bézické riesenia a prisluiné bazy daného systému.
b) N&jdite vsetky pripustné bazické riesenia vzhladom na dant pripustni mnoZinu.
¢) Vyuzitim zékladnej vety linedrneho programovania a vzfahu bazickych riesenf a krajnych
bodov mnoziny pripustnych rieseni ndjdite tc¢elovi funkciu maximaliza¢nej/minimalizacnej
tlohy tak, aby mnoZzina optimalnych rieen{ spliiala dant vlastnost.
d) Analyzujte maximd a minim4 linedrnej funkcie ¢’
zadand mnozina pripustnych rieSeni.

x v zavislosti od zloziek vektora c, ak je

Vzorové priklady

1. Dany je systém rovnic Az = b, kde



2 1 4 3 1
A=[3 15 4 2 |, b=| 2
102 1 2

a) Néjdite vsetky bézické riesenia a prislusné bazy.
b) N§jdite vSetky pripustné bazické riesenia pre P = {z|Ax = b,x > 0}.

¢) N4jdite vektor ¢ tucelovej funkcie tak, aby optimélna hodnota minimaliza¢nej tlohy bola
2 a aby mnozina optimalnych rieseni bola viacbodova.

2. Analyzujte minima a maxim4 linedrnej funkcie ¢”

mnozina pripustnych rieSeni dand ohrani¢eniami:

x v zéavislosti od zloziek vektora c, ak je

X1 +l‘2 +l’3 = 1,
2.%1 +3£E2 = 1,
L1,X2,23 > 0.

Simplexova metéda

a) Vyrieste dand tlohu simplexovou metédou t.j. ndjdite vetky optimélne riesenia a optimdlnu
hodnotu icelovej funkcie.

b) Graficky zndzornite mnozinu pripustnych rieseni a vyznacte jednotlivé bézické rieSenia pre

kazdu iteraciu simplexovej metédy.

¢) Rieste simplexovou metédou bez tabulkového zépisu.

Vzorové priklady

1. RieSte dantu tlohu simplexovou metédou, graficky znazornite mnozinu pripustnych rieseni a
vyznacte jednotlivé bazické rieSenia pre kazdu iteraciu:

max — x1+ 3o
— T+ X2
2x1 + 22

14
321 + 224 (14)

IV IA NN

T1,T2

2. Rieste simplexovou metédou:

min — 6x1 — 3x9 + 2x3
4x1 + 19 — 223

3561 — T9 + 3.’E3 (15)

IV IA A

T1,22,T3

[z* = (0,28,11)7, f(2*) = —62]

max bxy + 4rs — x3
3z + 229
— 3.%1 — X9 + 5£83

(16)

Ty

IV IA A IA
o o oo

Z2,T3
(0" = (~16/3,11,0)7, f(2*) = 52/3]



max 21 + 3rs — T3
2161 — X2 — I3
Ty + 3!.52 — 2(E3

—x1 — 4xo + 323

AR VAR VAN VAN
(=TSO U
_

3

Z1,T2,T3

. t t t\ " i}
0" = (10— 7,4+ 1,10+ 7 ) .t €(0,40), f(a") = 22]

min — 4z + 329 + 8x3
Ty + 3x9 — 223
2x1 4+ 12 — Sx3
—3x1 + Tx3

Z1,T2,T3

AV VAN VAN VAN
O =N

[2* = (16 +2t,0,6 + )" ;¢ € [0,7], f(z*) = —16]

3. Rieste tilohu simplexovou metédou bez simplexovej tabulky:

max 3x1 + 2x9
2x1 + 22
3z, + 3x9

T1,T2

IV IA A
_
NS

2% = (4/3,1/3)7, f(z") = 14/3]

Dvojfazova simplexova metéda
a) Vyrieste dand tlohu dvojfdzovou simplexovou metddou t.j. ndjdite vsetky optimélne riesenia
a optimalnu hodnotu ucelovej funkcie.
Vzorové priklady

1. Vyrieste nasledujuce dlohy dvojfazovou simplexovou metédou. V pripade optimality najdite
vSetky optimalne rieSenia, v pripade neohrani¢enosti najdite aj hranu, na ktorej je tcelova
funkcia neohranicen4.

min 21 + Txo

I +3I‘2 2 4
xr1 + o Z ) (20)
1, T2 > 0

min 2x1 + x2

41 + T9 > 8

21+ 2x2 > —1

321 +22 > 6 (21)
T > 0

To < 0

[2* = (13/4,-15/4)" , f(z*) = 11/4]



max 4z, — 3xs + 2x3

2x1 — 3x9 + 73 < -1
1 — 2209+ 214 = —1
3x1 +4x0 + x3 < 4
T1,T2,T3 > 0

[z* = (2/5,7/10,0)" , f(z*) = —1/2]

max 1z + 2x2 + 8x3
3:171 + 212 —+ I3 < 10

T + To + 373 = 4
2x1 4+ x9 + 73 > )
X1,22,T3 2 0

[2* = (142t,3—5¢,6)" ,t €[0,3/5], f(z*) = 17|

min 1 + T + T3

3r14+ 222 —2x3 = 6
201 +x9 —4dx3 = b5
T < 3
T > 1
T2,T3 > 0

[nepripustnd tlohal



