Dvadsat rokov
modernych metdd vntatorného bodu

Margaréta Halicka, Bratislava *

26. januara 2004

Tento rok uplynulo uz dvadsat rokov od publikovania slavneho Karmarkarovho al-
goritmu na riesenie tloh linedrneho programovania. Tento algoritmus obnovil zaujem o
met6dy vnutorného bodu (MVB), ktoré boli v 60-tych rokoch viac-menej netspesne ap-
likované na nelinedrne tlohy a vyvolal jav dnes nazyvany ako revolicia v optimalizacii.
Ovplyvnil vyvoj nielen v linedirnom programovani, ale aj v celom matematickom progra-
movani a v optimalizacii ako celku. Rokom jeho publikovania, t.j. rokom 1984, sa zacala
éra modernych metod vnutorného bodu v optimalizacii.

1. Zakladna myslienka MVB

Formulacia tlohy. Uvazujme nasledovnii konvexntu tlohu matematického programo-
vania

(MP) min{ f(x) : gi(z)>0,i=1,...,m}, (1)

kde f a —g;, i = 1,...,m st hladké konvexné funkcie. To znamend, Ze tlohou je najst
minimum konvexnej tcelovej funkcie f(z) na konvexnej mnozine pripustnych rieseni

P={x: g(xr)>0,i=1,...,m}.

Na tejto klasickej lohe konvexného programovania popiseme zakladnt myslienku metéd
vnitorného bodu. Za tymto t¢elom budeme predpokladat, Ze mnozina pripustnych rieseni
P spliia tzv. Slaterovu podmienku:

‘Poz{xgl(qj)>0,’lzl,,m}#® (2)

Body z P° nazyvame vnatornymi bodmi a mnozinu P° vnatrom mnoziny pripustnych
rieSeni. Naozaj, pri tomto predpoklade je PP relativnym vnatrom P a uzaverom P° je P.
Hranicu tvoria tie pripustné rieSenia x € P, pre ktoré existuje také i, ze g;(x) = 0.
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Je zrejmé, Ze optimélne rieSenie takejto tilohy moze byt na hranici mnoZiny pripust-
nych rieSeni. Tato skutocnost nedovoluje priame pouzitie Standardnych technik volnej
optimalizécie. Vychodiskom z danej situdcie moze byt nasledovna konstrukcia, ktora je
zéakladom MVB. V ¢om spociva?

Transformac¢né bariérové tlohy. Priradme k tlohe (MP) celt triedu pomocnych tloh
(MP,.) parametrizovanych parametrom r > 0:

(MF,) min{ /() +TZF[gi(x)]}> (3)

0
zeP =1
kde IR — R je tzv. bariérové funkcia S nasledovny’ mi vlastnost’ami:
++ J

lim I'(y) =00, I'(y) <0, TI"(y)>0. (4)

y—07F

Prva z vlastnosti (4) predstavuje tzv. bariérovi vlastnost, ktora sposobuje, Ze hodnoty
I" neohrani¢ene rasti pre y bliziace sa k nule. Dalsie dve vlastnosti I' v (4) zabezpecujt,
zZe ucelova funkcia v pomocnej tlohe (MP,.) je konvexnou funkciou. Typickymi prikladmi
bariérovej funkcie st napr. I'(y) = — Iny alebo I'(y) = —%yp, pre p < 0.

Pomocou bariérovej funkcie sme teda zostrojili nova ucelova funkciu v (MP,.), ktort
nazyvame transformacnou bariérovou funkciou. Jej defini¢nym oborom je vntutro mnoziny
pripustnych rieseni P° a jej hodnoty neohrani¢ene rastt, ked sa z vniitra mnoziny pripust-
nych rieseni bliZime ku hranici. Teda, ak takato funkcia ma kone¢né infimum, toto infimum
je minimom, ktoré lezi vo vnttri mnoZiny pripustnych rieseni P°. Na jeho najdenie teraz
uz mozno pouzit metédy volnej optimalizécie.

Navyse, transformacné funkcie st parametrizované parametrom r > 0, ktory umoznuje
menit vahu kladent na bariérovy ¢len. Preto sa dd ocakévat, ze ked r pojde do nuly,
prislusné minimé transformad¢nych funkcii sa buda blizit k minimu pévodnej tlohy.

Ilustracia metédy. Robert J. Vanderbei vo svojej knihe Linedrne programovanie [14]
ilustruje dant situdciu na priklade linedrnej dvojrozmernej ulohy (obr.1). Mnozinou pri-
pustnych rieSeni je mnohouholnik, $ipka vyznacuje smer optimalizacie (zdporne zobraty
gradiend tucelovej funkcie), optimélnym rieSenim je bod A. Na obrazkoch (a)-(c) sa vrs-
tevnice transformovanej tcelovej funkcie pomocou logaritmickej bariéry pre tri rozli¢né
hodnoty parametra r. Vidime, Ze pre velké r, st vrstevnice transformacnej bariérovej
funkcie rozlozené rovnomerne. To znamena, Ze takyto problém sa iterac¢ne riesi pomerne
lahko aj zo vzdialeného Startovacieho bodu. Ako sa r zmensuje, tloha sa stava tazSie
rieSitelnd a na jej efektivne vyrieSenie potrebujeme vhodné Startovacie body.



(a) r=100 (b) r=1

(c) r=0.01 (d) centralna trajektodria

Obr.1. (a)-(c) Vrstevnice logaritmickej transformacnej funkcie pre tri rozliéné hodnoty pa-
rametra r v ulohe LP; (d) centralna trajektdria - krivka optimalnych rieseni.

Na obréazkoch (a)-(c) vidime minima transformaénych problémov pre tri hodnoty para-
metra r, na obrazku (d) minim4 transforma¢nych bariérovych funkeii tvoria krivku, ktora
prechéddza vnitrom mnoziny pripustnych rieseni a konc¢i v optimalnom rieSeni pévodnej
ulohy. Takato krivka sa nazyva centralna trajektoria a je zadkladnym objektom metdd
vnutorného bodu.

Algoritmus metody. Uvedena idea metéd vniutorného bodu je zédkladom algoritmov,
ktoré sa casto oznacuju ako algoritmy sledovania centralnej trajektérie. Tieto algoritmy
vychddzaja z nasledovnej schémy:

1. pre dané r néjst priblizné rieSenie ulohy (MP,) pomocou nejakej metédy volnej
optimalizacie zo zadaného startovacieho bodu;

2. zmens$it hodnotu parametra r a postup opakovat; Startovacim bodom pre tito mi-
nimalizaciu je vypocitané priblizné rieSenie predchadzajtcej tlohy.



Obr.2. Algoritmus metédy vnatorného bodu.

Na obr. 2 plné kriuzky predstavuji presné riesenia pomocnych tuloh pre tri hodnoty parametra
r. Prazdne kriazky predstavujt vypocitané priblizné rieSenia pomocnych tloh, t.j. priblizné mi-
nimé transformacnych funkcii. Body, ktoré st vrcholmi ¢iarkovanej lomenej ¢iary, zobrazuju
iteraéné body rieSenia pomocnych tloh. Najcastejsie pouzivanou metédou volnej optimalizacie
najmé v modernych metédach vnatorného bodu je Newtonova metdda.

2. Vyvoj pred Karmarkarom

Nelinearne programovanie. MVB boli §iroko pestované a analyzované najmi v 60-tych
rokoch v ramci nelinedrneho programovania. Najucelenejsiu podobu nadobudla tato tedria v
knihe Fiacca a McCornica Nelinedrne programovanie [2] z r. 1968. Tedria zdovodiiovala exis-
tenciu, jednoznacnost a konvergenciu minim transformovanych tloh pre velmi vSeobecné tlohy
konvexného programovania pri vSseobecnych bariérovych funkciach.

Poznamenajme, %e v uvedenom obdobi bola dokézana iba konvergencia presnych rieseni,
pri¢om metédou volnej optimalizacie sa ziskalo zakazdym iba priblizné rieSenie. Preto bola snaha
riesit kazda transformacéna tlohu (MP,) ¢o moZno najpresnejsie. Navyse MVB sa aplikovali
na prili§ vSeobecné a nestruktarované tlohy, ktorych dualne vlastnosti neboli analyzované, a o
ktorych sa ¢asto ani nevedelo, ¢i ide o konvexné ulohy. Toto vSetko sposobovalo zna¢né numerické
problémy pri implementécii algoritmov, v désledku ktorych zaujem o MVB koncom 70-tych
rokov utichol. Zdalo sa, Ze MVB st uzavretou kapitolou v matematickom programovani. Aky
bol medzitym vyvoj v linedrnom programovani?

Linearne programovanie (LP). Linedrne programovanie je sice $pecidlnym pripadom
konvexného matematického programovania, ale od svojho vzniku v r. 1947 sa vyvijalo Gplne sa-
mostatne a izolovanie od ostatnych odvetvi matematického programovania. Simplexova metéda,



povodne navrhnutéd George B. Dantzigom, bola pokladané za univerzalnu, spolahlivi a vykonnu
metddu, umoziujicu rutinne riesit Glohy linedrneho programovania. Zrejme aj tato skutoc¢nost
sposobovala, zZe sa hladelo s uréitou nedoverou na akékolvek iné pokusy riesit ilohy LP nesimple-
xovymi pristupmi. Napr. praca Frisha [3] z r. 1955, ktora navrhovala urc¢ité nelinedrne postupy
na riesenie iloh LP, ostala nepovsimnuté.

Vypocétova zlozitost a polynomialnost LP. Situicia sa zacala menif v 60-tych a 70-
tych rokoch, ked vznikol novy odbor zaoberajuci sa vypocétovou zlozitostou. V oéiach odbornikov
tohoto odboru, kazdy rychly program by mal byt ¢asovo-polynomiélny, ¢o znamené, Ze pocet
aritmetickych operécii, potrebnych na vyrieSenie tlohy rozmeru m, sa dé odhadnif zhora po-
lynémom v premennej m. V roku 1972 Klee a Minty [9] ukézali, Ze simplexovd metdda nie je
polynomidlna, pretoze v najhorsich pripadoch potrebuje na najdenie optimélneho riesenia expo-
nencialne vela iteracii. Tato skuto¢nost vyvolala urcité znepokojenie v komunite LP a pripravila
podu na to, aby pokusy o alternativne pristupy k rieSeniu tloh LP zacali byt braté vaznejsie.

Prvym polynomidlnym! algoritmom na riesenie tiloh linedrneho programovania bol algo-
ritmus navrhnuty v roku 1979 Leonidom Khachianom [8]. Jeho elipsoidnd metéda vyuzivala
niektoré postupy nelinearnej optimalizacie a tym sa podstatne lisila od vSetkych dovtedy vyvi-
nutych algoritmov simplexového typu. Tento algoritmus ziskal zna¢nt popularitu dokonca aj v
laickej verejnosti. 2 Casom sa viak ukazalo, Ze pre bezné tilohy LP je Khachianov algoritmus
beznadejne pomaly a tak simplexovd metéda kralovala v linedrnom programovani dalSich péar
rokov.

Zaciatok novej epochy v optimalizacii. V polovici 80-tych rokov sa vsak situdcia dra-
maticky zmenila. V roku 1984 Narendra Karmarkar publikoval tzv. projektivny algoritmus pre
linedrne programovanie [7], ktory bol nielen polynomiélny, ale, ako tvrdil Karmarkar, bol aj
velmi rychly. Prekvapujtce bolo zistenie Gilla a kol. [4] z roku 1986, ze Karmarkarov algorit-
mus tzko suvisi s logaritmickou bariérovou MVB, ktora bola v Sestdesiatych rokoch netspesne
aplikovana na tlohy nelinedrneho programovania. Tato skutoénost pritiahla zaujem velkého po-
¢tu matematikov a matematické programovanie sa zacalo velmi prudko vyvijat. Karmarkarov
algoritmus si vyslazil privlastok ”revolu¢ny” a rok 1984 je dnes oznacovany za zaciatok novej
epochy v optimalizacii. Margaret Whrite vo svojom prehladovom ¢lanku [15] z r. 1998 nazvala
toto obdobie revoliciou v matematickom programovani, ked doslo k prudkym zmendm, ktoré
ovplyvnili vSetky oblasti optimalizacie, ked staré myslienky boli spracovavané novymi pristupmi,
aby sa ziskali kvalitativne nové vysledky. Analyzujme v dalSom charakteristické znaky starych
a novych pristupov k pouzitiu metéd vnutorného bodu.

3. Staré a nové pristupy: klasické a moderné MVB

Struktarovanost tlloh. Zatial ¢o staré pristupy aplikovali MVB na velmi vSeobecné tlohy
nelinearneho programovania, charakteristickym znakom novych pristupov je, Ze boli najprv ana-

Poznamenajme, Ze tento algoritmus, ako aj nésledné algoritmy metéd vnitorného bodu, st polyno-
mialne v premennej L, kde L je dlzka binarneho zapisu dat danej tlohy.

2Aj v Pokrokoch vysiel v roku 1981 ¢ldnok [11] popisujtci tito metédu a o rok na to ¢lanok L. Lovésza
[11] vysvetlujici fenomém popularity tohoto algoritmu.



lyzované na linearnych tlohach napr. typu

(LP) min{ 'z : Az =b, x>0}, (5)

kde c,x € R", b € R™ a A € R™*". Tu sa vyuzila linearnost tlohy ako aj velmi jednoduché a
symetrické duélne vztahy linedrneho programovania. Neskor, po odhaleni zdkladnych zédkonitosti
v linearnych tlohach, boli MVB aplikované aj na niektoré nelinedrne konvexné tlohy s urcitou
struktarou a s dobre popisatelnymi dudlnymi vztahmi.

Logaritmicka transformacéna funkcia. V klasickych metédach vnttorného bodu sa ana-
lyzovali rozliéné typy bariérovych funkcii typu (3), (4) a Casto sa experimentovalo s vyberom
bariérovej funkcie I' v snahe dosiahnuf ¢o najlepsie spravanie sa algoritmov. V modernych me-
tédach sa vyuziva logaritmicka bariérova funkcia, kde uloha (5) je transformovana do tlohy

(LP,) min{ o — rilnmi : Az =1b } . (6)

S velkou vyhodou sa vyuzivaju vynikajtice analytické vlastnosti logaritmickej bariéry. Hidam
najvyznamnejSou vlastnostou logaritmickej bariéry je, Ze k nej konjugovanou funkciou je opit
logaritmickd bariéra. Z toho vyplyva, Ze ju mozno stcasne aplikovat na primarnu aj duédlnu
ulohu pri zachovani symetrickych primarno-duédlnych vztahov.

Newtonova metoda. Tretim znakom je pouzitie metédy volnej optimalizacie na priblizné
rieSenie pomocnych transformac¢nych problémov. Zatial ¢o v prvom obdobi sa pouzivali rozliéné
metddy volnej optimalizacie, v novych pristupoch sa pouziva modifikovand Newtonova metdda,
t.j. Newtonova metéda so skratenou dizkou kroku. Tu sa podarilo vymedzif urcité okolie central-
nej trajektorie, v ktorom bola zarucena kvadratickd konvergencia Newtonovej metédy. K tomu
bolo potrebné merat vzdialenost daného bodu od centrélnej trajektdrie, ¢o je charakteristickym
znakom novych pristupov.

Volné sledovanie centralnej trajektdrie. Stvrtym charakteristickym znakom, ktory je
aj uréitym doésledkom predchadzajucich znakov, je samotna filozofia algoritmov. V starych pri-
stupoch bola dokazana iba konvergencia presnych minim transformovanych tloh. Preto bola
snaha, ¢o mozno najpresnejsie sledovat centralnu trajektoriu, ¢o bolo jednym z moZnych zdro-
jov numerickej nestability implementacii.

Naproti tomu nové pristupy mozno interpretovat ako velmi voIné sledovanie centralnej tra-
jektorie, kde centralna trajektoria sltzi len ako nejaky kompas, urcujtci smer pohybu z vnutra
mnoziny pripustnych rieSeni az po optimalne riesenie na hranici. Charakteristickym znakom
je dokaz konvergencie bodov generovanych algoritmom a odhad poctu iteracii potrebnych na
ziskanie e-presného rieSenia.

4. Vyvoj po Karmarkarovi.

Vyvoj v linearnom programovani. Vyvoj po Karmarkarovi nebol priamodiary. Vznikalo
vela prac, ktoré navrhovali rozliéné typy algoritmov. Mnohé z tychto algoritmov sa inspirovali
predtym nepov§imnutymi pracami Frischa [3], ale aj Huarda [5] a Dikina [1]. Z dnesného pohladu,
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ked sa uz vyvoj predsa len trochu utisil a utriedil, existuje urcitd kategorizacia algoritmov a pri-
stupov. Najrozsirenejsie, najspolahlivejSie a pritom najjednoduchsie a metodicky najvdacnejsie
sa ukézali byt primarno-duélne algoritmy sledovania centralnej trajektorie.

V prvych rokoch po Karmarkarovi sa vyskum orientoval hlavne na tvorbu novych algoritmov
a na ziskanie ¢o mozno najlepsich odhadov ich polynomialnej zlozitosti. Neskor sa zacali skiimat
aj otazky rychlosti konvergencie, efektivneho Startu a ukoncovania vypoctov. Boli vyvinuté algo-
ritmy, ktoré umoziiovali riesif nielen tie tlohy, ktoré spliali predpoklady existencie vntitorného
bodu, ale aj Gplne vSeobecné ulohy linedrneho programovania. Zna¢né pozornost bola venovana
implementaénym otédzkam a prislusné programy sa stali stic¢astou komerénej ponuky.

Popri ¢isto algoritmickych otazkach sa sktimali aj mnohé teoretické otazky, napr. vlastnosti
centralnej trajektorie. Ukazalo sa, Ze centralna trajektoria konverguje k tzv. analytickému stredu
mnoziny optimalnych rieSeni. To znamena, ze algoritmy MVB davajt v limite vzdy ostro kom-
plementarne rieSenie, kym simplexovd metdda dava bazické riesenie. Tento poznatok mozno
zohladnif pri vybere metédy na riesenie tlohy. 3

Vyvoj v konvexnom programovani. Kratko po vyjdeni Karmarkarovho ¢ldnku sa za-
¢ali matematici zaoberaf moznostami aplikdcie novych pristupov metéd vnatorného bodu aj na
niektoré ulohy konvexného programovania. Prvymi tlohami boli kvadratické konvexné tulohy, ne-
skor tzv. tlohy linedrnej komplementarity. Velkou vyzvou zostévali vSeobecné tlohy konvexného
programovania hlavne z dvoch dévodov. Jednak nelinedrna konvexnost je obsiahnuté uz v samot-
nej povahe metdd vnutorného bodu, jednak takéto tlohy boli uz metédami vnitorného bodu
nie velmi tspesne rieSené v 60-tych rokoch. Pri aplikdcii novych postupov metéd vnutorného
bodu na konvexné tulohy vSak vznikali problémy suvisiace s analyzou spravania sa Newtonovej
metddy.

Tieto problémy sa podarilo vyriesit Nesterovovi a Nemirovskému v roku 1994 v rozsiahlej
kniznej publikécii [12], ktorej vyznam pre dalsi rozvoj MVB mozno prirovnat k vyznamu Kar-
markarovho ¢lanku. V tejto praci autori zavadzaji urcitt podmienku ”self-concordantnosti”,
ktort musia spliat transformované tlohy a pri ktorej je Newtonova metdda kvadraticky kon-
vergentna. Pouzitim tejto vlastnosti je mozné analyzovat niektoré typy algoritmov sledujucich
centralnu trajektériu aj v pripade vseobecnych problémov konvexného programovania a doké-
zat ich polynomialitu. Tedria prezentovand v tejto praci je pri tom dostatoéne vSeobecnd a ma
siroké aplikacie. Takéto aplikacie zahfnaju tulohy linedrneho a kvadratického programovania,
geometrické programovanie, [, aproximaciu, ale aj novi oblast matematického programovania -
semidefinitné programovanie (SDP).

5. Semidefinitné programovanie.

Formulacia tilohy SDP a formalna podobnost s LP. Aby sme lepsie videli podobnost
semidefinitného s linedrnym programovanim, prepiSme linedrnu tlohu (5) do tvaru

(LP) min { (¢,z) : (a;,x)=b;, i=1,...m, x>0},
zeRM

kde a; je i-ty riadok matice A a (x,y) = >, x;y; je skalarny sucin vektorov. Sformulujme teraz k
tejto tlohe pribuznu ulohu (SDP), v ktorej n rozmerny vektor x € R™ je nahradeny maticovou

3S vyhodou by sa tato vlastnost dala pouzif napr. pri DEA modelovani.



premennou X € S™ (S™ je priestor symetrickych n x n matic) a podmienka nezapornosti z > 0
je nahradend podmienkou kladnej semidefinitnosti X > 0. Dostaneme tak nasledovna tlohu
semidefinitného programovania

(SDP)  min { (C.X) : (A, X)=bi i=1,..;m, X =0},
e n

kde C, 4, € S™,i=1,..m,beR™a (X,Y) = Z” Xi;Yij.

Napriek podobnosti s linedrnym programovanim, ide o nelinedrnu tlohu, kde nelinedrnost
sposobuje ohrani¢enie X = 0. Zaroven vsak ide o konvexnu tilohu, kde sa hlfad4d minimum lineér-
nej funkcie na konvexnej mnozine. Konvexnd mnozina je dana ako prienik afinnej roviny a kon-
vexného kuzela vsetkych symetrickych kladne semidefinitnjch matic. Vidime, ze tato konvexna
uloha nie je v klasickom tvare, pretoze konvexna mnozina pripustnych rieseni nie je popisana po-
mocou konvexnych nerovnosti. Tato skuto¢nost vSak nie je na prekdzku, pretoze transformovany
barierovy problém pre takato tlohu moZno definovat nasledovne:

?i%{<C,X>—T’ Indet X : (A;, X) =b;, i=1,...,m}. (7)
Aj tu vidime analdgiu s linedrnym programovanim, pretoZe pre tlohy LP moZno sumu loga-
ritmov v (6) zapisat ako logaritmus zo su¢inu jednotlivych zloZiek vektora x, pricom v semidefi-
nitnom programovani je determinant v (7) stéinom vlastnych ¢isel matice X. Podstané v tomto
pripade je, Ze jednak polyedralny kuzel vSetkych nezépornych vektorov, rovnako ako konvexny
kuzel vsetkych semidefinitnych matic st samodudlne kuzZele, ktoré zaru¢uju podobné symetrické
duélne vlastnosti oboch tloh. Prave skutoc¢nost, Ze semidefinitné programovanie mé pomerne
jednoduché a lahko popisatelné dudlne vlastnosti, je klic¢ovou vlastnostou, ktord umoziuje im-
plementovat osvedéené postupy MVB na tato triedu tloh.

Aplikacie SDP. Semidefinitné programovanie sa stalo hitom poslednych rokov v matematic-
kom programovani. Mimoriadny zaujem o semidefinitné programovanie vyplyva zo skutoc¢nosti,
ze SDP ma aplikacie nielen v klasickom konvexnom ¢i v kvazikonvexnom programovani, ale aj v
takych oblastiach ako je tedria riadenia, spektralna analyza, Statistika, ¢i kombinatoricka opti-
malizécia. Pritom mnohé optimaliza¢né problémy z tychto oblasti sa daji priamo naformulovat
ako tlohy SDP a potom efektivne riesit MVB, alebo sa daju relaxovat pomocou SDP pri¢om sa
ziskaju lepsie odhady optiméalneho riesenia ako pri pouziti doterajsich relaxacii pomocou LP.

6. Vyznam MVB.

Vyznam MVB pre LP. V linedrnom programovani uz vyvoj trochu uticha a teda tu sa
najskor d4 urobit urc¢itd rekapitulacia. Dnes je uz zrejmé, Ze simplexova metdda stratila svoje
vynimocéné postavenie. Ukézalo sa, Zze metédy vntatorného bodu pre velmi velké tlohy LP s ried-
kymi maticami s vyznamne rychlejsie ako simplexovd metéda. Pre tlohy malého a stredného
rozsahu mame moznost volby. Tato volba moézZe zavisief od uloh, ktoré ideme riesit a od pozado-
vanych vlastnosti optimalnych rieseni, ktoré dand metdda méze poskytnit. Zatial ¢o simplexova
metdda poskytuje bazické riesenie, metédou vnutorného bodu dostaneme ostro komplementarne
rieSenie, ¢o moze byt v niektorych pripadoch vyhodou. Volba metddy pri rieSeni tloh stredného
az velkého rozmeru (niekolko tisic premennych) moze zavisiet aj od dostupnosti softvéru. Kym
pre ulohy takjchto rozmerov je dostupny uz len Specidlny komerény softvér, pre MVB je na



internete este stidle mnoZstvo volne pristupného softvéru, umoziujiceho spolahlivo riesit tlohy
LP. Podotykame vSak, Ze jeho pouzitie, na rozdiel od komercénych softvérov MVB, vyzaduje
aspon zékladné vedomosti o algoritmoch MVB a elementarnu programatorski zru¢nost.

Dalsou v§znamnou értou modernych metéd vnitorného bodu je, Ze umoznili chapat linedrne
programovanie ako integrilnu stcast konvexného programovania. Pred Karmarkarom bolo line-
arne programovanie doménou predovsetkym odbornikov z ekonomického opera¢ného vyskumu.
Po Karmarkarovi linedrne programovanie vyznamnou mierou rozvijaju Specialisti na matema-
tické programovanie a numericki analyzu; LP sa stdva stcasfou kontinualnej optimalizacie. V
stuvislosti s tymto vznikd aj cely rad pedadogicko-metodickych problémov o tom, ako udéif li-
nearne programovanie a ako uéit MVB. Zatial ¢o doneddvna stacili na zvladnutie linedrneho
programovania zakladné vedomosti z linedrnej algebry, dnes si1 potrebné na zvlddnutie zakla-
dov MVB v LP aj vedomosti z analyzy funkcii viacerjch premennych, konvexnej analyzy, ¢i
numeriky.

Vyznam MVB pre matematické programovanie. Napriek tomu, Ze od publikovania
Karmarkarovho algoritmu uz uplynulo 20 rokov, vyvoj MVB, ako aj vyvoj v konvexnom prog-
ramovani, je stdle velmi prudky. Semidefinitné programovanie, ale aj pribuzné tzv. second-order
cone programovanie a jeho zovSeobecnenie, kénické programovanie, sa stale rozvijaji po stranke
teoretickej, algoritmickej i implementac¢nej. Vsetky tieto programovania skiimaju tzv. Strukta-
rované tlohy konvexného programovania, ktoré mozno riesit Standardnymi postupmi MVB v
polynomialnom ¢ase. MoZzno ocakavat, Ze tieto oblasti konvexného programovania sa budu dalej
zovieobechiovat a prislusné tlohy budu stéle viac vypliiat priestor véeobecnych konvexnych tloh.
Teoreticky vysledok prace Nerestova a Nemirovského dava k tomu dobry dévod.

V tejto stuvislosti hddam najvicsi vyznam MVB je v tom, ze posunuli hranicu medzi tlo-
hami, ktoré sa vedia rutinne riesit a tymi, na rieSenie ktorych treba pouzif nejaky dovtip a
treba metddu rieSenia navrhovat velmi individualne. V minulosti tato hranica viedla medzi li-
nearnym a nelinearnym programovanim. Ulohy linedrneho programovania sa riesili spolahlivo
simplexovou metédou, ktord je Standardnou stcastou programovych balikov a lepsich kalku-
la¢iek. Ostatné ulohy bolo potrebné riesit prisne individudlne, navrhovali sa algoritmy $ité na
mieru jednotlivych problémov a kazdy postup potom vyzadoval individualnu analyzu a zd6-
vodnenie opodstatnenosti. Pritom sa ¢asto ani nesktimalo, ¢i tiloha je konvexné alebo nie; tato
skuto¢nost nebola povazovand za dolezitii. Dnes sa hranica pod vplyvom MVB postva medzi
konvexné a nekonvexné tlohy a dovtip sa uplatnuje pri zistovani, ¢i dana uloha je konvexna (s
vhodnou $truktirou) a ¢ nie.

Vyznam MVB pre optimalizaciu. MVB nielen umoznili spolahlivé rieSenie mnohych
uloh z tych najrozlicnejsich oblasti matematiky, opera¢ného vyskumu, financii, ¢i inzinierskej
matematiky, ale zaroven poskytli aj dalsie impulzy pre rozvoj tychto oblasti. Velmi vyrazne to
vidief napr. v inzinierskej tedrii riadenia, kde uz v 40-tych rokoch boli mnohé problémy stuvisiace
so stabilizaciou riadenych systémov formulované pomocou tzv. LMI (linear matrix inequalities),
to znamena linedrnych rovnic v priestore symetrickych matic, zahtnajuce aj podmienky kladnej
semidefintnosti. Vzhladom na to, Ze takéto problémy sa v uvedenom obdobi nevedeli rutinne
riesit, tato oblast sa vyvijala iba pozvolna. Odhalenie stvislosti LMI s tilohami SDP dalo silné
impulzy pre rozvoj, kde sa okrem algoritmov vyuzivala aj tedria a dualita SDP. Podobne je
to aj v dalsich oblastiach aplikicii semidefinitného a kdénického programovania a potencial pre
odhalovanie dalsich moznych aplikacii je stéle velmi velky.



Zakladny zdroj informacii o MVB. Rychly vyvoj MVB a §iroky zaber aplikacii SDP
si vyziadali intenzivnej$ie vyuZivanie internetu na Sirenie informécii, ako je to snad bezné v
inych oboroch. Vzhladom na mnoZstvo napisanych préac a dlhé doby od podania ¢lanku po jeho
uverejnenie, stalo sa beznym publikovanie ¢lankov na osobnych strankach ako aj na internetove;j
stranke Interior-Point Archive [6] eSte pred odovzdanim autorskych prav ¢asopisom. Na tejto
stranke este aj dnes moZno najst mnozstvo uzitoénych informaécii o starsich ¢lankoch, knihéch,
softvéri, dalsich strankach a odbornikoch na MVB. Ulohu tejto stranky neddvno prebrala na
seba nova, SirSie zamerand Optimization Online [13], ktord spédja Sirokt komunitu odbornikov
na optimalizaciu. Stranka umoziiuje elektronické publikovanie ¢lankov a pravidelne rozposiela
informécie o najnovsich pracach, softvéri a konferenciach.
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