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Abstrakt v statnom jazyku

JANCOVICOVA, Denisa: Obélkova analyza dat: aditivny versus SBM model [Bakalér-
ska pracal, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; gkolitel: doc. RNDr. Margaréta
Halicka, CSc., Bratislava, 2016

V tejto bakalarskej praci sa zameriavame na analytické porovnanie vlastnosti vy-
branych neorientovanych DEA modelov, presnejsie SBM modelu a aditivneho modelu
s roznym typom vah, a na néslednt ilustraciu ziskanych poznatkov na konkrétnych
prikladoch. V praci najprv uvadzame citatela do problematiky DEA a poskytujeme
stru¢ny prehlad kIi¢ovych pojmov, pri¢om sa podrobnejsie venujeme najma SBM mo-
delu a aditivnemu modelu s rozli¢nym typom vah. Teoreticka ¢ast prace dalej ponika
sihrn uz znamych vlastnosti tychto modelov a zaroven odvodenia novych vlastnosti
a vztahov medzi vybranymi modelmi. Analyzujeme taktiez dopad roznej volby véah
v aditivhom modeli na vysledky. V praktickej casti prace nasledne demonsStrujeme
naSe zistenia na rozne velkych siiboroch dat, pricom vyuZzivame nami naprogramované

modely v softvéri MATLAB.

Klacové slova: Data Envelopment Analysis (DEA), Aditivny model, Slacks Based
Measure (SBM)



Abstract

JANCOVICOVA, Denisa: Data Envelopment Analysis: Aditive versus SBM Model [Ba-
chelor Thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; Supervisor: doc.

RNDr. Margaréta Halicka, CSc., Bratislava, 2016

In this Bachelor thesis, we focus on the analytical comparison of non-oriented DEA
models, precisely speaking, of SBM model and additive model with different types of
weights, and then on the illustration of gained knowledge with concrete examples. In
the work, we firstly introduce a reader into DEA issues and provide a brief summary
of key terms, where we thoroughly deal especially with SBM and additive model with
different types of weights. The theoretical part of the work then provides not only
a summary of already well-known properties of these models but also a derivation of
some new properties and relations between specific models. Furthermore we analyze the
impact of different weights in additive model on the results. Afterwards, in the practical
part of the work, we demonstrate our findings on datasets of various dimensions, where

we use models programmed by ourselves in the solver MATLAB.

Keywords: Data Envelopment Analysis (DEA), Additive model, Slacks Based
Measure (SBM)
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UVOD UVOD

Uvod

V dnesnej dobe je efektivnost jednou z podstatnych vlastnosti, ktoré sledujeme nie-
len pri vlastnej praci alebo pri praci nasich kolegov, ale aj pri nardbani s verejnymi
financiami ¢i pri analyzovani efektivnosti inych vyrobnych a nevyrobnych procesov
v ramci istej rozhodovacej jednotky. Pojem efektivita je teda Coraz viac sklonovany
v naich sikromnych Zivotoch, ale aj v podnikatel'skej ¢ Statnej sfére. Prave efektivita
je kli¢ovym bodom z&ujmu obalkovej analyzy dat (Data Envelopment Analysis).

DEA modely sa zaoberaju zistovanim miery efektivnosti danej rozhodovacej jed-
notky (Decision Making Unit) vzhladom na istd skupinu producentov pomocou li-
nearneho programovania. Zarovein pomahaju aj pri hladani konkrétnych nedostatkov
v premienani vstupov na vystupy voci efektivnemu vzoru, ktory vznikol urc¢itou kom-
binaciou efektivnych jednotiek danej skupiny.

Priamej aplikidcii DEA modelov na redlne situacie sa venuja tisice ¢lankov, ako
napriklad [8], [13] a [15], ¢o je dokazom ich zna¢nej vyuzitelnosti a opodstatnenosti pri
riadiacich a rozhodovacich procesoch.

V sucasnosti existuji v ramci teérie DEA rozne modely, ktoré st bohato prezen-
tované v mnozstve knih a clankov. Zrejme jedinou publikiciou v slovenskom jazyku
je |7], ktoréa spolu s [3], tvorili zdkladny zdroj teoretickych poznatkov potrebnych pri
tejto praci.

Medzi zékladné modely patria zauzivané CCR modely, pomenované podla auto-
rov Charnesa, Coopera, Rhodesa, a BCC modely, nazvané podla autorov Bankera,
Charnesa a Coopera. Zaraduji sa do kategorie orientovanych modelov, ¢ize tilohu line-
arneho programovania v tomto pripade tvori minimalizacia vstupov pri konstantnych
vystupoch alebo maximalizacia vystupov pri konstantnych vstupoch. Na druhej strane
existuju modely, ktoré neuprednostiiuji vystupy pred vstupmi ani vstupy pred vy-
stupmi, a tie sa nazyvaju neorientované. Do tejto kategoérie patria napriklad aditivny
a SBM model, na ktoré sa zameriame v naSej praci. Vo vSeobecnosti je SBM model
v porovnani s aditivnym modelom pouzivanejsi kvoli nedostatkom, ktorymi aditivny
model disponuje. Préve eliminacia jednej zo slabych stranok tohto modelu bola podne-
tom k vytvoreniu urcitej modifikacie aditivneho modelu, konkrétne aditivneho modelu

s vahami. Natiskaju sa tak prirodzené otézky: Do akej miery sa touto modifikdciou po-
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silnilo vyuzitie aditivneho modelu vo¢i SBM modelu? Aké nasledky ma rézna vol'ba vah
v aditivnom modeli na vysledky? Vieme urcit vahy tak, aby sa odstranili aj ostatné
nedostatky tohto modelu? Ak &no, aké st potom rozdiely medzi vysledkami aditiv-
neho modelu s vdhami a SBM modelu? Ziskanie odpovedi nielen na tieto otazky bolo
motiviciou k spracovaniu témy tejto prace.

Cielom naSej prace bolo teda teoreticky a empiricky porovnat vlastnosti SBM mo-
delu a aditivneho modelu s réznym typom vah. Teoretické poznatky z DEA modelov
ilustrujeme na konkrétnych, vhodne zvolenych stuboroch dat roznej velkosti, ¢omu pred-
chadzalo naprogramovanie jednotlivych modelov v softvéri MATLAB. Nasledne ana-
lyzujeme vysledky pozorovani, na zaklade ktorych odvodime nové vztahy a vlastnosti
uvedenych modelov.

Nagu pracu sme rozdelili do teoretickej a praktickej ¢asti. Teoreticka ¢ast prace sa
sklada z dvoch kapitol. V prvej kapitole vymedzime symboliku, struc¢ne vysvetlime zé-
kladné pojmy tykajice sa obalkovej analyzy dat a uvedieme definicie vybranych DEA
modelov. Nasledujiicu kapitolu venujeme vlastnostiam aditivneho modelu a SBM mo-
delu. V tejto kapitole uvadzame aj dokazy dalgich vlastnosti tychto modelov, na ktoré
sme prisli pri ich empirickom porovnéavani. Druhé, praktickd ¢ast prace je venovana de-
mons§tracii rozdielov vybranych modelov DEA. Na jednoduchych, vlastnych prikladoch
s vhodne zvolenymi sibormi dat rozli¢nej velkosti, ale aj na rozsiahlejSom priklade s re-
alnymi détami sme ilustrovali rozdiely hodnot ac¢elovych funkcii a mier efektivit, dalej
sme pozorovali rozdiely v ich efektivnych vzoroch, ¢ v poradi atvarov zoradenych na
zaklade ich efektivit. Sledovali sme aj dopad rozli¢ne nastavenych vah aditivneho mo-
delu na vysledky naSich pozorovani. Vysledky nami naprogramovanych modelov sme

kontrolovali s vysledkami solvera [10].
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1 Uvod do DEA modelov

Cielom nagSej prace je demonstrovat rozdiely aditivneho a SBM modelu, v anglickej
literatare uvadzany aj ako Slacks Based Measure. 7 toho dovodu venujeme tvodnu ka-
pitolu predovSetkym zakladnej symbolike a definiciAm potrebnym k dalSiemu pouzitiu
teorie DEA modelov, pricom sa zameriame najmé na vybrané modely. Ako uz je vyssie
spomenuté, nasledujica kapitola je spracovana najmé podla u¢ebného textu [7], ale

teoretické poznatky sme Cerpali aj z publikacii [3], [11], [14] a zo stranky [5].

1.1 Symbolika a zakladné pojmy

V sucasnosti sa ['udia stale viac zaoberaji problematikou efektivneho vyuzivania zdro-
jov ¢i uz v sikromnom sektore, vo verejnych financiach alebo v mnohych inych oblas-
tiach. Prave skimaniu efektivnosti a efektivity sa primérne venuje obalkové analyza dat
prostrednictvom DEA modelov, ktoré si postavené na teérii linedrneho programovania.
Vychodiskovym bodom st data o vstupoch a vystupoch porovnavanych tutvarov.

Podstatu DEA modelov by sme mohli chapat ako urcovanie relativnej efektivnosti
jednotlivych producentov v ramci urcitej skupiny na zaklade hodnotenia a porovnava-
nia ich technoldgii. Technolégiou v tomto pripade rozumieme sposob, akym subjekty
vytvaraja vysledné produkty zo svojich zdrojov. Z toho dovodu je dolezitym predpo-
kladom DEA modelov homogénnost danej skupiny producentov, ktora hovori o tom, 7e
mozeme porovnavat len itvary s rovnakym druhom vyrobnej alebo nevyrobnej ¢innosti,
ako napriklad Skoly, pobocky obchodnych retazcov, nemocnice a mnohé iné. Modely
DEA sa ale prevazne vyuzivaja pri nevyrobnych procesoch, ktorym sa budeme venovat
aj v naSej praci. Napriklad by sme sa mohli blizsie pozriet na efektivnost Statnych
nemocnic v poc¢te oSetrenych pacientov, pricom by sme za vstupy charakterizujtce ¢in-
nost nemocnic oznadili vydavky spojené so zamestnavanim lekdrov a s nemocni¢nym
vybavenim.

V naSej praci sa zaoberame skimanim n organiza¢nych utvarov, ktoré sa oznacuju
aj ako DMU, z anglického Decision Making Unit. Pre ¢islovanie jednotlivych DMU
pouzivame index j € {1,...,n}. AvSak aby sme odlisili prave skiimany ttvar od zvys-

nych v skupine, oznac¢ujeme ho ako DMU,, pre o = 1,...,n. Uz z vySsie uvedeného

10



1.1 Symbolika a zakladné pojmy 1 UVOD DO DEA MODELOV

prikladu mozeme dedukovat, Ze ¢innost vSetkych DMU; popisujeme hodnotami kaz-
dého z m vstupov, resp. kazdého z s vystupov danej jednotky. Ozna¢me z;; mnozstvo
spotrebovaného i-teho vstupu j-teho subjektu a symbolom y,; budeme rozumiet vypro-
dukované mnozstvo r-tého vystupu j-teho subjektu, prei € {1,...,m}ar € {1,...,s}.
Vgetky priklady v naSej praci sa budu zaoberat len pripadmi, ked producent zuZitkuje
isté nezdporné mnozstvo vstupov, aby vytvoril nejaké nezaporné mnozstvo vystupov.
Pricom budeme oc¢akavat, ze producent spotrebuje nenulové mnozstvo aspon jedného
vstupného faktora a zaroven vyrobi nenulové mnozstvo aspon jedného vystupného fak-
tora. Takto dostaneme vektory vstupov z; € RT' a vektory vystupov y; € RS, ktoré

mozeme zapisat v nasledovnej forme:

L1y Y1
-rj: .ZUZ] , y]: yT] R ijl,,n
T Ysj

Ingpirujtc sa |7, str. 61|, mozeme pre daldie potreby nasej prace zapisat udaje o vy-

branej skupine ttvarov ako mnozinu

Z=A(zj,y;) | j=1,...,n}

Pri vytvarani modelov v empirickej ¢asti naSej prace vyuzivame takzvané matice vstu-
pov X a matice vystupov Y, ktorych jednotlivé stlpce predstavujii vektory vstupov xj,

resp. vektory vystupov y;, danej jednotky DMU;, pre Vj = 1,...,n, ¢iZze dostavame:

11 ... Tij - T1n Yii o Y15 - Yin
X = Tipg . Ty oo Tip ) Y = Yri oo Yrj oo Yrn
Tmi v Tmj -+ Tmn Ys1 -+ Ysj -+ Ysn

S definovanim efektivnosti tizko stvisi aj mikroekonomicky pojem mnozina produkc-
nych moznosti G zahfhajtca vSetky sposoby, ktorymi moze DMU; vyrobit y; vystupov

z x; vstupov. Pre potreby DEA modelov v8ak pouzivame len jej aproximaciu M, ktora

11
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mé dva zékladné tvary - pre variabilné a pre konStantné vynosy z rozsahu, oznade-
nie Myrs, resp. Mcgrs. Skratku CRS pre konstantné a VRS pre variabilné vynosy
z rozsahu budeme pouZivat v naSej préci castejSie. Na modely sa da hladiet cez mul-
tiplikativny a cez obalkovy pristup, ale kedze v oboch pripadoch modely reprezentuju
navzajom duélne ulohy linedrneho programovania, ¢o je ukézané v 7], budeme dalej
rozoberat tstredné pojmy DEA modelov len z obalkového pristupu. Aproximéacie M¢gg
a My pg predstavuji najmensie mnoziny generované mnozinou Z splhajtce nasledovné

vlastnosti podla |7, kap. 5]:
(A1) Z € M. Vsetky body zo Z, reprezentujice konkrétne subjekty, patria do M.

(A2) M je konvexna, ¢ize vsetky konvexné kombinéacie bodov patriaciach do M st tiez

obsiahnuté v mnozZine M.

(A3) Ak bod (z4,ya) € M vyjadruje mnozstvo vstupov a vystupov subjektu A, potom
do mnoziny M patria aj vetky body (z,y) € R™"* predstavujiice subjekty, ktoré
z VacSieho, resp. rovnakého, mnozstva vstupov vyprodukuji menej, resp. rovnako

vela, vystupov.

Pre Mcgrs vSak plati eSte jedna axioma, ktoré vyjadruje charakteristicku vlastnost kon-
Stantnych vynosov z rozsahu. Konkrétne, ak c-nasobne zvic¢sime mnozstvo vyuzivanych
prostriedkov, c-nasobne sa zva¢si aj mnozstvo vyrobenych vystupov, ¢o sa di zapisat

nasledovne:
(A4) Ak (x4,ya) € M, potom (cza,cys) € M, pre Tubovolné ¢ > 0.

Analyticky mozeme mnozinu Mcgs podla |7, kap. 5| zapisat nasledovne:
Mcrs = {(z,y) € R™™ | Z)\jl’j <z, ZAjyj >y, A=>0} (1)
j=1 j=1

Analyticky zapis mnoziny My gs je obdobny ako vztah (1), avsak pridavame este pod-

mienku

> N=1 (2)

Takto skonstruované mnoziny Mcrs a My rs tvoria takzvanu obdlku dat danych pro-

ducentov, z ¢oho vyplyva aj nazov celej problematiky DEA.

12



1.1 Symbolika a zakladné pojmy 1 UVOD DO DEA MODELOV

V nasledujticej ¢asti prace hlbsie objasnime pojmy efektivnost a efektivita v zmysle
obalkovych modelov, pricom vychiddzame najmé z tstredného pojmu viackriteridlnej
optimalizacie tzv. Pareto optimality, ktora je pre DEA modely sformulovana v |7, str.
171]. Efektivnymi sa nazyvaju tie body (&, y) € M, ku ktorym nedokdZeme v mnozine
M najst ziadne iné body (x,y) rozne od (z,y), pre ktoré by platilo z < 2 ay > 9.
Co znamena, ze v mnozine M neexistuje iny utvar, ktory by bol schopny z nizsieho
alebo rovnakého mnozstva vstupov vyprodukovat vyssie alebo rovnaké mnozstvo vy-
stupov. Efektivne body (Z,7) teda tvoria takzvanu hranicu efektivnosti, oznacenie Hp.
V opa¢nom pripade, ak itvar mé rezervy ¢i uz v prili§ velkom mnozstve minutych zdro-
jov alebo v nedostato¢nom mnozstve vyslednych produktov, hovorime o neefektivnom
utvare.

Hranicu OM mnoziny M tvori okrem hranice efektivnosti, aj hranica pseudoefek-
tivnosti, oznacenie Hp, ktord moze urc¢itym typom DEA modelov sposobovat tazkosti.
Hranicu pseudoefektivnosti totiz predstavuju body z hranice OM, ktoré nie su efek-
tivne. V jednej veli¢ine teda mozu dosahovat rovnaké hodnoty ako efektivne tutvary,
avSak v ostatnych veli¢inach maju isté nedostatky, ¢ize ich nemozeme povazovat za
efektivne.

Ako sme uz spominali vyssie, objektom nasho zaujmu nebude len rozcélenenie utva-
rov na efektivne a neefektivne, ale zameriame sa aj na zistenie ich miery efektivnosti,
resp. efektivity, ktora oznac¢ime E. Pod efektivitou E chapeme bezrozmerni veli¢inu
z intervalu [0, 1], ktord hovori o tom, do akej miery pracuje danéa jednotka efektivne
v porovnani s ostatnymi producentmi v skupine. Sposoby vypoctu efektivity £ jednot-
livych DMU sa vSak v niektorych modeloch ligia. MoZeme narazit aj na problém, ked
takto definovana miera efektivnosti E nie vzdy vyplyva priamo z rieSenia tlohy linear-
neho programovania prislichajicej danému modelu. Uvidime, Ze napriklad v pripade
aditivneho modelu musime vykonat este dopliiujuce vypocty, aby sme mohli z optimal-
neho rieSenia prislusnej tlohy ziskat hodnotu interpretovatelni ako efektivitu.

Nemenej podstatnym pojmom je efektivny vzor daného neefektivneho dtvaru, kto-
rym rozumieme bod z hranice efektivnosti s mensimi alebo rovnakymi vstupmi a vic-
Simi alebo rovnakymi vystupmi. Kazdy efektivny vzor vieme v pripade CRS vyjadrit

ako urciti konickt kombinaciu efektivnych utvarov z mnoziny Z a v pripade VRS sa

13



1.2 Aditivny model 1 UVOD DO DEA MODELOV

da efektivny vzor sformulovat ako urcitd konvexna kombinécia efektivnych jednotiek
7z mnoziny Z.

V tejto suvislosti zohravaja kI'i¢ovia tlohu slacky, ktoré st vyjadrené vektormi rezerv
vstupov s* € R’ a vektormi rezerv vystupov s¥ € R. Slacky vstupov, resp. vystupov,
daného producenta st nezaporné vektory, ktorych zlozky podla [3| vyjadruja prebytok
jednotlivych vstupov, resp. deficit jednotlivych vystupov, v porovnani s jeho efektivnym
vzorom. Tak ako miera neefektivnosti, aj urcovanie efektivnych vzorov sa moze lisit
pre rozne modely. Vybrané modely, na ktoré sa zameriavame v naSej praci, urc¢uju
efektivne vzory daného tutvaru maximalnym posunom v smere zmensSovania vstupov
alebo v smere zvicSovania vystupov. Ocakavame teda, ze efektivne ttvary budi mat

vSetky zlozky vektorov s* a sY nulové.

1.2 Aditivny model

Ako bolo pisané v ivode nasSej prace, budeme sa venovat vylu¢ne dvom neorientovanym
modelom - aditivnemu a SBM modelu - ktoré sa schopné zachytavat neefektivnost vo
vstupoch a zaroveni vo vystupoch. Ako prvy rozoberieme aditivny model, ktory bol
podla |2] prvy raz sformulovany Charnesom v roku 1985. Presnejsie opiSeme niekolko
jeho variant, ktorych detailné odvodenie je popisané v [7, kap. 8|.

Na zaciatok uvadzame formulaciu tlohy linedrneho programovania zodpovedajicu

aditivnemu modelu s CRS pre vybrany DMU,.

max A, i=els™ +els? (3)
s.t. ij)\j + s = x,,
j=1
S g
j=1
A, 5% sV >0,

kde e,, a e, predstavuju vektory samych jednotiek rozmeru m, resp. s. Ako sme uz
uviedli, zo zakladného aditivneho modelu nemozno od¢itat efektivitu E v typickom,
ekonomicky interpretovatelnom tvare ako veli¢inu z [0, 1]. Trochu iné ponimanie miery
efektivnosti je v8ak mozné vyzistit z optimalnej hodnoty ucelovej funkcie tlohy LP uve-

denej v (3), ktort budeme oznacovat A}, Takto definovana ucelova funkcia reprezentuje

14



1.2 Aditivny model 1 UVOD DO DEA MODELOV

maximalizaciu suc¢tu vsetkych slackov, z coho mézeme dedukovat, ze ak su slacky urci-
tého DMU, nulové, DMU, predstavuje efektivny utvar. Efektivny producent sa teda
nachidza na efektivnej hranici, ak prebytok jeho vstupov, resp. deficit jeho vystupov
je nulovy. V&imnime si, Ze hodnoty ucelovej funkcie lezia v intervale [0, 00). Pre neefek-
tivne utvary dostaneme tym vyssiu optimalnu hodnotu ticelovej funkcie A}, ¢im viac
je producent neefektivny, teda ¢im dalej sa nachadza od svojho efektivneho vzoru.

Geometricky sa da tcelova funkcia interpretovat uz naznacenym spésobom ako ma-
ximalny mozny posun daného atvaru DMU, v smere zniZovania vstupov a zvySovania
vystupov o hodnotu jeho rezerv s*, s¥. Od posunu tiez pozadujeme, aby ttvar posunuty
v smere (—s”, s¥) stale patril do mnoziny M. Z ¢oho sa odvijaju podmienky tlohy LP
pre aditivny model s kongtantnymi vynosmi z rozsahu v (4), ktoré sa podobaju vztahu
(1), reprezentujicemu analyticky zapis mnoZziny Mcgs.

V pripade variabilnych vynosov z rozsahu st podmienky tlohy LP obdobne zapisané
formou analytického zapisu mnoziny My gs, tym padom len doplnime predchadzajicu
ststavu podmienok o obmedzenie (2).

Vyssie sme uz mierne nacrtli vS§eobecny sposob urcovania efektivnych vzorov. Ak
(A*, ™, s¥*) je optiméalne rieSenie prislichajice optimalnej hodnote A% ucelovej funkcie

(3), bod (z, ), ktory predstavuje ur¢iti projekciu na efektivnu hranicu v tvare:
Ti=XN=x,—5", =Y\ =y,+ s, (5)

povazujeme podla [3| za efektivny vzor DMU,.

1.2.1 Aditivnhy model s vAhami

Dalsim typom aditivheho modelu, ktory uvedieme, bude aditivny model s vahami. Mo-
tivaciou k odvodeniu tohto modelu je podla [7] odstranenie jedného 7 jeho hlavnych
nedostatkov, konkrétne zavislosti uc¢elovej funkcie od volby jednotiek, v ktorych su
merané data DMU;, pre j =1,...,n.

Jedinou zmenou v porovnani s predchadzajicimi obalkovymi aditivhymi modelmi

je, ze v ucelovej funkcii maximalizujeme vaZeny priemer slackov, ¢ize:
m S
w ._ T T Yy
max A) = E wist + E wls? & (6)
o i=1 r=1
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1.2 Aditivny model 1 UVOD DO DEA MODELOV

pricom wf, wY reprezentuju ¢-tu a r-tu zlozku vektorov vah w®, w? prislichajicich
vektorom rezerv s%, s¥. Konkrétne hodnoty zloziek vektorov w{ a w? stanovime najprv
apriérne ako kladné hodnoty zavisiace od tdajov, ktoré mame o danych DMU k dis-
pozicii.

Pretoze vektory w® a wY su kladné, aj pri aditivnom modeli s vahami plati, ze
hodnota ucelovej funkcie lezi v intervale [0, 00] a zaroven sa efektivnost dosahuje pri
nulovych hodnotach slackov. Dokonca budeme vidiet, Ze tcelové funkcie s niektorym
typom véah dosahuji hodnoty z intervalu [0, 1], ¢omu ale venujeme osobitnt ¢ast 2.1.1.

Véahy vyjadrujeme podla [7, kap. 8] pomocou mierne upravenych, prevratenych hod-

not RY, RY. Presnejsie:

1 1
wi = ————, 1=1,...,m, wl = —m— r=1,...

Y (m+s)RY " (m+s)R! A

Pricom hodnoty R} a RY volime tak, aby boli vyjadrené v rovnakych jednotkach ako
k nim prislichajice vstupy, respektive vystupy. V uvedenom zdroji autorka navrhuje

nasledovné R?, RY:
(a) R? =maxwz;;, RY=maxy,;.
j j
(b) Rf = > wiy,  RY= 52y
J J

(c) R¥, resp. RY predstavuju uré¢ity rozsah hodnot i-teho vstupu, resp. r-tého vystupu,
na zaklade ¢oho dostala tato verzia aditivneho modelu podla [4] prizna¢né pome-

novanie Range Adjusted Measure (RAM).

e .
R = m]ax Tij — mjm Tij,

RY = mjax Yrj — mjin Yrj-

(d) RZ, resp. RY predstavuji tandardné odchylky i-teho vstupu, resp. r-teho vystupu.
Teda konkrétne:

n
|
(zij — @)%, sz:Eg Lig,
j=1
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1.3 SBM model 1 UVOD DO DEA MODELOV

Nakoniec uvedieme este jeden typ aditivneho modelu, ktory bol podla [2] navrhnuty
v roku 1985 Charnesom a kol. Davame do pozornosti, ze vahy nie st dané apriérne,
ale menia sa s kazdou zlozkou vektora vstupov, resp. vystupov. Primarnym cielom
bolo taktiez vyrieSenie problému zavislosti zakladného aditivneho modelu od volby
jednotiek. Na zaklade ¢lanku [2] riesime optimaliza¢ny problém s nasledovnou tcelovou

funkciou:
max Q L (yyo (7)
X Q= ——— — — 1,
A,8%,8Y (m+3) . Lio - Yro

pri rovnakych podmienkach ako v (4), resp. doplnenych o (2) pre VRS.

V podkapitole 2.1 bliz§ie uvedieme pozitivne ale aj negativne vlastnosti zakladného
aditivneho modelu ako aj sposob, ktorym mozno dodefinovat mieru efektivnosti £ vo
vhodnej podobe. f)alej sa blizSie pozrieme na vlastnosti a vztahy medzi hodnotami
ucelovych funkcii aditivnych modelov s uréitym typom vah, pricom dané tvahy sfor-

mulované do tvrdeni aj dokdzeme.

1.3 SBM model

Druhym neorientovanym modelom, ktorému sa budeme v nasej praci venovat je SBM
model zo skupiny aditivnych modelov, ktory bol podla |7| povodne uvedeny Tonem
v roku 1997. Nazov Slacks Based Measure vychadza z faktu, Ze mieru efektivnosti
podla SBM urc¢uju velkosti rezerv.

V podkapitole 1.2 sme uviedli isté nedokonalosti aditivneho modelu, ako nevhodné
forma tucelovej funkcie a jej zavislost na volbe jednotiek, ktorych eliminovanie bolo
hlavnou motivaciou pre odvodenie SBM modelu. Verzia SBM modelu vo forme tlohy
linedrneho programovania, ktori vyuzivame pri vypoctoch v kapitole 3, vychadza zo
zdkladného SBM modelu sformulovaného v |3, kap. 4.4]. Takto zostrojeny model je
ale tlohou zlomkového programovania, da sa vSak podla [3] ukézat, ze dané dloha je
zaroveil ekvivalentnéa s lahsie rieSitelnou tlohou LP, ktort uvadzame nizgie. Naopak,
ked budeme hovorit o vlastnostiach tohto modelu, lepsie naAm poslazi jeho zakladny
tvar.

Presnéa formulacia optimalizacného problému v pripade zakladného SBM modelu

17



1.3 SBM model 1 UVOD DO DEA MODELOV

pre isté DMU, je nasledovna:

1 s 87
— = i
1 m Z]_ Tio
min Po ‘= ;, (8)
A,8%,8Y 1 1 5 sY
+ S Z Yro

Il
i

:
pri podmienkach totoznych ako v (4) pre CRS, respektive pridanim podmienky (2)
pre VRS. Pre SBM model teda plati, ze priamo z optimalnej hodnoty tcelovej funkcie
(8) dokazeme od¢itat ekonomicky interpretovatelni mieru efektivnosti £. Tato skutoc-
nost je dokdzana v u¢ebnych textoch |7, kap. 11]. Pozorujeme, Ze ¢im sa vicsie rezervy
vstupov, resp. vystupov, tym je hodnota p, mensia, pricom najmensia dosiahnutelna
hodnota p, = 0. Taktiez vidime, Zze maximéalna hodnota p, = 1 sa dosahuje len v pri-
pade nulovych slackov vstupov a vystupov. Hodnota tcelovej funkcie teda disponuje
klesajucou zéavislostou od velkosti slackov, ktora sme si v§imli aj pri aditivnom modeli.
Optimalna hodnota tucelovej funkcie p} uz v porovnani s aditivnym modelom predsta-
vuje bezrozmernu veli¢inu z intervalu [0, 1], a teda ju mozeme interpretovat ako mieru
efektivnosti. Predchadzajice tivahy implikuji, Ze za efektivne utvary v zmysle SBM
modelu oznac¢ime len tie, ktorych optimalna hodnota tcelovej funkcie p} = 1 a ktoré uz
nevieme viac posunit v smere (—s”*, s¥) tak, aby ostali v mnozine M¢gg, resp. My gs.

Davame do pozornosti aj priamociary fakt vychédzajici z predpisu ucelovej funkcie.
Konkrétne ide o to, Ze vstupné data musia byt nenulové, resp. vzhladom na podmienku,
ktort sme definovali eSte v ivode kapitoly, musia byt kladné. Ostava v8ak otazkou, ¢o
robit v pripade nulovych hodnét vstupov alebo vystupov. Odpoved uvedieme v pod-
kapitole 2.2 spolu s dalgimi vlastnostami SBM modelu.

Ako sme uz avizovali, pre vypo¢ty v empirickej ¢asti prace vyuzivame urciti modifi-
kaciu SBM modelu v tvare tlohy LP, ktori je mozné najst spolu s odvodenim napriklad

v [3]. Pri konstantnych vynosoch z rozsahu riesime pre dané DMU, minimaliza¢na
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1.3 SBM model 1 UVOD DO DEA MODELOV

alohu typu:
, 1 . SF
min To =1 — — —,
t,A,S5%,SY m i1 Tio
1= SY
st. t+ - — =1,
Z.TjAj + St = t.’lfo, (9)
j=1
ZyjAj — 5Y = ty,,
j=1
A, S5*,5Y > 0.

V pripade variabilnych vynosov len pridame modifikaciu podmienky (2) pre takto de-
finovany model SBM:

> A=t (10)

Na prvy pohlad vyznamne odligné ucelové funkcie uvedenych modelov vSak dosahuji
rovnaké hodnoty p, = 7, a zaroven sa vieme dopracovat k pévodnym premennym

zakladného SBM modelu nasledovnou transforméciou:

A* SJ}* Sy*
A= —, = , sV = , (11)
t* t* t*

kde (t*, A*, S™, S¥*) je optimalna hodnota tlohy (9) pre CRS, v pripade VRS doplnenej
o podmienku (10). Z predchadzajiceho vyplyva, Ze aj pre takto definovani hodnotu
ucelovej funkcie 7, bude platit, Ze ak je ttvar efektivny, 7 = 1, inak bude 7* € [0, 1).

Co sa tyka efektivnych vzorov jednotlivych DMU,, algoritmus je podobny ako v pri-
pade aditivneho modelu, ktory uvadzame v (5), pricom dosddzame optimélne rieSenie
zakladného SBM modelu (A*, s™*, s¥*) vypocitané na zaklade vztahov (11). Samotné

body (z,7) sa vSak spravidla nemusia zhodovat uz len z dévodu rozdielnych koeficien-

tov pri slackoch v tcelovej funkcii.
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2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

2 Vlastnosti vybranych DEA modelov

V tejto kapitole vymedzime zakladné vlastnosti vybranych DEA modelov, z ktorych
niektoré sme uz spomenuli v kapitole 1. Pri spracovani tejto ¢asti vychadzame najma
z textu [7]. Kapitola je v8ak doplnend o dalgie vlastnosti a vztahy SBM modelu a adi-
tivnych modelov s roznym typom vah, ktoré sme odvodili jednak na zaklade naSich
vlastnych zisteni a na druhej strane aj vdaka ¢lankom spominanych nizsie.

Najprv ale v Tabulke 1 uvadzame kratky prehlad modelov, ktorymi sa zaoberame
v naSej préci spolu s pridelenymi skratkami pre jednotlivé modely. Nasim ciefom bolo
zvolit skratky vystizne a jednoznac¢ne, pricom sme vychadzali z definicii modelov v pod-

kapitolach 1.2 a 1.3.

Tabul'ka 1: Zoznam pouzitych modelov a pridelené skratky

Typ modelu Skratka
Aditivny model bez vah AD,
Aditivny model s vahami podla a) | AD,,q.
Aditivny model s vahami podla b) | ADg,,
Aditivny model s vdhami podla ¢) | RAM
Aditivny model s vahami podla d) | ADy
Aditivny model s vahami podla (7) | AD,os
SBM model SBM

Este podotykame, Ze v naSej analyze sa v pripade vSetkych modelov zaoberdme

dvomi variantami vynosov z rozsahu, konkrétne CRS a VRS.

2.1 Aditivny model

Ako prvému sa budeme venovat aditivnemu modelu. Uvedieme kratke porovnanie pozi-
tivnych a negativnych stranok tohto modelu, ¢i uz s konstantnymi alebo s variabilnymi
vynosmi z rozsahu.

K vyhodam aditivneho modelu v zmysle tlohy LP urcenej vztahmi (3) a (4), pri-

padne doplnenej o (2) pre VRS, patria nasledovné vlastnosti:
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2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

Z optimalnej hodnoty ucelovej funkeie dokézeme zistit efektivnost. Cize ak opti-
malna hodnota tucelovej funkcie istého DMU, je nulova, dany ttvar je efektivny.

V pripade nenulovej optiméalnej hodnoty tcelovej funkcie je DMU, neefektivny.

Ucelova funkcia je monotonna, pretoze hodnota A, pre neefektivne ttvary rastie

so stupajicimi hodnotami rezerv s* a sY.

Doplnkové premenné s* a s¥ postuvaju DMU, na efektivnu hranicu Hg do svojho
efektivneho vzoru (z,7), vdaka ¢omu optimalna hodnota t¢elovej funkcie za-
chytava vsetku neefektivnost. Z toho dévodu nemoéze byt pseudoefektivny tutvar

v pripade aditivneho modelu mylne oznaceny za efektivny.

Priamo rieSsenim zakladnej ulohy LP dostaneme parameter \*, ktory urci efek-

tivny vzor pre dany DMU, podla vztahu (5).

Aditivny model je v pripade variabilnych vynosov z rozsahu invariantny na po-
sun. Posun je reprezentovany pri¢itanim i-tej zlozky realneho vektora Ax, pred-
stavujiceho zmenu vstupov, k i-tej zlozke vektora vstupov kazdého atvaru, pre
i = 1,...,m. Analogicky mozeme modifikovat aj vystupy, a teda k r-tej zlozke
vektora vystupov kazdého utvaru pripo¢itame r-ta zlozku realneho vektora Ay,
predstavujiceho zmenu vystupov, pre r = 1,...,s. Invariantnost modelu vzhla-
dom na posun potom implikuje, ze takto pozmenené dita nezmenia hodnotu
ucelovej funkcie pre jednotlivé utvary a ani ich roztriedenie na efektivne a ne-
efektivne utvary. Tato vlastnost by mohla dobre posluzit napriklad v pripade

zapornych dat.

Naopak za nedostatky aditivneho modelu povazujeme jeho nasledovné vlastnosti:

Hodnoty tcelovej funkcie lezia v intervale [0,00), ¢o nam znemozihuje odé&itat
priamo z vysledkov modelu efektivitu chapant ako bezrozmernu veli¢inu z [0, 1].
Preto je zaujimavé, ba az potrebné, pozrief sa na sposob, ktorym by sa dala

efektivita £ dodefinovat. Detailnejsie ho rozoberieme d'alej v tejto podkapitole.

Aditivny model nie je invariantny na zmenu jednotiek. Zmenou jednotiek vstu-
pov myslime prenasobenie i-tej zlozky vektora vstupov kazdého ttvaru kladnou

konstantou «;, pre i = 1, ..., m. Obdobne zmenou jednotiek vystupov rozumieme
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2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

prenasobenie r-tej zlozky vektora vystupov kazdého utvaru kladnou konstantou
B, pre r = 1,...,s. Takdto modifikicia dat moze v pripade aditivneho modelu
sposobit zmenu hodnoty ucéelovej funkcie. Tu treba podotknift, Ze zmena jedno-
tiek v aditivnom modeli zachovava rozdelenie tvarov na efektivne a neefektivne.
V praxi to znamené, Ze model bude skresleny jednotkami, v ktorych st merané
vstupy a vystupy. Aj druhy nedostatok aditivneho modelu sa da v8ak eliminovat
vhodne zvolenymi kladnymi vahami v ucelovej funkcii, ¢o sme spominali v ¢asti

1.2.1.

e Aditivny model s CRS nie je invariantny vzhTadom na posun.

Poslednou, ale vel'mi dolezitou ¢astou, je najdenie sposobu, ktorym by bolo mozné
preskéilovat ziskani mieru efektivnosti v aditivnom modeli na efektivitu v ekonomicky
interpretovatelnej podobe. Existuje viacero spdsobov na vypocet efektivity, napr. v [13,
kap. 4] st uvedené tri metody vyuzivajtce ¢ uz konkrétnu optimalnu hodnotu ucelove;j
funkcie alebo konkrétne optiméalne rieSenia danej tlohy. V nasej praci vyuzijeme sposob
opisany univerzélne pre vSetky modely v u¢ebnych textoch [7, str. 115, Def. 20|, ktory
definuje mieru efektivnosti ako priemer parcidlnych efektivit. Parcidlnou efektivitou
i-teho vstupu, pre ¢ = 1,...,m, rozumieme pomer hodnoty i-teho vstupu efektivneho
vzoru a hodnoty i-teho vstupu daného DMU,, ¢ize - Pozormeme 7e uvedeny pomer
je &islo z intervalu [0, 1]. Uvahy pre parcialnu efekt1v1tu r-tého vystupu, kder =1,...,s,
st analogické, a preto dostaneme pomer hodnoty r-tého vystupu pozorovaného DMU,
a hodnoty r-tého vystupu jeho efektivneho vzoru, teda yﬁ Nésledne vieme vypocet

miery efektivity pre aditivny model zapisat ako:

A Yro

1 .
= g 12
Po m—i—s(, Tio rlyT> (12)

Nepochybne mézeme o takto vypocitanej efektivite tvrdit, Ze je invariantni na zmenu

jednotiek. Stcasne pozorujeme, Ze jej hodnota pre neefektivne subjekty klesa so sti-
pajicimi vstupmi alebo znizujicimi sa vystupmi, ¢o implikuje jej monoténnost.
2.1.1 Aditivny model s vihami

V nasledujtcej ¢asti blizsie rozoberieme vybrané vlastnosti urcitych aditivnych modelov

s vahami, ktorych dokazy su bud nase vlastné alebo ingpirované ¢lankami [1] a [6] do-
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plnené o podrobnejsie objasnenie jednotlivych krokov a o zdéraznenie opodstatnenosti
hlavného predpokladu.

Modifikécie zakladného aditivneho modelu pomahaju riesit niektoré jeho slabé stran-
ky, ale na druhej strane mozeme vidiet, Zze modely AD,,00, ADgyg & ADpost pre VRS
strdcajui svoju invariantnost na posun. Uvedend vlastnost bola pre zdkladny aditivny
model s VRS dokézana v |7, str. 111]. V dokaze autorka vyuziva fakt, ze zmena dat
reprezentovand vektormi Ax a Ay vystupuje iba v podmienkach pripustnosti, ktoré sa
vdaka podmienke (2) napriek zmene dat neligia. Av8ak pre aditivne modely s vAhami
nastiva ind situacia, v ktorej vektory predstavujice zmenu dat vystupuja aj v ticelovych
funkciach tloh LP prislichajtcich danym modelom. Z toho dévodu sa moze hodnota
ucelovej funkcie pre modely AD 4z, ADgyg a AD,os vplyvom zmeny dat odliSovat.
Absencia tejto vlastnosti v8ak v nasom pripade nesposobuje problémy.

Ako sme uz nad¢rtli, ucelova funkcia aditivneho modelu (6) pri urcitej volbe vah
dosahuje pre VRS hodnoty z intervalu [0, 1]. Tieto verzie aditivneho modelu preto dis-
ponuju dalsimi dvomi klticovymi vlastnostami. Prvou je invariantnost vzhladom na
zmenu jednotiek a druhou je vhodné skalovanie ucelovej funkcie. Av§ak upozoriiujeme,
7e efektivita sa dosahuje pri nulovej hodnote ucelovej funkcie. Pre nase dalsie pozoro-
vania st uvedené dve vlastnosti klicové, ale kedze invariantnost na zmenu jednotiek
pre aditivny model s vahami je sformulovana a dokazané napriklad v |7, str. 106], ve-
nujeme sa len vhodnému skalovaniu dcelovej funkcie pre uréité modely, konkrétne pre
modely AD,,.. a RAM. Tuto vlastnost pre dané modely uvadzame nizsie vo forme
tvrdeni. Mierne modifikovany obsah tvrdenia pre model RAM spolu s na¢rtnutym
dokazom mozeme najst napriklad v ¢lankoch [1] a [6]. Autori v uvedenych ¢lankoch
opisuju dalsi spésob dopocitania miery efektivity pre model RAM s VRS, kde vyuzi-
vaji hodnotu ucelovej funkcie tlohy LP prislichajicej danému modelu. V dékazoch
v8ak mimo iného nebola evidentné opodstatnenost podmienky (2), t.j. variabilnych vy-
nosov z rozsahu, a preto, inSpirujic sa spominanymi ¢lankami, uvadzame nasu vlastni,
podrobnejsiu verziu dokazu tvrdenia tykajiceho sa rozsahu hodnot tcelovej funkcie pre
model RAM. Najprv ale uvadzame nés vlastny dokaz rozsahu hodnét ac¢elovej funkcie

pre model AD,,q..

23
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Tvrdenie 2.1 (Hodnoty AD,,,, ucelovej funkcie). Hodnoty tcelovej funkcie v wlohe
LP prislichajicej modelu AD q. pre VRS sa nachddzaji v intervale [0, 1].

Dokaz. Kvoli prehladnosti uvddzame na tuvod hodnoty R¥ a RY, pre i = 1,...,m

ar=1,...,s, ktoré sa volia v pripade modelu AD,,,,:
L — Yy _—
R; = max rij, RY = max ;.

Vychadzame z poznatku, ze v pripade variabilnych vynosov z rozsahu, ¢ize ak je

splnena podmienka (2), platia pre vSetky DMUj, j = 1,...,n, nasledovné vztahy:

n

Oﬁsf*:xw—g A, Smaxzy; =R, i=1,...,m,
: j
Jj=1

n
0<s¥" :Zym)\; — Yo < mjaxyrj =RY r=1,...,s.
=1

Sposobené je to tym, Ze hodnota x;,, reprezentujiica mnozstvo i-teho vstupu o-teho
dtvaru, sa moze pre Vi = 1,...,m rovnat nanajvys hodnote maxx;;, pretoze toto
¢islo predstavuje najvicsie spotrebované mnozstvo vstupu ¢ spome(izi vSetkych ttvarov
DMU;, 5 =1,...,n. Cislo i x5} je efektivnym vzorom i-teho vstupu daného ttvaru,
a teda bude urcite nezépo;;é. Z toho dovodu je i-ta zlozka vektora slackov s7* urcite
mensSia alebo rovné ako i-ta zlozka vektora R}, pre Vi =1,...,m.

Pri jednotlivych zlozkich slackov vystupov s¥* a maximalnych hodnotéch jednotli-
vych vystupov, reprezentovanych hodnotou RY, vychddzame z faktu, Ze ¢islo Zn: YrjAj Je
efektivnym vzorom r-tého vystupu daného ttvaru. To znamend, Ze nemoze jb:;t’ vdaka
platnosti podmienky (2), t.j. i A;j = 1, vyssie ako maximélna hodnota vyproduko-
vaného vystupu r spomedzi Vjé:e‘lukych utvarov, pre Vr = 1,...,s, ¢0 mozno objasnit
pomocou nasledovnych nerovnic:

n n n

Zyrj/\; < Z(mjaxyrj))\; = mjaxyrj Z AL = mjaxyTj, r=1,...,s.

j=1 j=1 j=1
Zdorazitujeme, Ze ¢islo maxy,; je pre Vr = 1,... s konStantné a nemeniace sa v za-
vislosti od indexu j. Z toljlo dovodu je prva nerovnost pripustna. Dalej, vyuzijic pod-
mienku (2), dostavame pozadovani nerovnost. Hodnota y,,, ktort odéitavame od ¢isla
Zn: YrjAj, predstavuje vyprodukované mnozstvo r-tého vystupu ttvaru o, a preto je
=1

=
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2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

urcite nezaporna. Z ¢oho vyplyva, ze r-ta zlozka vektora slackov s¥* je urcite mensia

ako r-ta zlozka vektora RY, pre Vr = 1,...,s. Taktiez teda plati:

T*x

s ,
0<-+<1, i=1,...,m,
< 05 =
i
sY*
ogéygl, r=1,...,s.
Y

Ak tychto m + s obmedzeni s¢itame a nasledne predelime ich po¢tom, dostaneme:

1 N
Ogm—l—s(ZRij;R_%)Sl'

i=1

Uvedeny vztah sa dé interpretovat aj ako ista priemerna miera dosiahnutelnej neefek-
tivnosti. Tahko tieZ pozorujeme, Ze v pripade maximalne neefektivneho utvaru, ked
oCakavame nulovi efektivitu a s7* = R}, resp. s¥* = RY, je hodnota uvedeného vztahu
rovné 1. Naopak, v pripade efektivneho producenta, ktorého velkost slackov je nulové,
vidime, 7e aj hodnota daného vztahu je nulova. Po roznasobeni mozeme jasne vidiet

explicitny tvar ucelovej funkcie pre aditivny model s vAhami definovany v ¢asti (1.2.1):

s

“ s sy
0< —r —r < 1.
_Z(m+s)Rx+Z(m+s)RZ -

i r=1

]

Tvrdenie 2.2 (Hodnoty RAM tcelovej funkcie). Hodnoty icelovej funkcie v ilohe LP

prislichagicej modelu RAM pre VRS sa nachddzaji v intervale [0, 1].

Doékaz. Kvoli prehladnosti uvadzame na tGvod hodnoty RY a RY, pre i = 1,...,m

ar=1,...,s, ktoré sa volia v pripade modelu RAM:
_ . v .
R = mjax Tij — mjln i, RY= mjax Yrj — Hbm Yrj-

Pri dokaze vyuzivame analogicky postup ako v predchadzajicom pripade. Najprv
ukdzeme, Ze jednotlivé zlozky vektorov slackov s, resp. s¥*, sit menSie alebo rovné ako
k nim prislachajtice zlozky vektorov Ry, resp. RY, pre Vi =1,...,maVr =1,...,s.

()

Nésledne, pouzijuc ekvivalentné upravy, dostaneme ohranicenia pre hodnoty tcelovej
funkcie RAM modelu.
Opét teda vychadzame z poznatku, ze v pripade variabilnych vynosov z rozsahu,

¢ize ak je splnend podmienka (2), platia pre vSetky DMU;, j = 1,...,n, nasledovné
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2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

vztahy:

n
0< s =m— E mij)\; <maxz;; —minz;; = Ry, i=1,...,m,
= j j

n
0< sy = Zyrj)\; — Ypo < mjaxyrj — mjinyTj =R, r=1,...,s.
j=1

Zapri¢inené je to tym, zZe hodnota x;,, reprezentujica mnozstvo i-teho vstupu o-teho

Gtvaru, sa moZe rovnat nanajvys hodnote maxx;;, j = 1,...,n, pretoZe toto ¢islo pred-
J

stavuje najvacSie spotrebované mnozstvo vstupu ¢ spomedzi vSetkych tatvarov DMU;.

. n
Cislo > z;;A; je efektivnym vzorom i-teho vstupu daného utvaru, a preto bude vdaka
=1

J
n

podmienke (2), t.j. > \; = 1, uréite vic¢sie, pripadne rovné, ako najmensie spotrebo-
j=1
vané mnozstvo i-teho vstupu spomedzi vSetkych utvarov. Tento fakt mozno ozrejmit

nasledovnymi nerovnostami:

n

n n
E T\ > E (min z;;) A7 = min z;; E A} = min z;;.
= j j j

j=1 Jj=1
Prva nerovnost je pripustnda, pretoze ¢islo mjin xi;, pre j = 1,...,n, je konStantné
a nemeniace sa v zavislosti od indexu j. Pri druhej rovnosti vychadzame z podmienky
(2), ¢im dostaneme pozadovant nerovnost.

Pre slacky vystupov s?* a rozsahy hodnot vystupov, reprezentovanych c¢islom RY,
platia analogické tvahy. To znamend, ze hodnota y,,, predstavujica vyprodukované
mnozstvo r-tého vystupu ttvaru o, je minimalne taka velka ako hodnota mjin Yrj, Pre
j=1,...,n, kedZe toto ¢islo reprezentuje najmensie vyprodukované mnozstvo vystupu
r spomedzi v8etkych dtvarov. Cislo i YrjA; je efektivnym vzorom r-tého vystupu da-
ného dtvaru, a preto nemoze byt vd’&]&; platnosti podmienky (2) vyssie ako maximélna
hodnota vyprodukovaného vystupu r spomedzi vSetkych ttvarov, ¢o mozno opat ukazat
nasledovne:

n n n
Z YrjA; < Z(mjax Yrj)Aj = max Z A= max ;.
=1 j=1 j=1

Taktiez teda plati:

0<- <1, i=1,...,m,
Iy
sY*
Ogﬁgla r=1,...,s
T



2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

Ak tychto m + s obmedzeni s¢itame a nasledne predelime ich po¢tom, dostaneme:

1 m if* s %*
Ogm—i—s (28334_;;_%) =1

=1

Mozeme nahliadnut, ze v pripade nulovej efektivity, kedy ocakdavame s7* = RY a zaro-
veil s¥* = RY, je hodnota uvedeného vztahu rovna 1. Naopak, v pripade efektivneho
producenta, ktorého velkost slackov je nulova, vidime, Ze aj hodnota daného vztahu je

nulova. O

V tejto suvislosti je potrebné eSte uviest uz vyssie spominany, dalsi sposob dopo-
¢itania miery efektivity pre model RAM s VRS, o ktorom sa hovori tiez v ¢lanku [4],

a teda:

1 AN ° L s¥*
[“:=1- : = 13
m+s<ZR§”+;R?>’ (13)

i=1
kde s, s¥* st zlozky vektorov s*, s¥ optimalneho rieSenia tilohy LP prislichajtcej mo-
delu RAM a R?, RY st hodnoty volené podla ¢asti 1.2.1 prislichajice tomuto modelu.
Evidentne je uvedeny vyraz rovny 1 v pripade efektivneho ttvaru a naopak pri maxi-
maélne neefektivnom ttvare je vyraz (13) nulovy. Z toho vyplyva, ze hodnota I'* splia
vlastnosti miery efektivity F, definovanu v podkapitole 1.1.

Hoci je RAM model podstatne vyuZivany vdaka jeho pozitivhym vlastnostiam, na
zéklade ¢lanku [6] v8ak disponuje aj istym nedostatkom tykajtcim sa miery efektivity
dopocitanej podla vztahu (13). Aj najmenej efektivne tutvary su podla tohto vztahu
ohodnotené relativne vysokou mierou efektivity, ¢im sa zmensuje rozsah hodnot efek-
tivit pozorovanych utvarov. Tuto zalezitost si v&imneme aj v praktickej casti. Podla
autorov sa zda byt tento interval hodnot efektivit prili§ uzky, ¢o moze viest k pripadnym
dezinterpretaciam vysledkov.

Poslednymi vlastnostami aditivnych modelov s vahami, ktorymi sa budeme v tejto
¢asti zaoberat, budt vztahy medzi hodnotami ic¢elovych funkcii aditivnych modelov pri
urcitej vol'be vah. Tieto skuto¢nosti sme vypozorovali v empirickej ¢asti a uvadzame
ich vo forme tvrdeni, avSak si pomerne explicitné zo samotnych definicii vah. Nami

skonstruované dokazy uvadzame nizsie.

27



2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

Tvrdenie 2.3 (Hodnoty ucelovej funkcie: AD,,q, vS. AD,yg). Hodnota dcelovej funkcie
v ulohe LP prislichajicej modelu AD 4, nie je v lubovolnom pripustnom bode (\, s*, sY)

vdcsia ako hodnota tcelovej funkcie v iilohe LP prislichajicej modelu ADg,, v danom

bode, cize AW < AW

maz avg*
Dokaz. Na zaciatok ozna¢me tlohu LP prislichajicu modelu AD,,,, definovani v ¢asti
(1.2.1) ako (MAX) a tlohu LP prislachajicu modelu AD,,,, definovant v rovnakej ¢asti
ako (AVG). Nech bod (), 5%, s¥) splita podmienky (4) pre CRS, resp. aj podmienku (2)
pre VRS. KedZe tieto podmienky reprezentuju pre tlohy (MAX) a (AVG) podmienky
pripustnosti, mozeme tvrdit, Ze tento bod je pripustnym rieSenim oboch tloh. Dalej
vychiddzame z definicie vah v ¢asti (1.2.1), ¢ize pre model AD,,,, volime i-te zlozky

vektora R* a r-té zlozky vektora RY ako:
R} = maxwz;;, i=1,...,m, RY = maxy,;, r=1,...,s.
j j

Pre model AD,,, volime i-te zlozky vektora R* a r-té zlozky vektora RY nasledovne:

1 1
= — Tiiy t=1,...,m, RY = — iy T=1,...,8.

Vidime, Ze priemer hodnot Tubovolného vstupu 7 je urcite mensi alebo rovny ako ma-
ximum i-teho vstupu, pre Vi = 1,...,m, resp. priemer hodnot Tubovolného vystupu r

je urcite mensi alebo rovny ako maximum r-tého vystupu, pre Vr = 1,..., s, ¢ize:

1
maxxijZ—E Tij =T, 1=1,...,m,
J n =

J

1
m]aXyerEZyrj:Ea r=1,...,s.
J

Z toho dovodu plati aj:

1 1
<_7 Z:17 , M,

max Iy; Z;

1 1
S_ ’I":]., y S

Kazda z (m+s) nerovnosti prenésobime k nej prislichajicou zlozkou vektora slackov s?,
resp. s¥ z pripustného rieSenia (A, s, s¥) definovaného na zaciatku. Nasledne v8etkych
T ) Y

(m + s) nerovnosti s¢itame, predelime ich po¢tom a dostéavame:

S S

m s¥ sY
K + < T .
z(m%—s)maxxij Zl(m—l—s)maxyrj Z m+s Zl(m—ks)y
1= i r= r—=

=1
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2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

Pozorujeme, Ze Tava strana nerovnice predstavuje podla (6) hodnotu ucelovej funkcie
ulohy (MAX) a prava strana reprezentuje hodnotu tucelovej funkcie tlohy (AVG) v ich
pripustnom rieSeni. Tym padom sme ukazali platnost nerovnosti A% < AW  pre

mar — avg

Tubovolné pripustné riesenie (A, s%, sY). ]
7 uvedeného tvrdenia vyplyva eSte nasledujtci vztah:

Désledok 2.1 (Optimélne hodnoty ucelovej funkcie: AD,,qp vs. ADgyy,). Pre lubo-
volny dtvar DMU, plati, Ze optimdlna hodnota iucelovej funkcie ilohy LP pre mo-
del AD,,q. prislichajicej danému dtvaru je mensia alebo rovnd ako optimdlna hod-
nota tcelovej funkcie tlohy LP pre model AD,,, prislichajicej tomuto ttvaru, cize

(Ama) o < (Amg)

max avg

Doékaz. Opét pouzijeme oznacenie (M AX),, resp. (AVG), pre tlohy LP prislachajuce
jednotlivym modelom AD,,;, resp. AD .4, pre dany ttvar o. Ozna¢me d'alej optiméalne
rieSenie tlohy (MAX),, v ktorom sa dosahuje maximum tcelovej funkcie (A)}x)) | ako
(A*, s, s¥*). Kedze podmienky pripustnosti, reprezentované vztahmi (4), doplnené
o vztah (2) pre VRS, st pre obe ulohy totozné, tento bod je zaroven pripustnym
riesenim tlohy (AVG),, takze plati (A}Vr) < (Aang)O. V optimélnom rieSen{ tlohy

(AVG), je hodnota tcelovej funkcie maximalna, ¢ize plati:

(Aaz), < (Aag), < (Aag),

max avg avg

a teda aj optimélna hodnota tucelovej funkcie tlohy (M AX), je mensia alebo rovna

ako optimalna hodnota tcelovej funkcie tlohy (AVG),. O

Tvrdenie 2.4 (Hodnoty ucelovej funkcie: AD, 4. vs. RAM ). Hodnota tcelovej funkcie
v dlohe LP prislichajicej modelu AD py,q. nie je v lubovolnom pripustnom bode (X, s, sY)
vacsia ako hodnota tcelovej funkcie v wlohe LP prislichajicej modelu RAM v danom

vis, AW W
bode, cize Ay < Apan-

Dokaz. Dokaz tohto tvrdenia je analogicky s predchadzajicim dékazom, preto uva-
dzame len jeho zjednodusSenu verziu. Taktiez budeme pouzivat oznacenia predmetnych
aloh LP prisluchajicich modelom AD,,,, a RAM definovanych v ¢asti (1.2.1) ako
(MAX) a (RAM).
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2.1 Aditivny model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

Opét vychadzame z poznatku volby vah pre jednotlivé modely. To znamené, Ze pre

model RAM volime i-te zlozky vektora R* a r-té zlozky vektora RY ako:
Ry = maxxz;; —minz;; i=1,...,m, R! = maxy,; —miny,; r=1,...,s.
j j J J

Kvoli prehladnosti ozna¢me hodnoty vektora R*, RY prisluchajice modelu AD,,,, ako
RMAXz - RMAXy 3 podobne pre RAM ozna¢ime dané hodnoty ako RFEAMz RREAMy

Lahko moZeme nahliadnut, Ze:

MAXz _ . _ pRAM=z _
R, —mjaxxijzmjaxxij—mjmxij—Ri , 1=1,...,m,

RiV[AXy _ _ Ri%AJVIy

max y,; > maxy,; — Min y,; , r=1,...,s.
J j J

Po rovnakych dpravach ako v predchadzajicom dokaze dostavame, Ze pre Tubovolné

pripustné riesenie (A, s%, s¥) tloh (MAX) a (RAM) plati:

m S m S

i sy s sY

i + r < i n 4 -
; (m + s) RMAX= ; (m + s) RIAXY = ZZI (m + s) REAMz ; (m + s) REAMy
To znamena, 7e plati AV < AZZQ pre v8etky pripustné body (), s*, s¥). =

Aj v tomto pripade uvadzame este rozsirujtuci dosledok predchadzajiceho tvrdenia.

Dosledok 2.2 (Optimalne hodnoty ucelovej funkcie: AD,,.,. vs. RAM). Pre lubo-
volny dtvar DMU, plati, Ze optimdlna hodnota tcelovej funkcie ilohy LP pre mo-
del AD,,.. prislichajicej danému utvaru je mensia alebo rovnd ako optimdlna hod-
nota tucelovej funkcie ulohy LP pre model RAM prislichajicej tomuto ttvaru, ciZe
(Aa)y < (Ainr) -

Doékaz. Ulohy LP prislichajtuce modelom AD,,,, a RAM pre dany o-ty ttvar aj v tomto
pripade ozna¢ime (M AX), a (RAM),. Nech sa optimum tucelovej funkcie tillohy (M AX),
dosahuje v bode (A*, s™*, s¥*). Ako sme uz spominali, obe ulohy maji rovnaké pod-
mienky pripustnosti uvedené v (4) pre CRS a doplnené o podmienku (2) pre VRS.
Z toho dovodu je tento bod taktiez pripustnym rieSenim tlohy (RAM),, a teda plati
(Ave), < (Af¥4ar),- V optiméalnom rieseni tlohy (RAM), je hodnota tcelovej funkcie

maximalna, ¢ize plati:

W x w W x
(Amaac)o S (ARAM>O S (ARA]\/[)O?
¢im sme dokazali uvedeny vztah medzi optimalnymi hodnotami ac¢elovych funkcii iloh

(MAX), a (RAM),. O
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Na zaklade novych poznatkov, konkrétne Tvrdenia 2.1, by sme mohli dplne analo-
gicky so vztahom (13) definovat dalsi sposob dopocitania miery efektivity pre model

AD,... s VRS, a teda:

T*
]

1 s S
=1 E E = 14
v m+s<i:1 Rf—i_rzl R?j)’ (14)

kde s7*, s¥* st zlozky vektorov s**, s¥* optimalneho riesenia tilohy LP pre model AD,,,,

a R, RY s hodnoty volené podla ¢asti 1.2.1 prislichajice tomuto modelu. Vsimnime
si v8ak nasledovné. Vieme, ze ucelova funkcia tlohy LP pre aditivne modely s vahami
definovanymi v 1.2.1, a teda aj pre modely AD,,,, a RAM, m4 tvar (6). Tym padom
mozeme vztahy (13) a (14) vyjadrit pomocou optimalneho rieSenia uloh LP prislicha-
jucich modelom RAM a AD,,,, ako I* =1 — AWx resp. ¢* =1 — AV*  Aplikaciou

Dosledku 2.2 moZzeme T'ahko nahliadnut, ze

[ =1— Ay S1- AL =0

— max

Uvedena nerovnost teda implikuje, Ze vztah (14) priraduje neefektivnym utvarom vys-
Sie hodnoty efektivit ako vztah (13), tym padom su intervaly hodnot efektivit dopoci-
tanych podla vztahu (14) eSte uzsie ako v pripade vztahu (13). Tento fakt by mohol
opéat viest k moznym dezinterpretaciam vysledkov a z toho dévodu sa nebudeme v nasej

praci zaoberat dopocitavanim efektivity podla tohto vztahu.

2.2 SBM model

V tejto podkapitole uvedieme vlastnosti SBM modelu ¢i uz s konstantnymi alebo s va-
riabilnymi vynosmi z rozsahu. Ako uz bolo uvedené v podkapitole 1.3, pri odvodzovani
jeho vlastnosti sa vychadza zo zakladného SBM modelu. Podrobné odvodenia a vy-
svetlenia uvedenych vlastnosti mozno néajst v [7]. Aj v tomto pripade zhrnieme najprv
prednosti a potom nedostatky modelu.

K pozitivnym vlastnostiam patria nasledovné:

e 7 optimalnej hodnoty ucelovej funkcie p} dokadzeme vycitat nielen efektivnost,
ale zaroven je tato hodnota aj vhodne naskalovanou efektivitou, t.j. z intervalu
[0, 1]. Tym padom na zistenie miery neefektivnosti DM U, nie st potrebné ziadne

dalsie vypocty, ako tomu bolo pri aditivnom modeli.
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2.2 SBM model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

e Dalsou vlastnostou, ktorou disponuje SBM model, ale chybala nam pri aditivnom
modeli, je invariantnost vzhladom na zmenu jednotiek, ktort sme blizsie popisali

v podkapitole 2.1.

e Ani v pripade SBM modelu sa nemoze stat, ze by premenné s, s¥* posunuli
DMU, do svojho efektivneho vzoru na hranicu pseudoefektivnosti Hp. Z toho
vyplyva, ze SBM model nepriradi ziadnemu pseudoefektivnemu ttvaru mieru

efektivity rovnu 1.

*

e ZviacSenie slackov s, s¥* neefektivnych utvarov implikuje pokles miery efektiv-

nosti, ¢o znamena, ze efektivita podla SBM je monotonna.
Na druht stranu, za negativne vlastnosti SBM modelu povazujeme nasledovné:

e Chybajica invariantnost vzhladom na posun, ¢o vSak via¢sinou nesposobuje velké

tazkosti.

e V ucelovej funkcii vystupuja data DMU, v menovateloch zlomkov. Z toho do-
vodu je model dobre definovany len pre kladné vstupy z;; a vystupy y,;, pre
Vi=1,....m,Vr=1,...,s,Vj=1,...,n. AvSak aj v pripade nulovych hodnét
vstupov alebo vystupov je mozné model pouzivat s miernymi obmenami, ktoré

uvadzame nizsie.

V |7, str. 138, Poznamka 11.1] je navrhnuté nasledovné rieSenie situacie s nulovymi

hodnotami urcitych dat DMU,. Ak m4 sledovany tutvar hodnotu nejakého vstupu nu-

PN . v . s% . . - v .
lovi, ¢ize zy, = 0, pre i' € {1,...,m}, zrusime ¢len - v ucelovej funkcii. Zrusenim
1o

x
S

il
il

— = ( pre nulovy menovatel. Ak

v tomto pripade myslime dodefinovanie hodnoty
mé naopak DMU, nulovi hodnotu nejakého vystupu y,.., = 0, pre ' € {1,...,s},
nahradime tato hodnotu velmi malym kladnym ¢islom, ktoré je mensie ako najnizsie
hodnoty v danom sibore. BlizSie vysvetlenie sa nachadza v spominanom zdroji.
Poslednou zélezitostou, ktorou sa budeme v tejto podkapitole zaoberat, je suvislost
medzi hodnotami efektivity SBM a aditivneho modelu. Vztah medzi uvedenymi dvomi

modelmi sme objavili pri nasich pozorovaniach a sformulujeme ho do nasledovného tvr-

denia. Pri jeho dokézani vyuzivame nami odvodenu verziu tcelovej funkcie pre model
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SBM spolu s urcitou substiticiou premennych a nasledne aplikujeme mierne transfor-
movany dokaz z ¢lanku [12], v ktorom sa dokazuje taktiez vzfah medzi efektivitami

avsak pre iné typy modelov.

Tvrdenie 2.5 (Efektivita: SBM vs. aditivny model). Pre lubovolny vtvar DMU, plati,
Ze hodnota jeho efektivity p*, dopocitanej podla (12) vzhladom na efektivny vzor ur-

ceny aditivnym modelom, nie je mensia ako hodnota efektivity pl pre SBM model, ciZe

A
po* Z p;

Dokaz. Pre ucely tohto dékazu budeme aditivnym modelom nazyvat vSetky aditivne
modely definované v podkapitole 1.2, ¢ize okrem zakladného aditivneho modelu mame
na mysli aj aditivne modely s vAhami definované v Casti 1.2.1.

Vychadzame z ucelovej funkcie ulohy LP prislichajicej SBM modelu, ktord je pre
uréity DMU, dana vztahom (8). Konkrétne, uvedieme nas vlastny, alternativny zapis
minimalizovaného vyrazu v danej tcelovej funkcii. Pri odvodzovani vyuzivame vztah

(5) pre vypocet efektivnych vzorov vstupov & a vystupov g, a teda:

m
Z -
Zio

B pfe e (Bea) (S
S5

19 i_ 1S~ Ge—Uro B 1 { = 4 B 1
L4352 L+5 2. %, 1+;(Z%‘1) 1+;(

ﬁMs

ﬁ
g
]

Po roznasobeni dostavame:

Po = =1 - (15)

Kedze aditivny model spolu s SBM modelom, definovanym v podkapitole 1.3, maju pre
dany DMU, rovnaké podmienky pripustnosti, uréené vztahmi (4) pre CRS, resp. pri-
danim podmienky (2) pre VRS, lubovolny bod (), s*, s¥) je pripustnym rieSenim oboch
modelov. Vyuzijic vztah (15), nam sta¢i dokazat nasledovnii nerovnost pre vSetky pri-

A 1nd 3 x .
pustné rieSenia (A, s*, sY) :

i=1 Yo = Ur
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2.2 SBM model 2 VLASTNOSTI VYBRANYCH DEA MODELOV

kde z;, resp. ¥,, su zlozky efektivnych vzorov vstupov, resp. vystupov, ur¢enych vzta-

hom (5). Ak v tejto nerovnosti zavedieme substitiiciu:

T J
91':_Z t=1,...,m, ¢r:£ =1, S
Lio Yro
stac¢i nam pre vSetky pripustné rieSenia (), s*, s¥) dokazat:
1 m
N A
PRSC SUXS o o F=t
i=1 r=1 1" 130,

r=1

Poukazujeme este na fakt, ze 0, < 1, preVi=1,... . m,a ¢, > 1, preVr =1,..

zéklade vysSie uvedeného mozeme nahliadnut, Ze nerovnost (17) je presnym

vztahu dokidzaného v [12, str. 464].
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3 POROVNANIE VYBRANYCH DEA MODELOV

3 Porovnanie vybranych DEA modelov

V tejto kapitole sa budeme venovat predovSetkym empirickému porovnavaniu aditiv-
neho modelu pri roéznych typoch vah s SBM modelom. Najprv nazorne demonstrujeme
rozdiely modelov na jednoduchsich prikladoch a nasledne aj na vhodne zvolenej vicse]
sade dat. Pozorujeme odlignosti v efektivnych vzoroch, mierach efektivit, poradiach
utvarov zoradenych podla efektivnosti a optimélnych hodnotach tcéelovych funkcii.

Vysledky sme ziskali vlastnymi vypoctami v softvéri MATLAB, v ktorom sme na-
programovali jednotlivé modely podla ich definicii uvedenych v teoretickej Casti. V pri-
lohach A.1, resp. A.2 st uvedené zdrojové kody pouzité pre vypocty.

Zakladny aditivny model sme naprogramovali na zaklade definicie k nemu prisli-
chajtcej ulohy LP definovanej vztahmi (3) a (4), doplnenej o podmienku (2) pre VRS.
V pripade aditivneho modelu s vahami, t.j. ADyu40, ADgyg, RAM a AD,,4, sme optima-
lizovali ucelovii funkciu (6), resp. (7) pre model AD,,, pri rovnakych podmienkach ako
v pripade zakladného aditivneho modelu. Podla vztahu (5) sme dopocitavali efektivne
vzory, na zéklade ktorych sme dopocitali aj hodnoty mier efektivit pre aditivne modely
vztahom (12). Pre model RAM sme pre porovnanie dopocitali efektivitu aj pomocou
vztahu (13), pochopitelne len pre pripad VRS, ktorej hodnotu ozna¢ujeme RAM T'*.

V pripade SBM modelu sme zdrojovy kod zostavovali na zaklade vztahov (9), ktoré
sme v pripade VRS doplnili o (10). Hodnoty optimalneho riesenia povodnej alohy LP
prislichajicej SBM modelu sme dopocitali vztahmi (11) a zaroven sme do zdrojovych
kéodov zahrnuli aj rieSenie pripadu nulovych vstupov, resp. vystupov, o ktorom sme
hovorili v podkapitole 2.2. Vysledky sme nasledne porovnévali s vysledkami ziskanymi
pomocou solvera v [10].

S ciefom upozornit na podobnosti a rozdielnosti vo vysledkoch, uvadzame rovnaké
vysledky jednotlivych modelov pre ur¢ité DMU zdruzene v jednom stipci, nie pre kazdy
model zvlast. Taktiez pripominame, Ze nielen v tabulkéch, ale aj v obrazkoch pouzi-
vame oznacenie x pre vstupy a oznacCenie y pre vystupy. Pri obrazkoch znazoriujeme
jednotlivée DMU vzdy ¢ervenou farbou a k nim prislachajice efektivne vzory podla

jednotlivych modelov st farebne odliSené na zaklade legendy.
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3.1 Priklady

Najprv rieSime dva priklady s men$im poc¢tom Gtvarov n a s mens$im rozmerom vektora
vstupov m, resp. vektora vystupov s, aby sme lepsie ilustrovali rozdiely vo vybranych

modeloch. Dodavame este, Ze vstupné tdaje si nami vymyslené.
Priklad 3.1. 4 DMU, 1 vstup a 1 vystup

Ako prvému sa budeme venovat prikladu so Styrmi Gtvarmi, pricom o jednotlivych

utvaroch mame informaécie o jednom vstupe a jednom vystupe, ktoré su uvedené v Ta-

bulke 2.

Tabul'ka 2: Vstupné data k Prikladu 3.1

DMU | Vstupy | Vystupy
A 1 2
B 3 4
C 3 3
D 6 1

Na zaciatok uvedieme vysledky modelov pre CRS. V Tabulke 3 st uvedené efek-
tivne vzory vstupov a vystupov danych utvarov urc¢ené jednotlivymi modelmi. MoZeme
si vSimnit, ze vSetky aditivne modely uré¢ili jednotlivym ttvarom ten isty efektivny
vzor. Tuto skutoCnost pozorujeme aj pri ostatnych prikladoch a budeme sa jej veno-
vat v podkapitole 3.2. Taktiez si vSimneme, 7Ze pre vSetky aditivne modely vysli vacsie
alebo rovné efektivne vzory vstupov a vystupov ako pre SBM model, ¢o sa bude sice
vyskytovat CastejSie, ale v dalsich prikladoch uvidime, Ze to nemusi platit vSeobecne

pre kazdy utvar.
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Tabul'ka 3: Efektivne vzory urcené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.1 pre CRS

Typ modelu | AD,, ADaz, ADgyg, RAM, ADgyq, AD, o SBM
DMU X y X y
A 1 2 1 2
B 3 6 2,35 | 4,71
C 3 6 1,88 | 3,76
D 6 12 0,72 | 1,43

V Tabulke 4 vidime dopoc¢itané miery efektivity pre jednotlivé modely. KedZe vypo-
¢et miery efektivity pre aditivne modely zéavisi od hodnoty efektivneho vzoru, taktiez
mozeme pozorovat, Ze aditivne modely urc¢ili rovnaké hodnoty mier efektivnosti jed-

notlivych ttvarov.

Tabul'ka 4: Miery efektivity spolu s poradim utvarov pre jednotlivé modely v Priklade 3.1
pre CRS

Typ modelu | AD., AD oy, ADayg, RAM, ADyg, AD,y | SBM
A 1 (1) 1(1)
B 0,83 (2) 0,67(2)
C 0,75 (3) 0,5 (3)
D 0,54 (4) 0,08 (4)

Na Obrazku 1 mézeme nézorne vidiet jednotlivé DMU spolu s ich projekciami na hra-
nicu efektivnosti, teda ich efektivnymi vzormi uréenymi jednotlivymi modelmi. VSim-
nime si polohu efektivnych vzorov vzhladom k danym utvarom. Ako ich poloha stvisi

s rovnakymi vysledkami aditivnych modelov vysvetlime v podkapitole 3.2.

37



3.1 Priklady 3 POROVNANIE VYBRANYCH DEA MODELOV
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Obr. 1: Jednotlivé DMU a ich efektivne vzory z Prikladu 3.1 pri CRS

Nakoniec uvadzame Tabulku 5, v ktorej sa nachddzaju optimélne hodnoty ucelovych
funkeii dloh LP prislachajicich jednotlivim modelom pre konkrétne DMU. VSimnime
si, ze optiméalna hodnota tcelovej funkcie pre utvar D je vicsia ako 1 v pripade vSetkych
aditivnych modelov. Ukazali sme teda opodstatnenost podmienky (2), t.j. variabilnych

vynosov z rozsahu, v Tvrdeniach 2.1 a 2.2.

Tabul'ka 5: Optimélne hodnoty acelovych funkeii aloh LP prisluchajucich jednotlivym mo-
delom v Priklade 3.1 pre CRS

Typ modelu | AD, | ADyuy | ADgyg | RAM | ADyy | ADpost | SBM

A 0 0 0 0 0 0 1

B 2 | 025 | 040 | 0,33 | 0,89 | 0,25 | 0,67
C 3 | 037 | 060 | 050 | 1,34 | 050 | 0,5
D 11 | 1,38 | 220 | 1,83 | 492 | 550 | 0,08

Dalej sa budeme venovat vysledkom modelov prislachajicich VRS. V Tabulke 6
st uvedené efektivne vzory dtvarov urcené jednotlivymi modelmi. Pozorujeme, zZe pre
VRS sa vysledky aditivnych modelov odlisuja viac ako pre CRS, avSak vSetky aditivne

modely s apriéornymi vihami opat urcili ten isty efektivny vzor pre jednotlivé utvary.
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Nielen podobnosti, ale aj rozdielnosti vysledkov efektivnych vzorov aditivnych modelov

objasnime v podkapitole 3.2.

Tabul'ka 6: Efektivne vzory urcené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.1 pre VRS

Typ modelu AD, AD oz, ADgyg, RAM, ADgq ADpost SBM
DMU X y X y X y X |y

A 1 2 1 2 1 2 112

B 3 4 3 4 3 4 314

C 2,03 13,03 |3 4 232133223

D 1,34 12,34 || 3 4 3 4 112

Tabulka 7 obsahuje dopoc¢itané miery efektivity konkrétnych utvarov pre jednotlivé

modely. KedZe miery efektivity sa odvijaja od efektivnych vzorov, je pochopitelné, ze

pre aditivne modely s vdhami urc¢enymi apriérne vysli jednotlivym dtvarom rovnaké

miery efektivity. V ¢asti 2.1.1 sme hovorili o relativne vysokych mierach efektivity

RAM I'* pre neefektivne utvary, ¢o vSak v tomto pripade nepozorujeme. Moze to byt

ale sposobené jednoduchostou tlohy, pretoze v dalsich prikladoch bude rozdiel eviden-

tnejsi.

Tabul'ka 7: Miery efektivity spolu s poradim ttvarov pre jednotlivé modely v Priklade 3.1

pre VRS

Typ modeln | AD, | ADpas, ADgvg, RAM, ADyy | RAM T* | AD,oy | SBM
A 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1(1) | 1(1)
B 1 (1) 1(1) 1(1) 1(1) | 1(1)
C 0,83 (3) 0,87 (3) 0,83 (3) | 0,84 (3) | 0,67 (3)
D 0,33 (4) 0,38 (4) 0,2 (4) | 0,38 (4) | 0,08 (4)

Na Obrazku 2 mozeme opéaf pozorovat polohu efektivnych vzorov vzhladom k danym

utvarom podla jednotlivych modelov.
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Obr. 2: Jednotlivé DMU a ich efektivne vzory z Prikladu 3.1 pri VRS

Nakoniec uvadzame tabulku optimalnych hodnoét ucelovych funkceii tloh LP prisla-
chajicich jednotlivym modelom, Tabulku 8. Upozoriujeme, Ze tieto hodnoty vysli pre
utvar D v pripade modelov ADg, ADsq a AD,0s vySSie ako 1 a teda vidime, Ze opti-
méalne hodnoty ucelovych funkcii iiloh LP prislichajicich tymto modelom nemusia vo

vSeobecnosti lezat v intervale [0, 1].

Tabul'ka 8: Optimélne hodnoty acelovych funkcii aloh LP prisluchajicich jednotlivym mo-
delom v Priklade 3.1 pre VRS

Typ modelu | AD, | ADyy4p | ADgyg | RAM | ADgq | ADpost | SBM
A 0 0 0 0 0 0 1
B 0 0 0 0 0 0 1
C 1 0,12 0,20 0,17 | 0,45 0,17 | 0,67
D 6 0,62 1,06 0,80 | 2,18 1,75 0,08

Priklad 3.2. 8 DMU, 1 vstup, 2 vyjstupy

Dalsi priklad pozostava z 8 utvarov pri 1 vstupe a 2 vystupoch. Opét najprv uvadzame
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vstupné udaje v Tabulke 9. Pozorujeme, ¢i a aké zmeny nastantt vo vysledkoch modelov
pri zvacSenom pocte ttvarov a rozmere vystupov. Zaroven sledujeme, aky dopad maji

rozniace sa rozmery vektora vstupov a vystupov.

Tabul'ka 9: Vstupné data k Prikladu 3.2

DMU |A|B|C|D|E|F |G

Vstupy |25 |28 |30 |26 |35 |90 | 80
Vystup 1 |35 | 45|65 | 20|64 95|95
Vystup 2 | 38 | 32 | 35 | 15| 28 | 60 | 60

Ako prvym sa venujeme vysledkom odpovedajicim CRS. Efektivne vzory utvarov
urc¢ené jednotlivymi modelmi uvadzame v Tabulke 10. Opétovne si mozeme vSimnut
rovnaké vysledky pre aditivne modely, ¢i uz zdkladny alebo s vAhami. Jedinym rozdie-
lom st efektivne vzory vystupov utvaru £ pre model AD,,,s. Pre dany Gtvar si mézeme
taktiez v8§imnut, Ze efektivny vzor druhého vystupu ur¢eny modelom AD, a ostatnymi
aditivnymi modelmi s apriérne urc¢enymi vahami je nizs$i ako efektivny vzor druhého

vystupu uréeny SBM modelom.

Tabul'ka 10: Efektivne vzory urcené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.2 pre CRS

Typ modelu | AD,, ADyyap, ADgyg, RAM, ADgq /| ADpos SBM

DMU X yl y2 X yl y2
A 25 35 38 25 35 38
B 28 60,67 32,67 27,43 | 59,44 | 32,01
C 30 65 35 30 65 35
D 26 56,33 30,33 16,75 | 36,30 | 19,55
E 35| 75,83 / 64 40,83 / 46,29 35 64 46,29
F 90 195 105 65,38 | 141,67 | 76,28
G 80 173,33 93,33 61,29 | 132,80 | 71,51

V nasledovnej Tabulke 11 vidime miery efektivity danych ttvarov pre jednotlivé

modely, pricom znova pozorujeme kvoli rovnakym efektivnym vzorom aj rovnaké miery
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efektivity pre vSetky aditivne modely az na dtvar E. Miera efektivity tohto ttvaru sa

pre model AD,,,;; mierne lisi od efektivity ziskanej ostatnymi aditivnymi modelmi.

Tabul'ka 11: Miery efektivity spolu s poradim utvarov pre jednotlivé modely v Priklade 3.2
pre CRS

Typ modelu | AD., ADynap, ADgyy, RAM, ADyy | ADyoy | SBM
A 1 (1) 1 (1)
B 0,91 (3) 0,84 (3)
C 1 (1) 1(1)
D 0,62 (7) 0,41 (7)
E 0,84 / 0,87 (4) 0,75 (4)
F 0,69 (6) 0,53 (6)
G 0,73 (5) 0,59 (5)

Tabulka 12 obsahuje optimalne hodnoty ucelovych funkeii iloh LP prisluchajicich
jednotlivym modelom. Pozorujeme, Ze tieto hodnoty prislichajice modelom AD,, .,
ADgvg, RAM a AD,s st pre vsetky ttvary mensie ako 1. V predchadzajicom Pri-

klade 3.1 sme ale ukazali, Ze vSeobecne to platit nemusi.

Tabulka 12: Optimalne hodnoty tcelovych funkcii aloh LP prislachajtucich jednotlivym
modelom v Priklade 3.2 pre CRS

Typ modelu | AD, | ADyuy | ADgyg | RAM | ADgy | ADpos | SBM
A 0 0 0 0 0 0 1
B 16,33 0,06 0,09 0,07 | 0,21 0,12 0,84
C 0 0 0 0 0 0 1
D 51,67 0,21 0,34 0,28 | 0,79 0,95 0,41
E 24,67 0,11 0,18 0,15 | 0,43 0,22 0,75
F 145 0,60 0,95 0,78 | 2,23 0,60 | 0,53
G 111,67 | 0,46 0,73 0,60 | 1,71 0,46 | 0,59

V nasledujucej ¢asti uvedieme vysledky pre VRS. V Tabulke 13 znova pozorujeme
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efektivne vzory ttvarov urcené jednotlivymi modelmi. Sledujeme, Ze opat vysli efek-

tivne vzory rovnaké pre vietky aditivne modely s vynimkou ttvaru E pre model AD ..

Tabulka 13: Efektivne vzory uréené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.2 pre VRS

Typ modelu || AD,, ADyaz, ADgvg, RAM, ADgq | ADpost SBM
DMU X vyl y2 X yl | y2
A 25 39 38 25 35| 38
B 28 03 36,2 28 53 | 36,2
C 30 65 35 30 | 65| 35
D 26 41 37,4 26 41 | 37,4
E 35 /30|68 /65 37,5 /35 29,83 | 64 | 35,1
F 80 95 60 80 195 | 60
G 80 95 60 80 195 | 60

Na zaklade efektivnych vzorov urcenych jednotlivymi modelmi sme dopocitali miery
efektivnosti atvarov a uvadzame ich v Tabulke 14. Efektivity aditivnych modelov vysli
opdt rovnaké az na ttvar E pre model AD,,s. V tomto priklade uz mozeme lepsie po-
zorovat vyssie hodnoty efektivity RAM I'™ pre neefektivne ttvary, s ktorymi je spojeny

aj znacne uzsi interval hodnét efektivit RAM I'™.

Tabul'ka 14: Miery efektivity spolu s poradim ttvarov pre jednotlivé modely v Priklade 3.2
pre VRS

Typ modelu | AD., ADpqy, ADgyg, RAM, ADyy | ADyposy | RAM T* | SBM
A 1(1) 1 (1) 1 (1)
B 0,91 (5) 0,93 (5) | 0,87 (5)
C 1 (1) 1 (1) 1 (1)
D 0,63 (7) 0,74 (7) | 0,44 (7)
E 0,9 / 0,88 (6) 0,91 (6) | 0,76 (6)
F 0,96 (4) 0,95 (4) | 0,89 (4)
G 1 (1) 1 (1) 1 (1)

Optimélne hodnoty tcelovych funkcii dloh LP prislachajicich jednotlivym mode-
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lom st uvedené v Tabulke 15. Mézeme si z nej v8imnut, Ze tieto hodnoty prislichajuce
modelom AD,,,, ADsq a AD,,, dosahuji len hodnoty mensie alebo rovné ako 1. Opét
pripominame predosly Priklad 3.1, ktory dokazoval, Ze to nie je vSeobecne platné pra-

vidlo.

Tabulka 15: Optimalne hodnoty tcelovych funkcii tloh LP prislachajtcich jednotlivym
modelom v Priklade 3.2 pre VRS

Typ modelu | AD, | ADyy4p | ADgyg | RAM | ADgq | ADpost | SBM
A 0 0 0 0 0 0 1
B 122 | 0,05 0,08 0,07 | 0,19 0,1 0,87
C 0 0 0 0 0 0 1
D 43,4 0,2 0,31 0,26 | 0,75 0,85 0,44
E 13,5 | 0,07 0,1 0,09 | 0,26 0,14 | 0,76
F 10 0,04 0,07 | 0,06 | 0,13 0,04 | 0,89
G 0 0 0 0 0 0 1

Priklad 3.3. Redlne ddta, 20 DMU, 3 vstupy, 2 vistupy

V poslednom priklade sa venujeme porovnavaniu vysledkov jednotlivych modelov pre
rozsiahlejsiu sadu redlnych dat, ktoré sme ¢erpali z [12]. Hodnotit budeme 20 japon-
skych bank najprv z hladiska kon§tantnych a nasledne variabilnych vynosov z rozsahu.
Pracovat budeme s tidajmi v rozsahu troch vstupov a dvoch vystupov, ktoré st uvedené
v Tabulke 22. Vstupy st reprezentované velkostou celkového kapitalu, po¢tom pobociek
a poc¢tom zamestnancov a vystupy si charakterizované celkovym ziskom a celkovymi
vkladmi. MoZeme si viimnut, ze spracovavané data splhaji podmienku vhodného po-
¢tu vstupov a vystupov voéi poctu utvarov uvedent napriklad v [13, kap. 2|, a teda
m+s < . Uvedend tabulka vstupnych dat spolu s vysledkami jednotlivych modelov sa
kvoli ve[kému rozsahu nachadzaja v prilohe B. Pri tabulkach tykajucich sa efektivnych
vzorov sme zvolili kvoli Tah§iemu porovnavaniu nasledovny typ zéapisu. V kazdej z ta-
buliek st uvedené efektivne vzory urcené jednotlivymi modelmi len pre jeden vybrany
vstup, resp. vystup. Kvoli prehladnosti a efektivnosti zapisu budeme dalej oznaovat

utvar Tokyo Mitsubishi iba ako TM.
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Vopred upozoriujeme, Ze autori ¢lanku [12], z ktorého sme ¢erpali data, blizsie ne-
Specifikuji jednotky, v ktorych st tdaje uvedené. Zo samotnej definicie vstupov ale
vidime, 7e st merané v inych jednotkach, pretoze nardbame s poc¢tami pobociek a za-
mestnancov, pricom vstup kapitél je pravdepodobne v istych penaznych jednotkach.
Pripominame ale podkapitolu 2.1, v ktorej je podla [7, Veta 16| uvedené, ze zakladny
aditivny model zachovava aj napriek tomuto faktu rozdelenie ttvarov na efektivne a ne-
efektivne. Kedze v8ak podla |7, kap. 11| vSetky nami porovnavané modely uréia vzdy
rovnakd mnoZinu efektivnych tutvarov, nebude pre nase dalsie porovnavania zakladny
aditivny model prili§ relevantny. Jeho vysledky uvddzame na ilustraciu dosledkov po-
uzitia modelu, ktorého ucelova funkcia je zavisla od volby jednotiek, na data merané
v roznych jednotkach.

Ako tomu bolo aj v predoslych prikladoch, najprv rozoberieme pripad CRS. Na
zaCiatok pozorujeme efektivne vzory dtvarov urcenych jednotlivymi modelmi, ktoré
st uvedené v Tabulkach 23, 24, 25, 26 a 27. MoéZeme si vSimnut, Ze aditivne modely
s apriornymi vahami opét urcili tie isté efektivne vzory. V porovnani s predchadzaji-
cimi jednoduchymi prikladmi, vysli efektivne vzory vstupov a vystupov pre aditivne
modely s apriérnymi vahami vzdy mensie alebo rovné ako efektivne vzory vstupov a vy-
stupov urc¢enych SBM modelom. Medzi efektivnymi vzormi uréenymi AD,,s; a SBM
modelom sme v8ak nepozorovali zZiaden explicitny vztah. Co sa tyka modelu AD,, mo6-
zeme vidiet, ze priradil kazdému neefektivnemu ttvaru najvyssiu hodnotu efektivneho
vzoru vstupov aj vystupov spomedzi vSetkych ostatnych modelov.

Miery efektivnosti jednotlivych bank pre dané modely pozorujeme v Tabulke 28.
Vsimnime si tiez, ze model AD, priradil v porovnani so vSetkymi ostatnymi modelmi
kazdému neefektivnemu tutvaru vyssiu alebo rovnakd hodnotu miery efektivity. Tato
skutoc¢nost je dosledkom najvyssich hodnot efektivnych vzorov vstupov uréenych mode-
lom AD,, ktoré implikuja najnizsie nedostatky vstupov urc¢enych modelom AD, oproti
nedostatkom vstupov urcenych ostatnymi modelmi.

V Tabulke 29 moéZeme pozorovat optimalne hodnoty ucelovych funkcii dloh LP
prislichajicich jednotlivym modelom pre dany utvar. Vidime, Ze tieto hodnoty prisli-
chajice modelom AD,,4, ADsq a AD,,s st pre vietky ttvary mensie ako 1. AvSak na

vyvratenie vSeobecnej platnosti tohto pozorovania sliuzi Priklad 3.1.
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Pozorujme teraz vysledky modelov pre VRS. V Tabulkach 30, 31, 32, 33 a 34 mo-
zeme sledovat podobnosti a rozdielnosti efektivnych vzorov jednotlivych utvarov ur-
¢enych danymi modelmi. Vidime, ze efektivne vzory aditivnych modelov s apriérnymi
vahami, okrem modelu AD,,,, opat urcili rovnaké efektivne vzory. Taktiez znova sle-
dujeme, Ze efektivne vzory urcené SBM modelom st vo vacSine pripadov vicsie alebo
rovné ako efektivne vzory dané aditivhymi modelmi s apriérnymi vdhami. V&imnime
si v8ak pri efektivnych vzoroch kapitalu vynimky. Napriklad utvary Ashikaga, Yoko-
hama, Hokuriky, ktorych efektivne vzory ur¢ené SBM modelom st mensie ako efektivne
vzory urc¢ené modelom AD,,, alebo ostatnymi aditivnymi modelmi s apriérnymi vé-
hami. Davame do pozornosti opatovny vyskyt najvyssich efektivnych vzorov vstupov
pre neefektivne utvary pre model AD., az na dve vynimky. Konkrétne, v pripade po-
¢tu pobociek v Tabulke 31 urcil model AD, atvaru Hokuriku mensi efektivny vzor ako
model AD,,,. Taktiez v pripade poctu zamestnancov v Tabulke 32 urcil model AD,
utvaru Daiwa mensi efektivny vzor ako model AD,,s a SBM. Co sa tyka efektivnych
vzorov vystupov, podobné pozorovania ako v pripade CRS uz neplatia. Najmé pre cel-
kové mnozstvo vkladov v Tabulke 34 vidime, Ze model AD, ur¢il viacerym tutvarom
mensi efektivny vzor ako niektory z ostatnych modelov.

Vysledné miery efektivnosti jednotlivych tutvarov pozorujeme v Tabulke 35. Aj
v tomto priklade davame do pozornosti hodnoty dopocitanych efektivit RAM I'™*. VSim-
nime si, ze okrem ttvaru Sakura st tieto hodnoty v porovnani s hodnotami mier efek-
tivity ostatnych aditivnych modelov s vahami a SBM modelu vzdy vyssie, pripadne
rovné. Ak sa pozrieme na rozsah hodnot efektivit, vidime, Ze najnizsia hodnota je 0, 80.
7 toho dovodu vysiel pre tieto hodnoty jednoznacne uzsi interval ako v pripade vset-
kych ostatnych modelov. Upozoriujeme napriklad na atvar Hokuriku, ktorého hodnota
efektivity RAM I'* je viac ako dvojnasobne vySsia v porovnani s hodnotou efektivity
pre model SBM. Podobne vyrazny rozdiel vznikol aj v pripade ttvaru Nishinihon.
Prave takéto situacie mézu viest k pripadnym dezinterpretaciam vysledkov. V porov-
nani s modelom AD, uz nepozorujeme podobni pravidelnost.

Pre model AD, vidime, Zze miery efektivity dosahuju najvyssie hodnoty spomedzi
vSetkych modelov, az na zopar pripadov, ked dopocitana hodnota efektivity RAM I'*

je pre niektoré utvary vyssia ako pre model AD.,.
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Optimélne hodnoty tcelovych funkcii iloh LP prislichajucich jednotlivym modelom
st uvedené v Tabulke 36. Opéit si mozeme v8imnut, Ze tieto hodnoty prislichajice mo-
delom ADg,q, ADsg a ADps st pre kazdy Gtvar mensie ako 1, ale znova pripominame
Priklad 3.1, v ktorom optimélne hodnoty tucelovych funkcii presiahli tito hodnotu pre

CRS aj VRS.

3.2 Zhrnutie

V tejto podkapitole zhrnieme naSe pozorovania z nami vytvorenych ilustracnych pri-
kladov ale aj z rozsiahlejsieho prikladu s readlnymi ddtami.

Ako prvé davame do pozornosti, ze vysledky v8etkych troch prikladov plne korespon-
duji s nami dokdzanymi tvrdeniami a dosledkami v kapitole 2. Konkrétne, s tvrdeniami
tykajucich sa rozmedzia hodnot tc¢elovej funkcie modelov AD,,.. a RAM pre VRS, teda
Tvrdeniami 2.1 a 2.2. f)alej st vysledky prikladov v stlade s dosledkami tykajicimi sa
vztahu medzi optimalnymi hodnotami uc¢elovych funkeiif pre modely AD,,,, a ADg,,,
resp. AD, .. a RAM, ¢ize Dosledkami 2.1 a 2.2. Na zaver poukazujeme na to, ze vys-
ledky vsetkych prikladov taktiez koresponduju s Tvrdenim 2.5 tykajiceho sa vztahu
mier efektivnosti dopocitanych pre aditivne modely a pre SBM model.

Pri prikladoch sme si tiez vSimli, Ze optimalne hodnoty tucelovej funkcie pre model
ADg,, st vidy vySSie alebo rovné ako optimalne hodnoty tucelovej funkcie pre mo-
del RAM. Toto pozorovanie je vSak sposobené len vyberom dat, ¢o ukdZzeme na malom
ilustra¢nom priklade s dvomi DMU, jednym vstupom a jednym vystupom. Udaje k pri-
kladu spolu s vypocitanymi optimalnymi hodnotami acelovej funkcie pre modely AD,,,

a RAM st uvedené v Tabulke 16.

Tabul'ka 16: Vstupné data a optimalne hodnoty ucelovych funkeii pre modely AD,.y a RAM

DMU || Vstupy | Vystupy || AD,,, | RAM

A 4 7 0 0
B 3 3 0,02 0,07

Logicky to vyplyva aj zo sposobu, ktorym dokazujeme vztah medzi hodnotami ace-

lovych funkcii pre iné aditivne modely. Vychddzame z poznatku, ze hodnota R a RY
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modelu, ktorého hodnoty tucelovej funkcie maja byt mensie, je pre Vi = 1,...,m
a Vr = 1,...,s viacsia alebo rovna ako hodnota R a RY modelu, ktorého hodnoty

ucelovej funkcie maji byt vicsie. Konkrétne v tomto pripade by muselo platit, ze:

1 . ,
— E Ty <maxx;; —minwxy 1=1,...,m,
n < J J

1
- E yT]SmaXyTj_mlnyT] T:1,...,S,
n 7 J J

¢o nemusi byt vzdy dodrzané.

Mozeme si tiez vSimnuat, ze vysledky modelov plne sihlasia s [7, Veta 26|, kde sa
hovori o rovnakej mnozine efektivnych ttvarov urcenej aditivnym a SBM modelom pre
CRS, pricom analogické tvrdenie plati aj pre VRS.

Pre lepsiu ilustraciu naSich zisteni, uvadzame v Tabulkach 17 a 18 zhrnutie minimal-
nych a maximélnych optimalnych hodnot acelovych funkeii dosiahnutych v Prikladoch

3.1 az 3.3 pre CRS a pre VRS.

Tabulka 17: Rozsah acelovych funkcii pre jednotlivé modely v prikladoch s CRS

Priklad 1 Priklad 2 | Priklad Banky
Typ modelu || min | max || min | max || min max

AD, 0 11 0 145 0 | 78833,62
AD ae 0 | 1,38 0 0,6 0 0,18
AD guq 0 2,2 0 |09 0 0,4
RAM 0 | 183 0 | 0,78 0 0,22
ADgq 0 | 492 0 |223 0 0,68
AD st 0 3,5 0 |09 0 0,77

SBM 0,08 1 0,41 | 1 0,3 1
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Tabul'ka 18: Rozsah acelovych funkcii pre jednotlivé modely v prikladoch s VRS

Priklad 1 Priklad 2 || Priklad Banky
Typ modelu | min | max || min | max || min max

AD, 0 6 0 |43/4 0 | 77273,92
AD 0 |0,63 0 0,2 0 0,17
AD guq 0 | 1,06 0 |0,31 0 0,39
RAM 0 0,8 0 |0,26 0 0,2
ADg, 0 | 2,18 0 [0,75 0 0,6
AD st 0 | 1,75 0 |08 0 0,66

SBM 0,08 1 0,44 | 1 0,36 1

Nakoniec sa pozrieme na odlisnosti a totoznosti vyslednych hodnot efektivnych vzo-
rov pre ur¢ité modely, ktoré na zaklade vzfahu (12), resp. na zaklade definicie SBM
modelu v podkapitole 1.3, zapricinili odliSnosti a totoznosti aj vyslednych mier efekti-
vity. Situécia je ilustrovana napriklad Obrazkami 1 a 2.

V praktickej ¢asti sme si mohli v8§imnut casty vyskyt rovnakych vysledkov efektiv-
nych vzorov pre aditivne modely definované v podkapitole 1.2. Pri¢ina vyplyva z teorie
linearneho programovania. D4 sa ocakavat, Ze mnohé hodnoty efektivnych vzorov sa
budi pre tieto aditivne modely zhodovat, pretoze mnozina pripustnych rieSeni, repre-
zentovana podla [9] istym polyédrom €2, je v pripade zakladného aditivneho modelu aj
aditivnych modelov s vAhami, definovanych v ¢asti 1.2.1, rovnaka.

Vysvetlenie ilustrujeme na zjednodusenom pripade s dvomi DMU, jednym vstupom
a jednym vystupom pre CRS, ktory bude pre potreby nasSej prace reprezentovat vse-

obecnu situéciu.
Priklad 3.4. 2 DMU, 1 vstup, 1 vystup, CRS

Konkrétne hodnoty vstupov a vystupov tohto prikladu st uvedené v Tabulke 19,

pricom utvar A reprezentuje efektivny ttvar a utvar B predstavuje neefektivny tutvar.
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Tabul'ka 19: Vstupné data k Prikladu 3.4

DMU | Vstupy | Vystupy

A 4 2

B 6 1

Podl'a [7] vieme, ze tlohy LP prislichajice modelom, ktoré riesime v tejto praci,
vzdy nadobudaji optimélne rieSenie, ¢ize nedochadza k neohranicenosti ani k nepri-
pustnosti ulohy. Z toho vyplyva, Ze v naSom zjednoduSenom pripade mézu nastat
nasledovné tri situdcie pri urcovani optimalneho rieSenia. Bud sa optimalne rieSenie
nadobida v jednom z vrcholov alebo na celej hrane polyédra €2 odpovedajticej tsecke
leziacej na hranici efektivnosti Hg, ktorej krajné body st dané podmienkami pripust-
nosti prislichajicimi danému utvaru. Tato tusecka reprezentuje mnozinu efektivnych
vzorov pre dany neefektivny tutvar. V dalSom ju budeme nazyvat isecka efektivnych
vzorov pre isty neefektivny utvar.

Obrazok 3 znézoriuje konkrétne utvary z Prikladu 3.4, pricom pismenami B’ a B”

st oznacené krajné body tsecky efektivnych vzorov pre neefektivny ttvar B.

3 . ! . . !

Obr. 3: Jednotlivée DMU z Prikladu 3.4

Pozrime sa teraz, ktoré modely, resp. tlohy LP k nim prislichajtce, urcili ako efek-
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tivny vzor utvaru B nejaky z krajnych bodov tsecky efektivnych vzorov a ktoré urcili
bod leziaci vo vnitri danej tisecky. Udaje o efektivnych vzoroch titvaru B pre jednotlivé

modely st uvedené v Tabulke 20.

Tabulka 20: Efektivne vzory uréené jednotlivymi modelmi pre atvar B v Priklade 3.4

Typ modelu || AD, | ADpaz, ADqgyg, ADpost RAM AD, SBM
DMU X |y | x y X y X y X y
B 21116 3 4,48 | 2,24 | 4,54 | 2,27 || 2,69 | 1,35

Vidime, ze v porovnani s predchadzajicimi prikladmi sa vysledky jednotlivych modelov
odliSuju vyraznejsie, ale aj v tomto pripade vysli pre niektoré modely, konkrétne pre
modely AD,,4z, ADgyg @ AD,ost, hodnoty efektivnych vzorov rovnaké, odpoveda im
bod B'.

Pri¢inou su gradienty tcelovych funkcif tlloh LP prislichajtcich jednotlivym mode-
lom pre dany utvar. Blizsie to vysvetlime pomocou grafického rieSenia tlohy LP pre
model AD,,,, pretoze pre zvysné dva modely AD,,q; a AD,sq, ktorych tlohy LP tiez
urcili ako efektivny vzor bod B’, platia analogické uvahy. Grafické rieSenie tlohy LP
v pripade dvoch premennych je vysvetlené napriklad v [9]. Ak teda posunieme priamku
znazoriujicu ucelovi funkeiu dlohy LP pre model AD,,, do bodu, v ktorom eSte stale
prechadza mnozinou pripustnych rieseni, ale jej hodnota sa uz neda viac zvacsit, dos-
tdvame optimalne rieSenie, odpovedajuce bodu B’. Toto optimalne rieSenie vy§lo prave
v bode B’ kvoli uhlu, ktorého pravé rameno tvori hranica efektivnosti Hr a lavym
ramenom je gradient tcelovej funkcie modelu AD,,, pre atvar B s vrcholom v lu-
bovolnom bode ich prieniku. Budeme vidiet, Ze tento uhol je mensi ako 90°a z toho
dovodu urcila uloha LP ako efektivny vzor prave tento krajny bod tsecky efektivnych
vzorov. To znamena, Ze aj pre modely AD,,q,; a AD,,s vySiel tento uhol mensi ako 90°,
a preto urcili v8etky tri tlohy prislichajice danym modelom efektivny vzor atvaru B
prave v bode B'.

Druhou moznostou, ked vysledné efektivne vzory v pripade jedného vstupu a jed-
ného vystupu pre CRS vychadzaja rovnakeé, je pripad, ked tlohy LP danych modelov
pre konkrétny ttvar urcia ako efektivny vzor druhy z krajnych bodov tusecky efektiv-

nych vzorov. V nasom pripade ho reprezentuje bod B” a dochadza k tomu vtedy, ked
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je uhol, ktorého pravym ramenom je hranica efektivnosti a Javym ramenom je gradient
ucelovej funkcie daného modelu pre vybrany utvar, v ITubovolnom bode ich prieniku,
vacsi ako 90°. Pozorujeme to napriklad v pripade modelu AD.,.

Ostéava este posledna moznost a tou je pripad, kedy sa tento uhol rovna 90°, ako je
napriklad pre model RAM. To znamené, ze ucelova funkcia je pre utvar B v pripade
modelu RAM rovnobezna s hranicou efektivnosti Hg. V takejto situacii sa optimélna
hodnota ucelovej funkcie nadobtida na celej tsecke efektivnych vzorov, a preto vznikla
celd4 mnoZina optimalnych rieSeni tlohy LP. KedZe sme ulohy LP riesili metodou vnu-
torného bodu, v pripade viacnasobnych rieSeni nam mohli vyjst efektivne vzory aj vo
vnatri mnoziny optimalnych rieSeni, ¢ize vo vnitri tsecky efektivnych vzorov. Uvedena
skuto¢nost bola pri¢inou pripadnych odlisnosti vo vyslednych efektivnych vzoroch nie-
ktorych modelov.

Uvedent situaciu ilustruje Obrazok 4, na ktorom st farebne odlisené efektivne vzory
pre jednotlivé modely spolu s vybranymi vrstevnicami tcelovych funkcii a ich gradien-
tami pre modely AD,, AD,,, a RAM, ktoré sme rozoberali vyssie. Cierne Sipky znézor-
nuji smer kolmy na hranicu efektivnosti Hg a maju len ilustrativny charakter. Ostatné
sipky predstavuji spominané gradienty, pricom podotykame, ze ich di7ka nie je pre nage
uvahy relevantna. Taktiez upresiujeme, Ze sme volili také vrstevnice ucelovych funkcii
danych modelov, na ktorych je ich hodnota optimalna. Z toho dévodu je na obrazku

ucelova funkcia tlohy LP pre model RAM totozna s hranicou efektivnosti Hg.
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Obr. 4: Jednotlivé DMU a ich efektivne vzory spolu s u€elovymi funkciami a ich gradientami

iloh LP prislachajtcich vybranym modelom z Prikladu 3.4

Nahliadnime eSte na hodnoty mier efektivity atvaru B pre jednotlivé modely, ktoré

st uvedené v Tabulke 21.

Tabul'ka 21: Miery efektivity utvaru B pre jednotlivé modely v Priklade 3.4

Typ modelu | AD,, ADy00, ADgvg, ADpost | RAM | ADyq | SBM

B 0,67 0,597 | 0,599 | 0,33

Vsimnime si, Ze hodnoty vyslednych efektivit dopocitanych podla (12) si v bode B’ aj
B" rovnaké. Otazkou ostava, ¢i je to ndhoda alebo vSeobecne platné pravidlo. V dalsom
ukézeme, ze v pripade jedného vstupu a jedného vystupu pre CRS st hodnoty efektivit,
dopocitané pomocou vztahu (12), v krajnych bodoch tsecky efektivnych vzorov pre

nejaky neefektivny dtvar naozaj vo vSeobecnosti totozné.

Tvrdenie 3.1. Pre lubovolny neefektivny itvar DMU, je v pripade jedného vstupu
a jedného vystupu hodnota dopocitanej efektivity podla vztahu (12) pre CRS rovnakd

v oboch krajnijch bodoch usecky efektivnych vzorov zodpovedajicej danému utvaru.

Doékaz. Majme dva utvary A, B a k nim zodpovedajice hodnoty vstupov a vystupov,

Cize A = [xa,ya]l a B = [xp,yp]. Nech je utvar A efektivny a tutvar B neefektivny.
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Hranica efektivnosti je teda podla ¢asti 1.1 dana polpriamkou vedenou z bodu [0, 0]
cez bod A. Hranica efektivnosti teda leZzi na priamke, ktora ma predpis y = g—ﬁx Podla
[9, Veta 13| a na zéklade podmienok pripustnosti aditivneho modelu pre bod B, danymi
vztahmi (4), moézeme vrchol B’ charakterizovat ako prienik priamky y = i’—ix a priamky
x = xp a vrchol B” charakterizujeme ako prienik priamky y = z—ix a priamky y = yp.

Teda poznédme stradnice vrcholov B a B”:

B' = [zp,yp| = [z5, y—AxBL
T A

T4
B" = [—yg, ys].
YA

Dopocitajme efektivitu v tychto vrcholoch podla vztahu (12):

1 (xp B 1 BT A

A Yy Yy

P ===+ ==-(1+ ,
2 (a:B —zixB) 2 ( yA:L‘B>

A 1 Z_in YB 1 (zays
pB” = = - + — = = + 1 ;
2\ 7B YB 2 \yaxp

¢im sme dostali rovnost pa, = p4., a teda sme dokdzali, Ze miery efektivit vo vrcholoch

B’ a B” sa rovnaju. ]

Ukézali sme teda vSeobecni platnost tohto tvrdenia, ¢o implikuje, Ze v pripade
jedného vstupu a jedného vystupu pre CRS staci, ak uhol medzi hranicou efektivnosti
a gradientom tucelovej funkcie urc¢itého modelu pre dany neefektivny atvar je ostry alebo
tupy, ¢o je ozaj Siroké spektrum pripadov, a dostaneme ta isti hodnotu efektivity.

Co sa tyka poradia neefektivnych utvarov podla miery efektivity sledujeme, ze kym
pri jednoduchsich prikladoch sa napriek mensim zmenam mier efektivity poradie zho-
dovalo, v rozsiahlejSom Priklade 3.3 sa poradie niektorych ttvarov uz mierne lisilo.
Sposobené to mohlo byt rozsiahlostou problému, no napriek tomu neboli odlignosti
prilis markantné.

Na konkrétnych prikladoch sme teda ilustrovali tvrdenia a ich dosledky dokazané
v kapitole 2, pokusili sme sa objasnit podobnosti a rozdielnosti vo vysledkoch jed-
notlivych modelov a zaroven sme demonstrovali dosledky vplyvu roéznych jednotiek
vstupnych dat na zékladny aditivny model.

Pripadné rozsirenie prace vidime v podrobnejsej analyze rozdielov a podobnosti
v hodnotach efektivnych vzorov urcenych jednotlivymi modelmi, ale aj v skiimani pri-

padnych vztahov medzi nimi.
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Postupné rozSirovanie mnoziny neorientovanych DEA modelov so sebou prinisa aj
otazky tykajice sa ich vzajomnych vztahov, podobnosti a odlisnosti. V nasej praci sme
sa konkrétne zamerali na suvislosti medzi typickymi predstavitelmi neorientovanych
modelov, a teda medzi aditivhymi modelmi s roznymi typmi vah a SBM modelom.

Najprv vSak bolo potrebné predstavit zdklady DEA, potrebné k dalSej analyze vy-
branych typov modelov. V kapitole 1.1 preto objasiiujeme kli¢ové pojmy a zakonitosti
z tedrie obalkovej analyzy dat, ktoré sme ¢erpali napriklad z [7] a [3]. V podkapitolach
1.2 a 1.3 sme usmernili nasu pozornost na vybrané DEA modely, ktorych porovnanie je
cielom nagej prace. Kedze nas zaujimal aj vplyv roznej volby vah v aditivnom modeli,
sledovali sme vysledky aditivneho modelu so $tyrmi apriérne zvolenymi vahami podla
[7], ale zahrnuli sme aj pripad vah uréenych samotnymi hodnotami vstupov a vystu-
pov, a teda bola ucelova funkcia dana vztahom (7). Tento typ vah sme erpali z ¢lanku
[2] a zaujal nas aj z hladiska istej podobnosti ucelovej funkcie s u¢elovou funkciou
prislichajicou SBM modelu.

KIucovou je z hladiska naplnenia cielu naSej prace kapitola 2. Na zaciatku podka-
pitol 2.1 a 2.2 sme zhrnuli a objasnili zdkladné vlastnosti aditivneho modelu bez vah
a SBM modelu, z ¢oho st prvotné odlisnosti a podobnosti modelov evidentné.

Porovnéavali sme vSak aj vysledky roznych modifikacii aditivneho modelu s vahami,
¢omu je venovand ¢ast 2.1.1. V tejto Casti odvadzame urcité zakonitosti tykajice sa ich
hodnot ucelovych funkeii. Na jednu z kli¢ovych otdzok ohladom schopnosti ur¢it vahy
tak, aby sa eliminovali oba hlavné nedostatky zakladného aditivneho modelu, teda za-
vislosti uc¢elovej funkcie od voI'by vah a jej nevhodného skalovania, dostavame odpoved
Tvrdeniami 2.1 a 2.2. Podotykame, Ze dokaz Tvrdenia 2.2 je detailnejsie vypracovana
a vysvetlena verzia dokazu obdobného tvrdenia v ¢lankoch [1] a [6], v ktorej sme vy-
svetlili dolezitost podmienky (2), t.j. podmienky VRS, pre platnost tohto tvrdenia.
Dalej sme sa v tejto Casti zamerali aj na odvodenie vztahov medzi hodnotami tucelo-
vych funkcii jednotlivych modelov, o ¢om hovoria Tvrdenia 2.3 a 2.4, z ktorych sme
dalej odvodili Dosledky 2.1 a 2.2 tykajuce sa vztahov medzi optimalnymi hodnotami
ucelovych funkcii pre dané modely.

V podkapitole 2.2 odpovedame Tvrdenim 2.5 na dalSiu klacova otazku v ramci
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porovnavania danych modelov, tykajucu sa vztahu medzi hodnotami efektivit vietkych
nami pouzivanych aditivnych modelov a SBM modelu. Prekvapivé zistenie, ze vSetky
nami porovnavané aditivne modely urc¢uji vztahom (12) vzdy nizsiu efektivitu ako
SBM model sme dokézali vyuzitim nami skonStruovanej transforméacie ucelovej funkcie
SBM modelu na tvar (15) a substiticie (16). Vdaka ¢omu sme dalej mohli aplikovat
dokaz rovnakej vlastnosti av8ak pre iné modely z ¢lanku [12].

V kapitole 3 sme ilustrovali nielen uz zname poznatky ohl'adom vlastnosti vybranych
DEA modelov, ale aj vSetky naSe zistenia pomocou nami naprogramovanych modelov
v softvéri MATLAB na dvoch mensich Prikladoch 3.1 a 3.2 a na vic¢Som Priklade 3.3
s realnymi datami.

Obsirne zhrnutie vysledkov a pozorovani sme uviedli v podkapitole 3.2, v ktorej do-
kladne analyzujeme a zddévodiujeme d'algie zaujimavé podobnosti a odlisnosti vysledkov
jednotlivych aditivnych modelov a SBM modelu. Napriklad sa zaoberame pozorovanim,
ked niektoré aditivne modely urcili rovnaké efektivne vzory pre niektoré neefektivne
utvary, ¢o malo logické vysvetlenie v teorii linearneho programovania. S ¢im savisi aj
nami dokazané Tvrdenie 3.1, ktoré hovori o totoznych mierach efektivit dopoéitanych
podla (12) v krajnych bodoch tsecky efektivnych vzorov nejakého neefektivneho tatvaru
v pripade jedného vstupu a jedného vystupu pre CRS.

Dovod rozdielnosti vyslednych efektivnych vzorov pre uréité neefektivne utvary
v pripade niektorych typov modelov hfadame tiez v teérii linedrneho programovania.
Konkrétne sme hovorili o tom, 7e v pripade viacnasobného optimélneho rieSenia, kedy
sa optimalna hodnota tcelovej funkcie nadobtida na celej tisecke efektivnych vzorov,
mozu vyjst vysledné efektivne vzory aj vo vnutri mnoziny optimélnych rieSeni, ¢ize nie
v krajnych bodoch tsecky efektivnych vzorov. Pri¢inou je typ metddy, ktorou rieSime
danu ulohu LP, a teda metéda vnutroného bodu.

MozZnym rozsirenim nasej prace by mohla byt detailnejsia analyza urcovania efektiv-
nych vzorov v pripade aditivnych modelov s jednotlivym typom vah. Hladanie istého
pravidla, kedy hodnoty efektivnych vzorov urcitého typu aditivneho modelu vychadzaju

vzdy vacsie alebo rovné, resp. mensie alebo rovné, ako pre ostatné aditivne modely.
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Priloha A

A Zdrojové kody programov pre MATLAB

A.1 Aditivnhy model

Aditivny model s vol'bou vah pre CRS

function [Efekt]=ADOMCRS()
%hZadefinovanie matic vstupov a vystupov, 1 riadok zodpoveda 1 DMU

filename= ’Banky.xlsx’;

sheet = 1;
xRange = ’B4:D23°;
yRange = ’E4:F23°;

X=xlsread(filename,sheet,xRange);
Y=x1lsread(filename,sheet,yRange) ;
n=length(Y(:,1)); %pocet DMU
m=length(X(1,:)); %pocet vstupov
s=length(Y(1,:));  %pocet vystupov
for o = 1:n

x0=X(o0,:);

yo=Y(o,:);
%DEFINOVANIE VAH
%hzakladny AD: jednotkove vahy

wxl=ones(1,m);

wyl=ones(1,s);

%AD S VAHAMI

Jmax
Rx1l = max(X);
Ryl = max(Y);
havg

Rx2=(1/n)*sum(X) ;
Ry2=(1/n)*sum(Y) ;
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#RAM model
Rx3=max (X)-min(X) ;
Ry3=max (Y) -min(Y);

hstandard deviation (sd)
priemerX=(1/n)*sum(X) ;
for j=1:n

odchylkaX(j,:)=(X(j,:)-priemerX) . 2;
end
sigmaX=(1/n)*sum(odchylkaX) ;
Rx4=sigmaX.~(1/2);
priemerY=(1/n)*sum(Y) ;
for j=1:n
odchylkaY(j,:)=(Y(j,:)-priemerY) . 2;

end
sigmaY=(1/n)*sum(odchylkaY) ;
Ry4=sigmaY.~(1/2);

%Q_o - vahy posteriori
Rxb=x0;
Ryb=yo;

%hVyber vah

wx = 1./( (m+s)*Rxb);
wy = 1./( (m+s)*Ry5);

4LP uloha
Ax=[X’ eye(m) zeros(m,s)]; %ohranicenia pre x
Ay=[Y’ zeros(s,m) -eye(s)]; hohranicenia pre y
Aeg=[Ax; Ay]; Jmatica ohraniceni
beq=[x0 yol; hprave strany ohraniceni
ucelova=[zeros(1l,n) -wx -wyl; Y%ucelova funkcia
lb=zeros (1, nt+m+s); Jnezapornost premennych

options = optimset(’Display’,’none’);

[x,fvall=linprog(ucelova, [1, [],Aeq,beq,1b,[],[],0options);
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lambda=x(1:n); %vahy v efektivnom vzore
vzorX=X’x*lambda; hefektivny vzor vstupov
vzorY=Y’*lambda; hefektivny vzor vystupov

%hVypocet efektivity
xv=vzorX./xo’;
yv=yo’./vzorY;
E=(1/(m+s))* (sum(xv)+sum(yv)) ;

%Zapisanie vysledkov do matic

Efekt(o,:) = E; Y%efektivita
M(o,:) = [fval,x’]; hrieSenie a hodnota ucel. fcie ulohy LP
L(o,:) = lambda; hvahy v efektivnych vzoroch
Vx(o,:) = vzorX; %hodnoty efektivnych vzorov
Vy(o,:) = vzorY;
end

sUsporiadanie podla efektivity / ranky
[sortedE,I]=sort (Efekt, descend’);
RankE=zeros([n,1]);
for i=1:n
if ( abs(sortedE(i)-1) < 10~(-4) ) RankE(I(i))=1;
elseif (abs(sortedE(i)-sortedE(i-1) ) < 10~(-4) )
RankE(I(i))=RankE(I(i-1));
else RankE(I(i))=1i;
end
end
hvytvorenie excel suboru
filename = ’ADOMCRS.xlsx’;
xlswrite(filename, [Efekt RankE M],1);
x1lswrite(filename, [Vx,Vy]l,2);
xlswrite(filename,L,3);

end
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Aditivny model s vol'bou vah pre VRS

function [Efekt]=ADOMVRS()
%Zadefinovanie matic vstupov a vystupov, 1 riadok zodpoveda 1 DMU

filename= ’Banky.xlsx’;

sheet = 1;
xRange = ’B4:D23°;
yRange = ’E4:F23°;

X=xlsread(filename,sheet,xRange) ;
Y=x1sread(filename,sheet,yRange) ;
n=length(Y(:,1)); %pocet DMU
m=length(X(1,:)); %pocet vstupov
s=length(Y(1,:)); %pocet vystupov
for o = 1:n

xo=X(o0,:);

yo=Y(o,:);
%DEFINOVANIE VAH
%hzakladny AD: jednotkove vahy

wxl=ones(1,m);

wyl=ones(1,s);

%AD S VAHAMI

Jmax
Rx1l = max(X);
Ryl = max(Y);
hpriemer

Rx2=(1/n)*sum(X) ;
Ry2=(1/n)*sum(Y) ;
%RAM model
Rx3=max (X) -min(X) ;
Ry3=max (Y) -min(Y) ;
istandard.odchylky

priemerX=(1/n)*sum(X) ;
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for j=1:n
odchylkaX(j,:)=(X(j,:)-priemerX) . 2;
end
sigmaX=(1/n)*sum(odchylkaX) ;
Rx4=sigmaX.~(1/2);
priemerY=(1/n)*sum(Y) ;
for j=1:n
odchylkaY(j,:)=(Y(j,:)-priemerY) . 2;
end
sigma¥Y=(1/n) *sum(odchylkaY) ;
Ry4=sigmaY.~(1/2);
»Q_o
Rxb=xo0;
Ryb=yo;
WVyber vah

wx = 1./( (m+s)*Rx5);
wy = 1./( (m+s)*Ry5);

%LP uloha
Ax=[X’ eye(m) zeros(m,s)]; %ohranicenia pre x
Ay=[Y’ zeros(s,m) -eye(s)]; Johranicenia pre y
Al=[ones(1,n) zeros(1l,m) zeros(1l,s)]; %podm. VRS
Aeg=[Ax; Ay; All; Ymatica ohraniceni
beq=[x0 yo 1]; Jprave strany ohraniceni
ucelova=[zeros(1l,n) -wx -wyl; Y%ucelova funkcia
lb=zeros (1, nt+m+s); Jnezapornost premennych

options = optimset(’Display’,’none’);

[x,fvall=linprog(ucelova, []1,[],Aeq,beq,1b,[],[],0options);

lambda=x(1:n); %hvahy v efektivnom vzore
vzorX=X’x*xlambda; %hefektivny vzor vstupov
vzorY=Y’*lambda; hefektivny vzor vystupov

hVypocet efektivity
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xv=vzorX./xo’;

yv=yo’./vzorY;

E=(1/(m+s))* (sum(xv)+sum(yv)) ;
JEfektivita pre RAM

%E2(0, :)=1-(-fval);

%Zapisanie vysledkov do matic

Efekt(o,:) = E; Y%efektivita

M(o,:) = [fval,x’]; JrieSenia tlohy LP

L(o,:) = lambda; hvahy v efektivnych vzoroch
Vx(o,:) = vzorX; %hodnoty efektivnych vzorov

Vy(o,:) = vzorY;
end
sUsporiadanie podla efektivity / ranky
[sortedE,I]l=sort (Efekt, descend’) ;
RankE=zeros([n,1]);
for i=1:n
if ( abs(sortedE(i)-1) < 10~(-4) ) RankE(I(i))=1;
elseif (abs(sortedE(i)-sortedE(i-1) ) < 10~(-4) )
RankE(I(i))=RankE(I(i-1));
else RankE(I(i))=1i;
end
end
iUsporiadanie podla efektivity / RAM - GAMMA efektivita
%[SEg,Igl=sort(E2, ’descend’);
J#RankEg=zeros([n,1]);
hfor i=1:n
% if ( abs(SEg(i)-1) < 10~(-4) ) RankEg(Ig(i))=1;
% elseif (abs(SEg(i)-SEg(i-1) ) < 10~(-4) )
% RankEg(Ig(i))=RankEg(Ig(i-1));
% else RankEg(Ig(i))=1i;
%hend
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%end
hvytvorenie excel suboru
filename = ’>ADOMVRS.xlsx’;
xlswrite(filename, [Efekt RankE M],1);
xlswrite(filename, [Vx,Vy],2);
xlswrite(filename,L,3);
%hxlswrite(filename, [E2 RankEg],4); hZapisanie vysledkov RAM

end

A.2 SBM model
SBM model s CRS

function [E]=SBMOMCRS()
%#Zadefinovanie matic vstupov a vystupov, 1 riadok zodpoveda 1 DMU

filename= ’Banky.xlsx’;

sheet = 1;
xRange = ’B4:D23°;
yRange = ’E4:F23°;

X=xlsread(filename,sheet,xRange);
Y=x1lsread(filename,sheet,yRange) ;
n=length(Y(:,1));  Jpocet DMU
m=length(X(1,:)); %pocet vstupov
s=length(Y(1,:));  Ypocet vystupov

for o = 1:n

x0=X(o0,:);

yo=Y(o,:);

gx = -1./(m*x0); Y%pomocna premenna pre ucelovu funkciu (zlomok)
qx(gx==Inf) = O; hak nulove vstupy

ucelova=[1 zeros(l,n) qgx zeros(l,s)]; Y%ucelova funkcia
yoo = yo;

yoo(yo==0) = 1; YJ%ak nulove vystupy

qy = 1./(sxyoo);  ‘pomocna premenna pre prve ohranicenie (zlomok)
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normal = [1 zeros(l,n) zeros(1,m) qyl; ¥%l1. ohr. / normalizacia
Ax=[-x0’ X’ eye(m) zeros(m,s)]; hohranicenia pre x

Ay=[-yo’ Y’ zeros(s,m) -eye(s)]; Jsohranicenia pre y
Aeg=[normal; Ax; Ay]; Ymatica ohraniceni

beq=[1 zeros(1l,m+s)]; Jprave strany ohraniceni

1b=[-Inf zeros(1l, n+m+s)]; Jnezapornost premennych
options = optimset(’Display’,’none’);

[x,fval]l=linprog(ucelova, [], [],Aeq,beq,1b, ], [],0options);

t=x(1);

lambda=x(2:n+1)/t; %dopocitanie vah v efektivnom vzore
vzorX=X’x*lambda; hefektivny vzor vstupov
vzorY=Y’x*xlambda; hefektivny vzor vystupov

%Zapisanie vysledkov do matic

E(o,:) = fval; Y%efektivita
M(o,:) = [fval,x’]; %rieSenie a hodnota ucel.fcie tulohy LP
L(o,:) = lambda; %vahy efektivnych vzoroch
Vx(o,:) = vzorX; hefektivne vzory
Vy(o,:) = vzorY;
end

sUsporiadanie podla efektivity / ranky
[sortedE,I]=sort(E, ’descend’);
RankE=zeros([n,1]);
for i=1:n
if ( abs(sortedE(i)-1) < 10~(-4) ) RankE(I(i))=1;
elseif (abs(sortedE(i)-sortedE(i-1) ) < 10°(-4) )
RankE(I(i))=RankE(I(i-1));
else RankE(I(i))=i;
end
end
hvytvorenie excel suboru

filename = ’SBMOMCRS.xlsx’;
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xlswrite(filename, [RankE, M],1);
xlswrite(filename, [Vx,Vy],2);
xlswrite(filename,L,3);

end

SBM model s VRS

function [E]=SBMOMVRS()
%Zadefinovanie matic vstupov a vystupov, 1 riadok zodpoveda 1 DMU

filename= ’Banky.xlsx’;

sheet = 1;
xRange = ’B4:D23°;
yRange = ’E4:F23°;

X=xlsread(filename,sheet,xRange) ;
Y=x1sread(filename,sheet,yRange);
n=length(Y(:,1)); %pocet DMU
m=length(X(1,:));  %pocet vstupov
s=length(Y(1,:)); %pocet vystupov

for o = 1:n

xo=X(o0,:);

yo=Y(o,:);

gx = -1./(m*x0); %pomocna premenna pre ucelovu funkciu (zlomok)
gx(gx==Inf) = 0; hzrusenie clenu s nulovym vstupom
ucelova=[1 zeros(1l,n) gx zeros(1l,s)]; %ucelova funkcia

yoo = yo;

yoo(yo==0) = 1; ‘nulove vstupy

qy = 1./(sxyoo);  ’pomocna premenna pre prve ohranicenie (zlomok)
normal = [1 zeros(1,n) zeros(1,m) qyl; %1. ohr./ normalizacia
Ax=[-x0’ X’ eye(m) zeros(m,s)]; Johranicenia pre x

Ay=[-yo’ Y’ zeros(s,m) -eye(s)]; %hohranicenia pre y

Al1=[-1 ones(1,n) zeros(l,m) zeros(l,s)]; %podm. pre VRS
Aeg=[normal; Ax; Ay; Al]l; Ymatica ohraniceni

beq=[1 zeros(1,m+s) 0]; hprave strany ohraniceni
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1b=[-Inf zeros(l, nt+m+s)]; Jnezapornost premennych
options = optimset(’Display’,’none’);

[x,fvall=linprog(ucelova, []1,[],Aeq,beq,1b,[],[],0options);

t=x(1);

lambda=x(2:n+1)/t ; hdopocitanie vah v efektivnom vzore
vzorX=X’*lambda; hefektivny vzor vstupov
vzorY=Y’*lambda; hefektivny vzor vystupov

%Zapisanie vysledkov do matic

E(o,:) = fval; Yefektivita
M(o,:) = [fval,x’]; hvahy v efektivnych vzoroch
Vx(o,:) = vzorX; %hodnoty efektivnych vzorov

Vy(o,:) = vzorY;
end
/sUsporiadanie podla efektivity / ranky
[sortedE,I]=sort(E, ’descend’) ;
RankE=zeros([n,1]);
for i=1:n
if ( abs(sortedE(i)-1) < 10~(-4) ) RankE(I(i))=1;
elseif (abs(sortedE(i)-sortedE(i-1) ) < 10~(-4) )
RankE(I(i))=RankE(I(i-1));
else RankE(I(i))=i;
end
end
hvytvorenie excel suboru
filename = ’SBMOMVRS.x1lsx’;
xlswrite(filename, [RankE, M],1);
x1lswrite(filename, [Vx,Vy]l,2);
xlswrite(filename,L,3);

end
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Priloha B

B Data k prikladu s bankami

V nasledujicej ¢asti uvadzame vstupné data k Prikladu 3.3 spolu s vysledkami jednot-

livych modelov.

Tabul'ka 22: Vstupné data k Prikladu 3.3

DMU Kapital | Pocet Pocet Zisk | Vklady
pobociek | zamestnancov
Daiichikangyou 859 371 15 788 218 938 | 28 910
Sakura 1043 436 14 930 159 932 | 29 804
Fuji 1040 327 13 567 223 340 | 27 405
™ 786 374 17 412 218 989 | 39 653
Asahi 605 369 12 148 88 091 | 20 146
Sanwa 843 338 13 020 175 483 | 28 254
Sumitomo 753 353 14 394 176 477 | 27 388
Daiwa 465 193 7 315 37611 | 9998
Toukai 723 281 10 750 118 963 | 18 546
Hokkaido 71 135 2 584 12 765 | 3 286
Gunma 49 173 3714 20 308 | 4753
Ashikaga 132 189 4073 17 666 | 4 986
Chiba 107 163 4 569 29 830 | 6610
Yokohama 185 186 5 323 51 154 | 8648
Hokuriku 121 191 3 976 10 194 | 5 289
Shizuoka 91 189 4 509 42 982 | 6578
Kyoto 27 115 2 862 8 633 3 749
Hiroshima 52 222 3 832 7 606 4 917
Hukuoka 59 177 4 261 9 733 5 585
Nishinihon 51 194 3 492 5 765 3 763
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Tabul'ka 23: Efektivne vzory celkového mnoZstva kapitalu urcené jednotlivymi modelmi

v Priklade 3.3 pre CRS

Typ modelu AD, | ADmnag, ADgvg | ADpost | SBM
RAM, AD
Daiichikangyou | 859 859 859 859
Sakura 1043 590,77 590,77 | 591,52
Fuji 1040 1 040 1040 | 1040
™ 786 786 786 786
Asahi 605 399,33 048,38 | 425
Sanwa 758,8 682,91 682,91 | 682,91
Sumitomo 753 633,42 633,42 | 640
Daiwa 465 198,18 330,21 | 219,58
Toukai 723 426,98 426,98 | 429,95
Hokkaido 71 65,13 71 69,49
Gunma 49 49 49 49
Ashikaga 132 98,83 132 | 104,44
Chiba 107 107 107 107
Yokohama 185 183,6 183,6 | 184,43
Hokuriku 121 104,84 121 109,02
Shizuoka 91 91 91 91
Kyoto 27 27 27 27
Hiroshima 52 52 52 52
Hukuoka 99 59 29 29
Nishinihon ol o1 o1 ol
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Tabul'ka 24: Efektivne vzory poctu pobociek uréené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.3
pre CRS

Typ modelu AD, | ADyas, ADgyg | ADpost | SBM
RAM, AD,
Daiichikangyou | 371 371 371 371
Sakura 351 281 281 281
Fuji 327 327 327 327
™ 374 374 374 374
Asahi 266 190 261 202
Sanwa 294 288 288 288
Sumitomo 318 301 301 305
Daiwa 168 94 157 104
Toukai 251 203 203 205
Hokkaido 93 31 34 33
Gunma 141 141 141 141
Ashikaga 130 47 130 50
Chiba 163 103 140 140
Yokohama 160 87 87 88
Hokuriku 133 50 133 52
Shizuoka 189 189 189 189
Kyoto 115 115 115 115
Hiroshima 146 123 146 146
Hukuoka 166 140 166 166
Nishinihon 108 75 108 108

Efektivne vzory poc¢tu pobociek udavame z logickych dovodov zaokrihlené na celé ¢isla.
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Tabulka 25: Efektivne vzory poftu zamestnancov uréené jednotlivymi modelmi v Pri-

klade 3.3 pre CRS

Typ modelu AD, | ADpag, ADgyg | ADpost | SBM
RAM, AD,
Daiichikangyou | 15 788 15 788 15 788 | 15 788
Sakura 14 930 13 087 13 087 | 13 104
Fuji 13 567 13 567 13 567 | 13 567
™ 17 412 17 412 17 412 | 17 412
Asahi 12 148 8 846 12 148 | 9 415
Sanwa 13 020 13 020 13 020 | 13 020
Sumitomo 14 394 14 032 14 032 | 14 178
Daiwa 7315 4 390 7315 | 4864
Toukai 10 750 9 459 9459 | 9525
Hokkaido 2 584 1443 1573 | 1539
Gunma 3 455 3 453 3455 | 3455
Ashikaga 4073 2 189 4073 | 2314
Chiba 4 288 3520 3891 | 3891
Yokohama 5 323 4 067 4 067 | 4 086
Hokuriku 3 976 2 322 3976 | 2415
Shizuoka 4 509 4 509 4509 | 4509
Kyoto 2 862 2 862 2862 | 2862
Hiroshima 3 559 3 327 3559 | 3559
Hukuoka 4 043 3 781 4043 | 4043
Nishinihon 2 592 2 259 2592 | 2592

Efektivne vzory po¢tu zamestnancov udévame z logickych dévodov zaokrihlené na celé

¢isla.
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Tabul'ka 26: Efektivne vzory celkového zisku urcené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.3

pre CRS
Typ modelu AD, AD oz, ADgug ADpost SBM
RAM, AD,

Daiichikangyou | 218 938 218 938 218 938 218 938
Sakura 233 267,23 164 596,58 164 596,58 | 164 804,16

Fuji 223 340 223 340 223 340 223 340

™ 218 989 218 989 218 989 218 989
Asahi 159 764,57 111 258,98 152 784,19 | 118 409,6

Sanwa 184 839,13 175 483 175 483 175 483
Sumitomo 193 758,55 176 477 176 477 | 178 311,46
Daiwa 108 616,68 55 215,29 92 000,03 | 61 177,88
Toukai 164 508,4 118 963 118 963 | 119 789,58
Hokkaido 26 931,18 18 147,37 19 781,45 | 19 361,29
Gunma 20 368,19 20 308 20 368,19 | 20 368,19
Ashikaga 44 900,07 27 535,85 44 900,07 | 29 097,61
Chiba 433729 30 375,33 40 562,93 | 40 562,93
Yokohama 60 203,24 51 154 51 154 o1 385,24
Hokuriku 42 872,48 29 209,21 42 872,48 | 30 373,53

Shizuoka 42 982 42 982 42 982 42 982

Kyoto 8 633 8 633 8 633 8 633

Hiroshima 21 906,34 15 554,93 21 906,34 | 21 906,34
Hukuoka 24 841,3 17 651,69 24 841.3 24 841,3
Nishinihon 23 913,62 14 762,89 23 913,62 | 23 913,62
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Tabulka 27: Efektivne vzory celkového mnozstva vkladov uréené jednotlivimi modelmi

v Priklade 3.3 pre CRS

Typ modelu AD, AD oz, ADgug | ADpost SBM
RAM, ADy,
Daiichikangyou | 28 910 28 910 28 910 28 910
Sakura 30 986,96 29 804 29 804 | 29 841,59
Fuji 27 405 27 405 27 405 27 405
™ 39 653 39 653 39 653 39 653
Asahi 27 202,69 20 146 27 665,1 | 21 440,78
Sanwa 28 254 28 873,78 28 873,78 | 28 873,78
Sumitomo 31 936,94 31 955,22 31 955,22 | 322874
Daiwa 15 557,98 9 998 16 658,72 | 11 077,66
Toukai 22 540 21 540,99 21 540,99 | 21 690,66
Hokkaido 4 387,83 3 286 3 581,89 | 3 505,81
Gunma 4753 4753 4753 4753
Ashikaga 7 574,97 4 986 757497 | 5 268,79
Chiba 6 926,75 6 610 6 610 6 610
Yokohama 10 309,28 9 262,61 9 262,61 | 9 304,48
Hokuriku 7 136,94 5 289 7 136,94 | 5 499,83
Shizuoka 6 578 6 578 6 578 6 578
Kyoto 3 749 3 749 3 749 3 749
Hiroshima 4 917 4 917 4 917 4 917
Hukuoka 5 585 5 585 5 585 5 585
Nishinihon 3763 3763 3763 3 763
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Tabul'ka 28: Miery efektivity spolu s poradim utvarov pre jednotlivé modely v Priklade 3.3
pre CRS

Typ modelu AD. | ADpag, ADuoy | ADpos | SBM
RAM, ADg

Daiichikangyou | 1 (1) 1 (1) 1(1) 1 (1)
Sakura 0,89 (11) 0,81 (12) 0,81 (12) | 0,69 (11)

Fuji 1 (1) 1(1) 1 (1) 1 (1)

™ 1(1) 1(1) 1(1) 1(1)
Asahi 0,8 (14) | 0,74 (15) | 0,78 (15) | 0,56 (13)
Sanwa 0,94 (7) 0,93 (7) 0,93 (7) | 0,88 (7)
Sumitomo | 0,93 (8) 0,91 (8) 0,91 (8) | 0,82 (8)
Daiwa 0,77 (17) | 0,64 (18) | 0,71 (19) | 0,41 (17)
Toukai 0,89 (12) | 0,81 (13) | 0,81 (13) | 0,68 (12)
Hokkaido | 0,78 (16) | 0,68 (17) | 0,68 (20) | 0,47 (15)
Gunma 0,95 (6) 0,95 (6) 0,95 (6) | 0,91 (6)
Ashikaga | 0,75 (18) | 0,64 (19) | 0,75 (16) | 0,4 (18)
Chiba 0,92 (9) 0,88 (9) 0,89 (9) | 0,77 (9)
Yokohama | 0,91 (10) | 0,83 (11) | 0,83 (11) | 0,72 (10)
Hokuriku | 0,74 (19) | 0,61 (20) | 0,74 (17) | 0,3 (20)

Shizuoka 1 (1) 1(1) 1 (1) 1 (1)

Kyoto 1(1) 1(1) 1(1) 1(1)
Hiroshima | 0,79 (15) | 0,78 (14) | 0,79 (14) | 0,44 (16)
Hukuoka | 0,86 (13) | 0,85 (10) | 0,86 (10) | 0,54 (14)
Nishinihon | 0,71 (20) | 0,68 (16) | 0,71 (18) | 0,3 (19)
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Tabulka 29: Optimalne hodnoty tc¢elovych funkcii tloh LP prislachajtcich jednotlivym
modelom v Priklade 3.3 pre CRS

Typ modelu AD, AD oy | ADgyg | RAM | ADgq | ADpost | SBM

Daiichikangyou 0 0 0 0 0 0 1
Sakura 74 602,79 | 0,18 0,41 0,21 | 0,66 0,19 0,69

Fuji 0 0 0 0 0 0 1

™ 0 0 0 0 0 0 1
Asahi 78 833,62 | 0,18 0,38 0,22 | 0,68 0,30 0,56
Sanwa 9 484,43 0,06 0,13 0,07 | 0,20 0,07 0,88

Sumitomo 21 865,72 | 0,07 0,17 0,09 | 0,27 0,10 0,82

Daiwa 76 590,32 | 0,15 | 0,33 | 0,17 | 0,51 | 052 | 041
Toukai 49 569,71 | 0,12 | 0,28 | 0,14 | 043 | 0,19 | 0,68
Hokkaido | 15 310,14 | 0,07 | 0,13 | 0,09 | 0,28 | 036 | 047
Gunma 350,82 | 0,02 | 0,03 | 0,02 | 0,08 | 0,05 | 091
Ashikaga | 29882,09| 0,10 | 0,20 | 0,13 | 0,42 | 0,47 | 0,40
Chiba 14 140,38 | 0,04 | 0,08 | 0,05 | 0,17 | 0,13 | 0,77

Yokohama | 10 736,91 | 0,06 | 0,12 | 0,08 | 027 | 0,17 | 0,72

Hokuriku | 34 584,14 | 0,10 | 021 | 0,13 | 0,42 | 0,77 | 0,30
Shizuoka 0 0 0 0 0 0 1
Kyoto 0 0 0 0 0 0 1
Hiroshima | 14 649,65 | 0,06 | 0,11 | 0,08 | 0,25 | 0,46 | 0,44
Hukuoka | 15337,53 | 0,03 | 0,06 | 0,04 | 0,12 | 033 | 0,54
Nishinihon | 19 134,35 | 0,08 | 0,15 | 0,10 | 0,32 | 0,77 | 0,30
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Tabulka 30: Efektivne vzory celkového mnoZstva kapitalu urcené jednotlivymi modelmi

v Priklade 3.3 pre VRS

Typ modelu AD, | ADpay | ADuvy | ADpost | SBM
RAM
ADgy
Daiichikangyou | 859 859 859 859
Sakura 949,96 | 577,8 | 656,53 656,53
Fuji 1040 | 1040 | 1040 1 040
™ 786 786 786 786
Asahi 605 | 373,63 | 5114 5114
Sanwa 843 843 843 843
Sumitomo 753 | 637,06 | 626,24 637,06
Daiwa 399,71 | 159,1 | 255,58 255,58
Toukai 723 | 425,09 | 438,48 438,48
Hokkaido 71 71 71 71
Gunma 49 49 49 49
Ashikaga 132 59,59 | 90,17 74,06
Chiba 107 | 103,48 107 107
Yokohama 185 185 146,52 146,52
Hokuriku 121 59,56 | 85,11 | 85,46 / 70,29
Shizuoka 91 91 91 91
Kyoto 27 27 27 27
Hiroshima 52 51,69 52 52
Hukuoka 59 59 59 29
Nishinihon 51 27,3 51 51
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Tabul'ka 31: Efektivne vzory poctu pobociek urcené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.3
pre VRS

Typ modelu | AD, | ADyaz | ADgvg | ADpost /| SBM
RAM
ADgq
Daiichikangyou | 371 371 371 371
Sakura 344 303 330 330
Fuji 327 327 327 327
™ 374 374 374 374
Asahi 300 233 280 280
Sanwa 338 338 338 338
Sumitomo 333 321 325 321
Daiwa 193 160 193 193
Toukai 281 251 255 255
Hokkaido 135 135 135 135
Gunma 173 173 173 173
Ashikaga 171 126 137 169
Chiba 163 141 142 163
Yokohama 186 171 186 186
Hokuriku 169 126 135 174 / 165

Shizuoka 189 189 189 189
Kyoto 115 115 115 115
Hiroshima 174 123 124 148
Hukuoka 177 177 177 177
Nishinihon 143 115 123 143

Efektivne vzory poc¢tu pobociek udavame z logickych dévodov zaokrihlené na celé ¢isla.
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Tabulka 32: Efektivne vzory poftu zamestnancov uréené jednotlivymi modelmi v Pri-

klade 3.3 pre VRS

Typ modelu AD, | ADpaz | ADgvg | ADpost, SBM
RAM
ADgqy

Daiichikangyou | 15 788 | 15 788 | 15 788 15 788

Sakura 14 930 | 13 421 | 14 930 14 930
Fuji 13 567 | 13 567 | 13 567 13 567
™ 17412 | 17 412 | 17 412 17 412

Asahi 12 148 | 9507 | 12 148 12 148

Sanwa 13 020 | 13 020 | 13 020 13 020

Sumitomo 14 394 | 14 394 | 14 394 14 394

Daiwa 6 801 5394 | 7244 7 244
Toukai 10 750 | 10 493 | 10 750 10 750
Hokkaido 2584 | 2584 | 2584 2 584
Gunma 3714 | 3714 | 3714 3714
Ashikaga 4073 | 3487 | 4073 4073
Chiba 4562 | 4328 | 4396 4 562
Yokohama 5323 | 5323 | 5323 5 323
Hokuriku 3976 | 3486 | 3976 3 976
Shizuoka 4509 | 4509 | 4509 4 509
Kyoto 2 862 2 862 2 862 2 862
Hiroshima 3801 | 3335 | 3341 3 591
Hukuoka 4 261 4 261 4 261 4 261
Nishinihon 3480 | 2868 | 3322 3 480

Efektivne vzory poc¢tu zamestnancov udavame z logickych dévodov zaokruhlené na celé

¢isla.
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Tabul'ka 33: Efektivne vzory celkového zisku urcené jednotlivymi modelmi v Priklade 3.3

pre VRS
Typ modelu AD, AD oz AD gy AD,ost | SBM
RAM
ADgq
Daiichikangyou | 218 938 218 938 218 938 218 938
Sakura 221 797,63 | 161 285,23 | 183 105,59 183 105,59
Fuji 223 340 223 340 223 340 223 340
™ 218 989 218 989 218 989 218 989
Asahi 159 814,65 | 104 700,49 | 142 884,95 142 884,95
Sanwa 175 483 175 483 175 483 175 483
Sumitomo 193 780,56 176 477 176 477 176 477
Daiwa 87 628,97 | 45 244,93 | 71 983,46 71 983,46
Toukai 163 763,87 | 118 963 122 673,42 122 673,42
Hokkaido 12 765 12 765 12 765 12 765
Gunma 20 308 20 308 20 308 20 308
Ashikaga 38 171,08 17 666 26 140,98 33 889
Chiba 37 397,47 29 830 30 804,91 37 397,46
Yokohama 55 695,09 51 154 51 154 51 154
Hokuriku 36 202,28 | 17 655,62 | 24 738,61 | 34 615,42/31 866,02
Shizuoka 42 982 42 982 42 982 42 982
Kyoto 8 633 8 633 8 633 8 633
Hiroshima 20 575,05 | 15 476,13 | 15 561,72 19 650,96
Hukuoka 9 733 9 733 9 733 9 733
Nishinihon 21 513,87 8 715,02 15 284,57 21 513,88
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Tabulka 34: Efektivne vzory celkového mnozstva vkladov uréené jednotlivimi modelmi

v Priklade 3.3 pre VRS

Typ modelu AD, AD, oz AD gy AD,pst | SBM
RAM
ADgq
Daiichikangyou | 28 910 28 910 28 910 28 910
Sakura 31 746,75 | 29 804 | 33 528,35 33 528,35
Fuji 27 405 27 405 27 405 27 405
™ 39 653 39 653 39 653 39 653
Asahi 25 627,6 20 146 26 663,4 26 663.4
Sanwa 28 254 28 254 28 254 28 254
Sumitomo 31 244,772 | 32 154,1 | 32 074,34 32 154,1
Daiwa 12 452,62 9 998 14 561,79 14 561,79
Toukai 21 122,03 | 22 580,35 | 23 213,66 23 213,66
Hokkaido 3 286 3 286 3 286 3 286
Gunma 4753 4753 4753 4753
Ashikaga 6 116,6 5 290,77 6 737,3 5 829,1
Chiba 7 454,58 | 7 366,95 | 7 533,35 7 454,58
Yokohama 8 869,95 | 9332,69 | 9 049,27 9 049,27
Hokuriku 5 888,34 5 289 6 497,94 | 5666,5 / 5 662,48
Shizuoka 6 578 6 578 6 578 6 578
Kyoto 3749 3 749 3 749 3749
Hiroshima 4 917 4 917 4 931,61 4 917
Hukuoka 5 585 5 585 5 585 D 585
Nishinihon 4 809,88 3 763 4 884,3 4 809,88
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Tabul'ka 35: Miery efektivity spolu s poradim utvarov pre jednotlivé modely v Priklade 3.3

pre VRS
Typmodelu | AD. | ADpew | ADuy | RAMT* | ADyy | SBM
RAM
ADgq
Daiichikangyou | 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1(1) 1 (1)
Sakura 0,87 (14) | 0,83 (14) | 0,83 (14) | 0,8 (20) | 0,83 (14) | 0,7 (14)
Fuji 1(1) 1 (1) 1(1) 1 (1) 1 (1) 1 (1)
™ 1(1) 1(1) 1(1) 1 (1) 1(1) 1(1)
Asahi 0,83 (16) | 0,77 (17) | 0.8 (15) | 0,82 (19) | 0,8 (16) | 0,59 (15)
Sanwa 1(1) 1 (1) 1 (1) 1(1) 1(1) 1(1)
Sumitomo | 0,95 (11) | 0,92 (12) | 0,92 (12) | 0,93 (15) | 0,92 (12) | 0,84 (11)
Daiwa 0,8 (19) | 0,75 (18) | 0,75 (18) | 0,89 (18) | 0,75 (20) | 0,5 (17)
Toukai 0,92 (13) | 0,86 (13) | 0,86 (13) | 0,9 (17) | 0,86 (13) | 0,73 (13)
Hokkaido 1(1) 1(1) 1(1) 1 (1) 1(1) 1(1)
Gunma 1(1) 1(1) 1(1) 1 (1) 1(1) 1(1)
Ashikaga | 0,84 (15) | 0,78 (15) | 0,76 (17) | 0,94 (12) | 0,77 (18) | 0,53 (16)
Chiba 0,94 (12) | 0,94 (11) | 0,94 (11) | 0,98 (11) | 0,94 (11) | 0,84 (12)
Yokohama | 0,98 (10) | 0,97 (10) | 0,95 (10) | 0,99 (10) | 0,95 (10) | 0,91 (10)
Hokuriku | 0,81 (18) | 0,72 (20) | 0,73 (20) | 0,93 (14) | 0,77 (17) | 0,39 (19)
Shizuoka 1(1) 1(1) 1(1) 1 (1) 1(1) 1(1)
Kyoto 1(1) 1(1) 1(1) 1 (1) 1(1) 1(1)
Hiroshima | 0,83 (17) | 0,78 (16) | 0,78 (16) | 0,92 (16) | 0,8(15) | 0,48 (18)
Hukuoka 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1(1) 1(1)
Nishinihon | 0,76 (20) | 0,72 (19) | 0,75 (19) | 0,94 (13) | 0,76 (19) | 0,36 (20)
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Tabulka 36: Optimalne hodnoty tcelovych funkcii tloh LP prislachajtcich jednotlivym
modelom v Priklade 3.3 pre VRS

Typ modelu AD, AD oy | ADgyg | RAM | ADgq | ADpost | SBM

Daiichikangyou 0 0 0 0 0 0 1
Sakura 63 993,76 | 0,17 0,39 0,20 | 0,60 0,18 0,70

Fuji 0 0 0 0 0 0 1

™ 0 0 0 0 0 0 1
Asahi 77 273,92 | 0,15 0,34 0,18 | 0,56 0,27 0,59

Sanwa 0 0 0 0 0 0 1

Sumitomo 21180,27 0,06 0,15 0,07 | 0,21 0,08 0,84

Daiwa 53 052,25 | 0,10 0,25 0,11 | 0,33 0,37 | 0,50
Toukai 47 376,90 | 0,09 0,24 | 0,10 | 0,31 0,15 0,73
Hokkaido 0 0 0 0 0 0 1
Gunma 0 0 0 0 0 0 1
Ashikaga 21 654,10 | 0,05 0,11 0,06 | 0,20 0,33 0,53

Chiba 84 18,72 0,02 0,04 | 0,02 | 0,07 | 0,08 0,84

Yokohama | 4 763,05 | 0,01 | 0,02 | 0,01 | 0,04 | 0,05 | 091

Hokuriku | 26 629,40 | 0,05 | 0,12 | 0,07 | 0,21 | 0,57 | 0,39

Shizuoka 0 0 0 0 0 0 1
Kyoto 0 0 0 0 0 0 1
Hiroshima 13 048,33 | 0,06 0,11 0,08 | 0,25 0,40 0,48

Hukuoka 0 0 0 0 0 0 1

Nishinihon 16 859,37 | 0,05 0,10 0,06 | 0,21 0,66 0,36
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