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Znacenie

R™
R(mxn)

» ey

(2,9, s)
(.I*, y*’ S*)

priestor realnych n-rozmernych vektorov

mnozina realnych (m x n) rozmernych matic

matica (€ R"™*") koeficientov linedrneho programovania

vektor (€ R") primérnych premennych

vektor (€ R™) duélnych premennych

vektor (€ R") slackovych premennych dudlnej tlohy,
s=c— ATy, s>0

optimalne rieSenie primarnej ulohy (P)

mnozina optiméalnych rieseni alohy (P)

optimalne riesenie duélnej tlohy (D)

mnozina optimalnych rieseni tlohy (D)

mnozina pripustnych rieSeni primérnej tlohy (P)

mnozina pripustnych rieSeni duélnej tlohy (D)

mnozina ostro pripustnych rieSeni primarnej tulohy (P)

mnozina ostro pripustnych rieSeni dudlnej tlohy (D)

premenné v primarno—dualnej tlohe

optimalne riesenie primarno—duélnej tlohy

mnozina pripustnych rieSeni primarno—dualnej tlohy

mnozina ostro pripustnych rieSeni primarno—duélnej tlohy

mnozina optimalnych rieSeni primarno—dualnej tlohy

diagonalna matica pozostavajica z prvkov vektora x
X = diag(zy, s, ..., T,)

diagonalna matica pozostavajica z prvkov vektora s
S = diag(si1,S2,...,5n)

n-rozmerny jednotkovy stipcovy vektor
e=(1,1,..., )7

funkcia F(z,y,s) : R¥tm — R2ntm
pozostavajuca z KKT podmienok optimality

Jakobiho matica funkcie F'(z,y, s)

smerovy vektor jednotlivych iteracii

index iteracie, k =0,1,2, ...

k-ta iteracia primarno—dualnej metédy

smerovy vektor k-tej iteracie

parameter dlzky kroku, o € (0, 1]

(x,y,s) + a(Ax, Ay, As)
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Na(6)
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Tp

parameter centralnej trajektorie, p > 0
centralna trajektoria

C = {(z(n),y(n),s(w)) | n> 0}
centrujuci (rozhodujici) paramater, 7 € [0, 1]
mierka presnosti duality, o(z, s) = mTTS
Euklidovska norma, pre u € R™: [Jully = (37, u2)"?
jednotkova norma, pre u € R™: ||ull; = > 1, Jui

okolie centralnej trajektorie, definované ako:

{(I,y,s) € Fe| U)((j:) , S@},pre@é (0,1).
okolie centralnej trajektorie, definované ako:

{(x,y,s) e Fe| oG =, Vi= 1,2,...,n}, pre v € (0,1).
parameter presnosti riesenia, € > 0

primarne reziduum, definované ako: Az — b
dudlne reziduum, definované ako: ATy 4+ s — ¢

— €



Kapitola 1

Uvod

Linearne programovanie, ako Specificky pripad konvexného matematického prog-
ramovania, sa vyvijalo samostatne a nezavisle od vsetkych odvetvi matematického
programovania. Dantzigom (1947) navrhnuté simplexova metéda pre riesenie tloh
linedrneho programovania bola totiz dlhi dobu povazovana za univerzalnu, spo-
lahlivii a vykonnt metédu, takze nebol Ziaden prakticky dovod na hladanie dia-
metralne inych postupov riesenia.

Linearne programovanie naslo svoj rozmer predovsetkym v ekonomickych ap-
likaciach. S prudkym rozvojom vypoctovej techniky doslo prirodzene aj k rozvoju
linedrneho programovania a jeho aplikacii a otvarali sa tak nové moznosti riesit
aj ulohy velkych rozmerov. Zaroven vznikol novy odbor, ktory sa zacal zaoberat
vypoctovou zlozitostou, pricom za efektivne a rychle programy sa povazovali prog-
ramy s polynomialnou zlozitostou, t.j. Ze pocet aritmetickych operacii potrebnych
pre vyrieSenie tlohy rozmeru m sa da odhadnut zhora polynémom v premenne;j
m. Klee a Minty [12] (1972) ukézali, Ze simplexova metéda nie je polynomiélna
a v najhorsich pripadoch moze vyzadovat az exponencionédlne vela iteracii. Tato
skuto¢nost vhodne pripravila atmosféru pre hladanie a zistovanie alternativnych
postupov na riesenie tiloh linedrneho programovania.

Novy priestor pre optimaliza¢né metody linedrneho programovania, znadme ako
metody vnitorného bodu, otvoril vo svojej praci Karmarkar [11] (1984), kde pub-
likoval tzv. projektivny algoritmus pre linearne programovanie, ktory bol poly-
nomialny. Prepojenie Karmarkarovho algoritmu s metédami vnutornych bodov
nasiel Gill a kol. [4], ked ukézali izky suvis algoritmu s logaritmickou bariérovou
funkciou metéd vnutorného bodu, ktora bola svojho ¢asu netspesne aplikovana
na ulohy nelinedarneho porgramovania. Tieto skuto¢nosti upttali pozornost mate-
matickej obce a doslo tak za poslednych dvadsat rokov k rozvoju dalSej oblasti
optimaliza¢nych metdd, novej éry metéd vnitorného bodu, ktoré st v sucasnosti
jednou z najdiskutovanejsich oblasti matematického programovania.
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Karmarkarova praca bola zna¢nym prinosom a podnietila mnohych autorov k
navrhovaniu pocetnych algoritmov pre tlohy lindrneho programovania a mozno
povedat, Ze svojim spdsobom sposobila revoltciu v optimalizacii. Ako sa ukazalo,
najvacsiu popularitu ziskali primarno—duélne algoritmy sledovania centralnej tra-
jektorie, ktoré sa vyznacuji vysokym stupiiom spolahlivosti a jednoduchou Struk-
tarou.

Doraz sa kladol na dokazy polynomialnej zlozitosti, rychlosti konvergencie al-
goritmov a mnoho autorov sa pokusalo taktiez o praktickti implementaciu jednot-
livych algoritmov. Ako sa ukéazalo, metédy vnutorného bodu st velmi efektivne
najmé pre rieSenie tloh velkych rozmerov, a to vdaka svojej jednoduchosti a po-
rovnatelne rychlejsej konvergencii. Z praktického hladiska bolo vyvinuté mnozstvo
zdrojovych kédov, z ktorych je dnes velkd cast volne pristupné na réznych webo-
vych strankach venujicich sa tejto problematike.

Neskor sa tiez ukézalo, Ze navrhnuté algoritmy mozu byt zovSeobecnené aj
pre ulohy kvadratického (napr. [22], [23]) a semidefinitného programovania (napr.
[15]), bez toho, aby stratili zo svojej jednoduchosti a efektivnosti.

Hodnoty prispevok k problematike metéd vniitorného bodu predlozili vo svo-
jej praci Lusitg, Marsten a Shanno [16], ktory predostreli problém fungovania
algoritmov aj pre nepripustné startovancie body.

Velmi prinosnou pracou bolo predstavenie Mehrotrovho prediktor—korektor al-
goritmu [19] (1992), ktory sa stal zakladom pre vicsinu zdrojovych kédov progra-
mov metéd vnutornych bodov.

Mnoho tvrdeni pre metédy vnutorného bodu sa uz podarilo dokézat, niektoré
oblasti vSak zostavaju stale nevyjasnené a nemaju teoreticky matematicky za-
klad, akymi st napriklad globéalna konvergencia alebo polynomidlna zlozitost pre
Mehrotrov algoritmus. V stcasnosti je uz vydanych aj zopar kniznych publikacii,
ktoré sa zaoberaju metédami vniatornych bodov. Medzi ne mozeme radit napri-
klad aj monografie [1], [31], [33]. Prehlad o histérii a vyvoji metéd vnatorného
bodu mozno néjst napriklad v [7], alebo [32].

Predkladand praca je inSpirovana najmi knihou Stephena J. Wrighta [33],
ktora je venovana primarno—dualnym metodam vnatorneho bodou. Pokiisime sa
v nej sprostredkovat prehlad o metédach sledovania centralnej trajektérie, ktoré
tvoria jednu z doélezitych a v praxi najviac pouzivanych metéd vnutorného bodu.
Budeme sa venovat hlavne Algoritmu KK (s kratkym krokom), Algoritmu PK
(prediktor—korektor), Algoritmu DK (s dlhym krokom) a nacrtneme problema-
tiku vysoko populdrneho Mehrotrovho algoritmu, kde zostava este stale mnoho
veci neobjasnenych. Oproti vykladu z [33], v tejto praci zovSeobecnime niektoré
parametre pouzivané v tzv. Algoritme PK (Kapitola 3.2) a celkovo podrobnejsie
zdovodnime a vyargumentujeme jednotlivé tvrdenia.
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Kapitola 2 prinéasa prehlad zdkladnych pojmov a definicii a taktiez predsta-
vuje uvod do problematiky tloh linedrneho programovania, metéd vniutorného
bodu a definuje nam pojem centralnej trajektérie. Kapitola 3 pojednava o me-
tédach sledovania centralnej trajektorie, prindsa prehlad o jednotlivych metédach
a ich algoritmoch. Pri uvadzanych algoritmoch uvazujeme pripustnost Startuji-
ceho bodu. Mehrotrovmu algoritmu je venovand Kapitola 4, kde je vysvetlena
koncepcia tohoto algoritmu. Metdéda je prezentovana vo vSeobecnejSom tvare a
teda berie do ivahy aj nepripustné startovacie body. Aj napriek tomu, Ze je tento
algoritmus prakticky najcastejsie pouzivany v zdrojovych kédoch programov pre
metddy vitorného bodu a vyznacuje sa dobrymi praktickymi vysledkami, z teore-
tického hladiska premn ostéva stale mnozstvo otvorenych otazok. Kapitola 5 dava
prehlad o sti¢asnom stave problematiky, doposial dosiahnutych vysledkoch a ot-
véara otézky a podnety pre dalSie skiimanie a implementéciu algoritmov na triedy
optimaliza¢nych tloh z finan¢nej oblasti, ktorymi sa chceme zaoberaf neskér v
dizertacnej praci.



Kapitola 2

Zakladné pojmy

2.1 Linearne programovanie

Uvazujme standardnt formuléciu primdrnej ilohy (P) a k nej prislachajtucej du-
dlnej ulohy (D) linedrneho programovania:

(P) min{c’z | Ar = b, x > 0}
(D) max{bTy | ATy +s=c¢, s >0},

pricom A € R™*" je matica typu (m x n), hodnost matice A je m (< n), ¢, z, s
€ R” st n-rozmerné vektory, b, y € R™ st m-rozmerné vektory.

Mnozinu optimalnych rieseni z* tlohy (P) oznac¢ujeme P* a mnozinu optimal-
nych rieseni (y*, s*) tlohy (D) oznacujeme D*.
Mnozinu P = {z | Az = b, x > 0} nazyvame mnozinou pripustnych rieseni pri-
marnej tlohy.
Mnozinu D = {(y, s)| ATy+s = ¢, s > 0} nazyvame mnoZinou pripustnjch rieSeni
duélnej ulohy.
Mnozinu P° = {z | Az = b, x > 0} nazyvame mnozinou ostro pripustnych rieseni
primarnej tlohy.
Mnozinu D° = {(y, s) | ATy +s = ¢, s > 0} nazjvame mnozinou ostro pripustnych
rieSeni dualnej ulohy.

Vztah medzi (P) a (D) tlohami linedrneho programovania skiima a vysvetluje
tedria duality. Pre strucné priblizenie uvedme (bez dokazov) zakadné vety tedrie
duality:

Veta 2.1 (Slaba veta o dualite) Akz € P a(y,s) € D, tak potom by < c'x.
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Rozdiel ¢z — by = 2Ts nazyvame dudlnou medzerou v pripustnom bode
(x,y,s).

Veta 2.2 (Silna veta o dualite) Optimdlne rieSenie z* dlohy (P) existuje
prave vtedy, ked existuje optimdlne riesenie (y*,s*) 4lohy (D), pricom b'y* =
T, .%
clxt.

Viac informécii mozno néjst napriklad v [31].

Nutné a postacujice podmienky optimality pre kazdua z tloh (P) a (D) mozno
napisat v tvare spoloénom pre obe tlohy. Ide v podstate o zndme Karush—Kuhn—
Tuckerove! (KKT) podmienky z nelinedrneho programovania [9], aplikované na
ulohy (P) a (D):

Az = b (2.1)
ATy+s = ¢ (2.2)
xs; = 0, 1i=1,2,....n (2.3)
(z,s) > 0. (2.4)

Podmienky (2.1) a (2.4) uréuju mnozinu pripustnych rieseni (P) a podmienky
(2.2) a (2.4) uréuji mnozinu pripustnych rieSeni (D). Rovnicu (2.3) nazyvame
podmienkou komplementarity.

Vektor z* je optiméalne riesenie (P) a vektor (y*,s*) je optimalne rieSenie
(D) prave vtedy, (x,y,s) = (2, y*, s*) je rieSenim systému (2.1) — (2.4). Vek-
tor (z*,y*, s*) predstavuje primdrno—dudlne optimdlne riesenie.

2.2 Primarno—dualne metédy vnutorného bodu

Primdrno—dudlnymi metodami sucasne hladdme primérno—duélne rieSenie tloh
(P) a (D) v tvare (x*, y*, s*).

Mnozinu F = {(z,y, s) | Az = b, ATy + s = ¢, (z, s) > 0} nazfvame mnoZzinou
pripustnych rieSeni primarno—duélnej tlohy.
Mnozinu F° = {(z,y,s) | Az = b, ATy + s = ¢, (z,s) > 0} nazyvame mnozinou
ostro pripustnych rieSeni primarno—dualnej tlohy.

1V literattre sa zvyknd uvadzat aj pod nazvom Kuhn-Tuckerove podmienky.
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Mnozinu primarno—dualnych optimélnych rieseni oznac¢ime F* mozeme ju za-
pisat v tvare:

F* =P* x D* = {(a*,y*, s*) | spliia podmienky optimality (2.1) — (2.4)}.

Veta 2.3 (Veta o ostrej komplementarite) Ak P # () a D # (), potom exis-
tuje ostro komplementdrne optimdlne rieSenie (x*,y*, s*), t.j. optimdlne riesenie
spliiajice x* + s* > 0.

Veta o ostrej komplementarite zarucuje, ze ak st mnoziny pripustnych rie-
Seni (P) a (D) nepréazdne, tak existuje aspon jedno ostro komplementarne riesenie
(x*,y*, s*). Poznamenajme, Ze ak mé tloha viac ako jedno optimélne riesenie, tak
niektoré optiméalne riesSenia nie st ostrokomplementarne.

Pomocou funkcie F(x,y,s) : R*+" — R?"™™ a podmienky (2.4) prepiseme
podmienky optimality pre primarno—dualne metédy do tvaru:

Az —b
F(z,y,s)=| ATy+s—c | =0 (2.5)
XSe

(x,s) >0,
kde

X = diag($1,$2,---7$n)7
S = diag(s1,S2,...,5n),
e = (1,1,...,1)7T,

Ak by sme hypoteticky riesili tento systém pomocou Newtonovej metddy, tak
by sme generovali postupnost bodov (2%, ¥, s*) vo vnitri mnoziny pripustnych
rieseni (t.j. ¥ > 0 a s* > 0), pomocou rieseni (Ax, Ay, As) nasledovného systému:

Az
J(Z’,y, 8) Ay = —F(%?/, S)a
As

kde J(z,y,s) je Jakobiho matica funkcie F(z,y, s).
To znamena, ze by sme riesili systém:

0 AT I Ay | = 0 (2.6)
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v bode z = zF, s = s*.

Nova iteracia v Newtonovom smere k optimalnemu primarno—dualnemu rieseniu
by potom mala tvar:

(2P A ) = (28 yF | sP) + a(Ax, Ay, As),

pricom a € (0,1] je parameter dlzky kroku. Ak je o = 1, hovorime o plnom
Newtonovom kroku. Tento krok by vSak bol zvic¢sa nepripustny, lebo by ohro-
zoval splnenie podmienky (z*™! s¥*1) > 0. Poznamenajme, 7e takéto postupy
nasli svoj obraz v tzv. afinno—Skalovacich algoritmoch metéd vnitorného bodu.
Ich nevyhodou je, Ze jednotlivé iteracné body sa mozu uz po par iterdciach dostat
pomerne blizko ku hranici kladného ortantu, ¢o sposobuje, Ze musime volit o < 1,
aby sme zabezpecili kladnost jednotlivych iteracii. Tato skuto¢nost velmi spoma-
[uje konvergenciu algoritmu. Preto sa v metédach vntitorného bodu smery urcené
systémom (2.6) — teda tzv. afinno-skdlovacie smery (alebo inak povedané smery
orientované k optimélnemu rieSeniu) — kombinuji so smermi, ktoré nas orientuji
viac do "centra” kladného ortantu. K definovaniu takychto smerov slizi pojem
centralnej trajektorie.

2.3 Centralna trajektoria

Perturbujme systém (2.1)—(2.4) pre nejaka pevne zvolent hodnotu x> 0:

Ar = b (2.7)
ATy+s = ¢ (2.8)
XSe = pe (2.9)
(x,s) > 0. (2.10)

Ak je mnozina F° neprazdna, plati, ze pre kazdé pu > 0 existuje jednoznacné
rieSenie (z(p), y(u), s(1)) perturbovaného systému (2.7)—(2.10).

Centrdlnu trajektoriu mdzeme potom definovat ako mnozinu bodov rieSenia
systému (2.7)—(2.10), zavislych od hodnoty parametra pu:

C = {(z(w),y(n),s(p)) | > 0}.

Pre zjednodusSenie znadenia budeme dalej uvadzat namiesto (x(u), y(u), s())
len znacenie (z,, Yy, S,)-

V tedrii metéd vnutorného bodu sa dokazalo, ze centralna trajektoria je dobre
definovana, t.j. ze ak je mnozina ostro pripustnych bodov F° neprazdna, tak ma
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systém (2.7)—(2.10) pre kazdé p > 0 prave jedno riesenie (z,,y,, s,). NavySe cen-
tralna trajektoria pre p — 0 konverguje k ostro komplementarnemu optimalnemu
rieSeniu linedrneho programovania, t.j. plati: (z,, y,, s,) — (z*, y*, s*), pre u — 0.
Pre viac informécii pozri [33].

Pomocou funkcie F'(z,y, s) z (2.5) moZno centrujici systém zapisat nasledovne:
0
F(z,y,s)=1| 0 |, (x,s) > 0.
e

Newtonov smer pre centrujici systém (2.7)—(2.9) tak dostaneme rieSenim sys-
tému:

A 0 0 Ax 0
0 AT I Ay | = 0 . (2.11)
S 0 X As —XSe + pe

Tento smer je orientovany k centralnej trajektorii.

Ak by sme systém (2.11)postupne riesili pre zmensujice sa p, takjmto rieSenim
by sme dospeli k optimalnemu rieseniu povodnej neperturbovanej tlohy a to bez
ohladu na skutoc¢nost, v akom bode sa nachddzame.

Vacsina primarno—dualnych algoritmov pouziva najcastejsie kombinaciu New-
tonovho kroku orientovaného smerom k optimalnemu primarno—dualnemu rieseniu
z (2.6) spolu s Newtonovym krokom orientovanym smerom k centréalnej trajektorii
z (2.11). V algoritmoch, ktoré popiSeme nizsie, budeme hodnotu paramtera p volit
adaptivne, v zavislosti od toho, v akom bode sa prave nachadzame. Pri tomto
budeme pouzivat dva dalsie parametre 7 a o(z,s), kde yu = 7o (z, s), pricom 7 €
[0,1] bude centrujici (rozhodugici) parameter a o(z,s) bude parameter dudlnej
medzery, ktory je dany predpisom:

o(x,s)=— Zmzsl -7 (2.12)

V dalsom texte budeme kvoli zjednoduSeniu o(x, s) zviiéSa oznacovat iba sym-
bolom o, pricom pod tymto oznacenim budeme stale chapat funkciu zavisla od
premennych x a s.
Riesenim systému:

A 0 O Az 0
0 AT T || Ay |= 0 (2.13)
S 0 X As —XSe + 7oe

dostavame Newtonov smer (Az, Ay, As) orientovany k bodu (2,4, Y0, S+0) € C.
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Pomocou volby centrujiceho parametra 7 rozhodujeme o smere Newtonovho
kroku. Pre hodnotu parametra 7 = 0 dostavame afinno—skdlovaci smer, oriento-
vany k optimalnemu primarno—dualnemu rieseniu. Ak polozime 7 = 1, dostavame
centrujuci smer, pri ktorom Newtonov krok smeruje k bodu (z,, ¥y, S5) € C. VAE-
Sina algoritmov v8ak pouziva volbu centrujiceho parametra 7 € (0, 1).

Na zéklade tychto poznatkov mozeme sformulovat zakladnt Struktru primarno—
dudlneho algoritmu, ktory bude vychodiskom pre dal$ie modifikdcie v metddach
sledovania centralnej trajektorie.

Skelet algoritmu
Vstup: (2°,y°,s°) € F°

pre k=0,1,2,...

1. ries:
A 0 0 Az 0
0 AT I Ayt | = 0 , (2.14)
Sko0  X*F AsF —X*Ske 4+ o€

kde 7 € 0, 1] a 0 = &5,
2. prirad:
(@ y S = (2,4, 5Y) 4 an(Axh, AyF, AsY), (2.15)

kde oy, volime tak, aby (2%, sk+1) > 0.
skonci.



Kapitola 3

Metody sledovania centralnej
trajektorie

Metody sledovania centralnej trajektorie zabezpecuju, aby sa jednotlivé iteracie
nachadzali v okoli centralnej trajektorie a aby sa pozdlZ nej, so zmensujicim sa
hladalo optimélne riesenie tlohy linedrneho programovania. Pridrziavat sa okolia
centralnej trajektérie ma tt vyhodu, ze toto okolie je vzdialené od bodov, ktoré
sa nachadzaji na hranici nezaporného ortantu. Nie je nutné, aby sme sa nacha-
dzali priamo na C, alebo v jej tesnej blizkosti. To znamen4, Ze podmienka (2.9) z
KKT podmienok nemusi byt presne splnena. Postaci, ak sa budeme nachédzat v
korektne definovanom okoli centralnej trajektorie, pricom sa budeme snazif zmen-
Sovat parameter presnosti mierky duality o k nule.

Definujme okolia centralnej trajektorie C, ako:

XSe
— o — < .
N>(6) {(x,y,s)€f| P e 2_8} (3.1)
pre parameter 6 € (0,1) a
Nowoly) =3 (2,y,8) € FO| —2%_ > Wi=1,2 (3.2)
—oo\Y) = z,Y,s O'(.CL’,S)_V’ 1=1,2,...,Nn .

pre parameter v € (0, 1).
Oznacenie || - ||2 predstavuje Fuklidovski normu, ktord je vo vSeobecnosti pre
vektor u € R™ definovana predpisom:

" 1/2
Julh = (Zuf) |
=1

Metédy sledovania centrilnej trajektdérie mozno z Casti prirovnat k homoto-
pickym metédam, ktoré taktiez hladaji riesenie pozdiz trajektdrie zavislej od ne-

13
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jakého parametra, ktory moze zdanlivo nerieSitelny problém zmenit na trividlny.

V metdédach sledovania centralnej trajektdrie volime okolie C,! dalej centru-
jaci parameter 7 a dizku kroku «, a to vietko tak, aby sme zabezpedili, Ze vietky
iteracie (z*, y*, s¥) sa budt nachadzat v zvolenom okoli.

Pri odhade zlozitosti algoritmov sa ¢asto hovori o takzvanom e-presnom rie-
Seni. e-presné riesenie je také x € P a s € D, ktoré spliia podmienku z7s < e. V
algoritmoch opakujeme cyklus iteracii az pokial nie je splnend pozadovana pod-
mienka presnosti.

Metddy, v ktorych sa pouziva volba okolia N3(#) maji zlozitost O(y/nlog?t).
Medzi takéto patria metédy s kratkym krokom a prediktor—korektor metédy.

Metody s krdatkym krokom patria k najjednoduchsim metédam vnatorného
bodu. Pri volbe centrujiceho parametra 7 sa spravaju dost konzervativne. Pre
vSetky iteracie volia za parameter 7, = 7 konstantni hodnotu, zvacsa blizku jed-
notke a za parameter dlzky kroku oy, = 1.

Prediktor-korektor metody? st dalsimi z kategdrie metdd sledovania centralnej
trajktorie so zlozitostou O(y/nlogt). V porovnani s ostatnymi metédami dosa-
huju lepsie vysledky, napriklad ¢o sa tyka rychlosti konvergencie. V jednotlivych
iteraciach sa striedaju dva druhy krokov a to prediktor krok (1 = 0), ktory je orien-
tovany smerom k optimalnemu primarno—dudlnemu rieseniu,® vylepsuje hodnotu
parametra mierky presnosti duality o a korektor krok (r = 1 a o = 1), ktory
zabezpedi nasmerovanie spit do vnitra mnoziny, smerom k centralnej trajektorii,
bez dalsieho efektu na hodnotu parametra o.

Metody s dlhgm krokom pouZivaji vo svojich algoritmoch okolie N_ (7). Ich
zlozitost je O(nlog%), ¢o je v porovnani so zlozitostou algoritmov predchadzaji-
cich dvoch metéd, O(y/nlogt), slabsi vysledok. Vyznacuju sa odvaznejsiou volbou
centrujiceho parametra 7 (napriklad v porovnani s metédami s kratkym krokom).
Volbu parametra dlzky kroku ay, prisposobuje vidy najvicsej moznej hodnote s
ohladom na to, aby sme sa stale nachadzali v zvolenom okoli.

Dalej sa budeme blizsie zaoberat jednotlivymi algoritmami. Algoritmy sa v
globale vyznacuju jednoduchou struktirou, aj napriek ich zlozitejSiemu teoretic-
kému pozadiu. Spominané algoritmy su zakladom pre zlozitejsie a komplikovanej-
Sie algoritmy, akymi st napriklad algoritmy s nepripustnym Startujicim bodom.

I'Druh okolia zavisi od typu pouzitej normy. Nemusi teda ist v kazdom pripade iba o uvedené
dva druhy okolia NV3(0) a N_ oo (7).

2 Prediktor—korektor algoritmus sa niekedy oznacuje nézvom ”Mizuno-Todd—Ye prediktor ko-
rektor algoritmus”, s cielom odli$if ho od zna¢ne rozdielneho ”Mehrotra prediktor—korektor
algoritmu”.

3Orientaciu  smerom k optimalnemu primarno-duilnemu rieseniu nazyvame afinno—
skéalovacim smerom.
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My vsak budeme v tejto kapitole predpokladat pripustnost Startujiceho bodu.
Poznamenajme, Ze nizsie uvedené metédy mozu byt modifikované aj pre pripad
nepripustného startujiceho bodu.

3.1 Metddy s kratkym krokom (KK)

V metdédach s kratkym krokom (KK) Startujeme v bode (2°,4°, s°) € N5(0) a pre
cely algoritmus pouzivame konstanté hodnoty parametrov a, = 1 a 7, = 7, pri-
¢om volené parametre 6 a T musia spliiaf kritéria, ktorych analjze sa budeme dalej
podrobnejsie venovat. Na jednotlivé iteracie (z*,4", s*), generované touto meto-
dou, kladieme poziadavku, aby sa vSetky nachadzali vo vnutri zvoleného okolia
No(6). Ako tiez neskor uvidime, mierka presnosti duality oy = o(2*, s*) konver-
guje k nule s konstantnou rychlostou 7.

Tato metdda je definovanad na zaklade Skeletu algoritmu z Kapitoly 2.3 zo
strany 12.

3.1.1 Algoritmus KK
Vstup: 6=0,4

T=1- %
(2°,9°,5°) € No(0)
pre k=0,1,2,...

. 2
1. prirad: 7, = 7,

2. ries:
A 0 0 Axk 0
0 AT I Ayt | = 0 , (3.3)
SkEo0 Xk AsF —X*Ske 4+ o€
3. prirad:
(@ M S = (2, F, s7) + (AR, AyF, ASY),
skondi.

KedZe sme polozili a, = 1 pre vietky iterdcie, neovplyviiovali sme tak dizku
jednotlivych krokov v iteraciach.



KAPITOLA 3. METODY SLEDOVANIA CENTRALNEJ TRAJEKTORIE 16

Pri nasledujtcich analyzach metody sledovania centralnej trajektorie s krat-
kym krokom sa budeme snazit ukazat, Ze vSetky generované iteracie sa stale nacha-
dzaju vo vnuti okolia N5 (). Este predtym vSak dokédzme globalnu konvergenciu a
polynomiélnu zlozitost algoritmu. Vychadzajme zatial z faktu, Ze plati tvrdenie,
ze sa vsetky iteracie nachadzaju vo vnutri zvoleného okolia.

Z nasledujtcej Lemy 3.1 vyplyva linedrna konvergencia. Uvaddzame ju vo vSe-
obecnom tvare, pretoze sa da tak aplikovat na vSekty druhy algoritmov, ktoré
pouZivaji na vypocet kroku (Az* Ay* As*) systém (3.3).

Budeme pouzivat nasledovné znacenie:

(z(a),y(a),s(a)) = (x,y,s)+ a(Ax, Ay, As), (3.4)
oy~ 2@

Lema 3.1 Nech je krok (Az, Ay, As) definovany systémom (3.3).
Potom

ArTAs =0 (3.5)

ola)=(1-a(l—1))o. (3.6)

Dékaz: Najskor dokdzeme prvii ¢ast vety, t.j. Ze plati rovnost AzTAs = 0.
Vychadzajic z prvého a druhého riadku systému (3.3) mame:

AAx = 0,
ATAy+As = 0 = As=—-ATAy,

z Coho je zrejmé platnost:
AxTAs = —AxT AT Ay = —(AAz)T Ay = 0.

Pre druht ¢ast dokazu budeme vychadzat z tretieho riadku systému (3.3):

SAz + XAs = —XSe + Toe. (3.7)
Sc¢itanim vSetkych n-zloziek tejto rovnice dostavame:
sTAz +2T"As = —aTs+nro
T
xts
= —als+nr—
n
= —(1-1)2"s

Z tohoto a z rovnosti (3.5) dalej dostavame:

z(a)'s(a) = a's+a(s"Az + 27 As) + a?AxT As
vl's —a(l —7)z's

(1—a(l —1))a’s,
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z ¢oho jasne vyplyva druhd rovnost (3.6). O

Tymto sa nam podarilo zaroven dokazat globdlnu linedrnu konvergenciu Algo-

ritmu KK, kedZe pri $pecifickej volbe parametrov v algoritme, 7, = 7 = ( — %)

a o = 1, dostavame:

0,4
Opy1 = TOp = <1 — ’—) O k=0,1,... (3.8)

Nasledujicu vetu uvedme pre potreby dokazu polynomialnej zloZitosti Algo-
ritmu KK.

Veta 3.1 Nech € € (0,1). Predpokladajme, Ze algoritmus pre rieSenie systému
(2.1)-(2.4) generuge postupnost iterdcii, pre ktori plati

o
Uk+1§ (1——) O ]{3:0,1, (39)

pre nejaké kladné konstanty 6 a w.
Predpokladajme taktiez, Ze Startujici bod (x°,1y°, s°) vyhovuje podmienke:

Oo < — (310)

pre nejaki kladnd konstantu k.
Potom existuje indexr K :

1
K = 0O(n“log-),
€

taky Ze
op < € Vk > K.

Dokaz: Je zrejmé, ze opakovanym pouzitim (3.9) dostaneme:

k
akg(l—%> O, k=1,2,...

n

Zlogaritmovanim tejto formuly a potom aplikovanim vafahu (3.10) dostavame:
J
logor, < klog|1l—— ) +logo,
nw

o 1
< klog (1 — —) + klog —.
nv €
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Vseobecne, pre logaritmickt funkciu plati odhad:
log(1+8) <8, V3>

Rovnost nastava iba v pripade, ak je 5 = 0.
Na zéaklade tohoto odhadu vyplyva, ze:

1
logo, < k (—£> + klog —.
n« €

Konvergenc¢né kritérium, o, < ¢, je preto splnené, ak mame:
) 1
k (——) + klog — < loge.
nv €
Upravou vyrazu dostavame
) 1 1
k (——) < —log—- —klog—
€ €

1
= —(14+k)log—,
€

z ¢oho je zrejmé, Ze tato nerovnost plati Vk, ktoré spliaji podmienku:

w

n 1
E>K=(1 — log —.
> (14 k) 5 log -
Tymto je veta dokazana. O

Z nasledujucej vety priamo vyplyva polynomialna zlozitost Algoritmu KK.

Veta 3.2 Majme ¢ > 0. Predpokladagme, Ze pre Startujici bod (x°,y° s°) €

N>(0,4) v Algoritme KK plati:

<1
O'O_E—K

pre nejaké k > 0.
Potom ezistuje index K, kde K = O(y/nlog %), taky Ze:

o <€ Vk > K.

Dokaz: Je bezprostrednym désledkom vyrazu (3.8) a vety 3.1 pre volbu para-
metrov 0 = 0,4 aw =0,5. 0

Predchadzajucimi tvrdeniami sme dokézali linedrnu konvergenciu a polyno-
mialnu zlozitost Algoritmu KK. Dalej sa budeme venovat cielu, ukizat Ze jednot-
livé iteracie (z%,y", s*) vietky zostavajt vo vnttri okolia N3 (6).

Ako technicky aparat pre dalSie dokazy uvedme nasledujicu lemu.
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Lema 3.2 Nech u a v st lubovolné vektory z R™, pricom uTv > 0.
Potom plati:
[UVell <2722 ||u+v]|?,

kde
U = diag(uy,us, ..., u,), V =diag(vy,ve,...,vy,).

Dokaz: Pre akékolvek dva skalary a a [, také Zze a8 > 0, plati:

v@Bs§m+m, (3.11)

¢o je zrejmé z nasledovnych tprav:

2VaB < Ja+ gl
4aff < o® +2aB+ 2
a?—2aB+p* > 0
(a—B)?* > 0.

Kedze u"v > 0, dostavame:
0<uly= Vs s = s — vy
<uv= uv; + uv; = )Y |uvil |uivil,
w;v; >0 u;v;<0 1€ €L
kde sme rozc¢lenili mnozinu indexov 1,2,...,n na

K={i|lwv;, >0} a L={i|luw <O0}.

Z toho dostavame, ze:

D fuwi] <> fuv. (3.12)

ieL iek
Vseobecne, definujme jednotkovi. normu pre Tubovolny vektor u € R" predpisom:

n

luly = .

i=1
Ak vychadzame z toho, Ze pre normy plati || - |2 < || - ||1, tak dostéavame:
1/2
|UVel = (H[UZUZ]Z»EICH2 - |Hulvz]z€£H2>
1/2
< (Mwwdicl + lledicel) ™ Wl <0

o\ 1/2 ,
< (2llmediecll?) podra (3.12)
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= \/§|Huivi]zeic||1
< \/5‘ E(uvai)Q]
= 2723 (0 4 v7)?

i€
1=1
= 2732||u+v|?,

podla (3.11),i € K

i€kl

¢im sme dokéazali platnost lemy. O

V leme 3.1 sme ukézali, ze vektorovy sucin AxTAs = > Az;As; je rovny
nule. Nie je vSak ziaden Specidlny dovod na to, aby boli nulové jednotlivé suciny
Al’zASZ
V nasledujtcej leme budeme hladat hranicu na vektor tychto dvojic stcinov.

Lema 3.3 Ak (z,y,s) € Na(0), potom

0? +n(1—r71)2

<
|axase] < =m0

Dékaz: Definujme diagonalnu maticu: D = X1/251/2,
Po vynasobeni vzfahu (3.7) vyrazom (X.S)~'/? dostavame:

D7 'Az 4+ DAs = (XS)"V*(=XSe 4 Toe). (3.13)

Aplikovanim predchadzajtcej Lemy 3.2, kde v nasom pripade
u= D"'Ax a v = DAs, dostdvame:*
|AXASe| = |(D'AX)(DAS)e|
< 27 D'AX + DAS|*> 7 Lemy 3.2

273/2||(XS) V(=X Se 4 Toe)||? z (3.13)

Cajg e (—8; + T0)?
_ gspN (Eisi 7o)
2_3/2”X56—7'0'6H2‘

< 3.14
- mini T;S; ( )

Kedze (z,y,s) € N2(0), dostavame ze
min z;s; > (1 —0)o. (3.15)

4Pre nasu volbu vektorov u = D™'Az a v = DAs je mozné lemu aplikovat, kedze plati, Ze
(D~*Ax)T(DAs) = 0.
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Pre ohrani¢enie vyrazu || X Se — Toe| poznamenajme, Ze:
e’ (XSe —oe) =a's — gele = 0,
a preto:
|XSe —roe||* = |(XSe—oe)+ (1 —7)oel? / £ oe
= || XSe —oe|®*+2(1 — 1)oe’ (X Se — ge) +
+(1 — 7)%0%e"e)

< 0*0® +n(1—1)%0% (3.16)
Dosadenim (3.15) a predchadzajiceho vztahu (3.16) do vyrazu (3.14) dostavame:
XSe —
IAXASe| < 2—i’>/2||"€—ngl
min; r;s;
< o2 6?0? + n(1 — 7)%0?
- (1—-0)o
P +n(l-7)?
23/2(1 —0)

Tym sme dokézali platnost lemy. O

Na zaklade lemy 3.1 teraz uz vieme, Ze parameter mierky duality o sa zmen-
Suje linedrne, ako sa postvame v smere (Az, Ay, As). Ako daleko sa sa nachadza
bod (z(a),y(a), s(a)) od centralnej trajektérie pri pouziti okolia N3(#) a normy
Il - |l2 objasiiuje nasledujtca lema, ktora je jednoduchym désledkom predchédza-
jucej Lemy 3.3.

Lema 3.4 Ak (x,y,s) € Na(0), potom plati:
X (a)S(a)e —o(a)e]| < |1 —al|XSe—ce|| +a?|AXASe
,02 +n(l— 1)
2312(1 — 0)
Dékaz: Vychadzajuc z tretieho riadku systému (3.7) objasnime jednotlivé zlozky
vztahu X («)S(a)e — o(a)e. Na zaklade tohoto a z Lemy 3.1 potom dostavame:

< 11— albo+

zi(a)si(@) —o(a) = xi8; + a(s;Az; + 1;A8;) + ®Ax;As; —
—(1—a(l—1))o
= 138 + a(—x;5; + 70) + P Ar;As; —
—(1—a(l—71))o
= 1;5(1 — @) + ato + o Ax;As; —
—(1—a+ar)o
= x;8i(1 — ) + o*Az;As; — (1 — a)o.
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Prepisanim tychto zloziek do vektorovej formy dostavame:

IX(@)S(a)e —a(a)e] = lzisi(l—a) = (1 —a)o + oAz Asi|i |
< |1 —al|XSe —oe| + *[|AXASe||
6? +n(1—r71)2

2
< 1—alfo+« ¥ —0) o,

¢o bolo treba dokazat. O

Dalsia veta, ktort uvaddzame, definuje vztah medzi parametrami 6 a 7 a uka-
zuje, Ze aj pri volbe kroku dizky o = 1 sa nedostaneme s novou iteraciou mimo

okolia N3(6).
Veta 3.3 Nech parametre 7 € (0,1) a 0 € (0,1) vyhovuji podmienke:
0? +n(l—r71)2
23/2(1 — 0)
Potom, ak (z,y,s) € Na(0), tak

< 76. (3.17)

(z(),y(a), s(a)) € Na(f) Va € [0,1].
Dokaz: Ak dosadime podmienku (3.17) do vzfahu z Lemy 3.4, pre o € [0, 1]
mame:
| X (a)S(a)e —a(a)e|| < (1—a)fo+ a’rho
< 1—-a+ar)bo
= 1—-a(l—"1))bo
= fo(a), (3.18)
kde poslednt rovnost sme dostali zo vztahu (3.6).
7 tohoto dévodu spliia bod (z(a), y(a), s(«)) podmienku, Ze patri okoliu Na(6).
Este ndm zostava overit, ze (z(a),y(a), s(a)) € F°.
Overme teda vietky podmienky, ktoré musi spliiat bod patriaci do F°.
Je Tahké overit splnenie podmienok:
Az(a) = b
ATy(a) +s(a) = c
Na zdklade definicie (z(a),y(a),s(a)) zo vztahu (3.4) a prvého riadku systému
(3.3) dostavame:
Az(a) = Az + aAx)
= Az + aAAx
b+ a0
= b
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Podobne dokéZzeme aj druht rovnost vyuzitim (3.4) a druhého riadku systému
(3.3):

ATy(a) +s(a) = AT(y+ aAy) + s+ aAs
= ATy +c+ a(AAy + As)
= c+al

= C.

Pre overenie podmienky kladnosti (z(«a), s(a)) > 0 poznamenajme, 7Ze (z,s) =
(#(0), 5(0)) > 0.
Zo vztahu (3.18) vyplyva:

zi(a)si(a) > (1 —0)o(a) =(1—-0)(1 —a(l — 7))o >0, (3.19)

kde ostra nerovnost je dosledkom volby parametov 6 € (0,1), 7 € (0,1) a o €
(0,1]°. Z toho vyplyva, ze nemdzu nastat rovnosti z;(a) = 0, alebo s;(a) = 0 pre
akykolvek index ¢ pri volbe parametra a € [0, 1] a kedze st x;(«) a s;(«) spojité
funkcie v «, tak nemoézu byt ani zdporné. Preto musi platit, ze (z(a),s(w)) >
0, Va € [0,1] a teda bod (z(«),y(a),s(a)) € F°, ¢im sme dokazali platnost
vety. U

Pre kompletnost dokazu platnosti Algoritmu KK otestujme esSte, ze aj $pe-
cidlna volba parametrov § = 0,4 a7 =1— % spliia podmienku (3.17) z Vety 3.3,
t.j.

0% + n(l —71)2
23/2(1 — 0)

Po dosadeni hodnot parametrov z Algoritmu KK do vzfahu dostavame:

<76 Vn>1.

(0,4) +n(1 — 1+ %) (1_0,4)04
23/2(1 — 0, 4) = '
2(0,4) 0,4

we0e = T Um
0,4 V2
vn 3

vn > 533
n > 0,57

IN
—_
I
|

=0,75

z ¢oho jasne vidime, Ze je nerovnost (3.17) splnené pre vSetky n > 1.

5Ak by bolo a = 0, tak by sme sa nachadzali stale v tom istom bode, nespravili by sme
ziaden krok.
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3.2 Prediktor—korektor (PK) metody

V Algoritme KK sme vyberali centrujici parameter konstantny pre vsetky iteracie
7 = 7 € (0,1). Takdto volba parametra ma dosiahnuf v kazdom kroku, v kazdej
iteracii dvojaky ciel a to zlepSenie centrality a zredukovanie mierky duality. Na
rozdiel od metéd pouzivajicich takuto volbu kroku, prediktor—korektor metody
(PK) a Algoritmus PK pouzivaji na dosiahnutie uvedenych cielov dva rozne druhy
krokov, ktoré sa postupne striedaju v jednotlivych iteracidch. St to nasledovné
dva druhy krokov:

o prediktor krok (1, = 0) slizi na redukciu parametra presnosti mierky duality
0. Pre tento krok dostéavame, ze o(a) = (1 — a)o.

o korektor krok (1, = 1) slizi na vylepSenie centrality. Kedze o(a) = o, je
zrejmé, ze tento krok neovlyviiuje mierku presnosti duality.

Dalsou dolezitou zlozkou Algoritmu PK je dvojica okoli N5(6), ktoré su umiest-
nené sustredne jedno v druhom. Budeme ich v dalom texte oznacovat ako N3 (6;,)
— vnttorné okolie a N3(6,,:) — vonkajsie okolie.

Parne iteracie (2%, y*, s*) (s pArnym indexom k) maji obmedzenie, aby sa na-

.....

volnosti a postaci, ak sa budi nachédzaf vo vonkajSom okoli — nie v8ak mimo neho.

Budeme teraz skiimat prvé dve iteracie Algoritmu PK, ¢o postaci na ilustraciu
celého algoritmu.

Startujeme z bodu (2°,y°, s°), ktory sa nachddza vo viitornom okoli. Ratame
prediktor krok, 7, = 0. Pohybujeme sa pozdlz tohoto smeru, aZ pokym sa ne-
dostaneme nahranicu vonkajsieho okolia N3(6,,:) (nie vSak sa tto hranicu). V
tomto bode zastaneme a priradime hodnotu novej iteréacii (2!, ', s!). Dalej po-
krac¢ujeme ratanim korektor kroku, 7 = 1. Dlzku kroku v tomto smere volime
a =1, t.j. jednotkovy krok. Nim sa presunieme do nového bodu, kde definujeme
dalsiu iteraciu (z?, y?, s*). Tato sa nachddza vo vntitornom okoli N5(6;,), ¢o neskor
blizsie ukazeme v nasledujtcich tvrdeniach. Tento dvojkrokovy cyklus opakujeme
generujic postupnost iteracii, pricom parne iteracie sa nachadaji vo vnutornom
okoli a neparne iteracie sa nachadaju vo vonkajSom okoli. Skon¢ime pri dosiahnuti
pozadovanej presnoti riesenia.

Prediktor krok, ako je zrejmé z vyjadrenia o(a) = (1 — a)o, znizuje hodnotu
parametra presnoti duality o koeficientom (1 — «), pri¢om « je koeficient dlzky
kroku. Korektor krok nechéva o nezmené, kedze o(«) = o. Tym Ze sa cez korektor
krok naspit vraciame do vnatorného okolia, ddvame tak v nasledujicej iteracii s

.....
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Formalny zapis Algoritmu PK mozeme popisat vychadzajic zo skeletu algo-

ritmu z kapitoly 2.3.

3.2.1 Algoritmus PK

Vstup:(z°,3°,5°) € No(0:,)
pre k=0,1,2,...
Ak: k je parne

*prediktor krok*

1. ries:
A 0 0 Az
0 AT I Ay
Sk Xk AsF
2. poloz:

o, = maz{a | ("), y"(a), s* (@) € Na(Oou), o € [0,1]},

0
0 ,
—XFkGke

([Bk+l,yk+l,8k+1> — (xk(ak),yk(ak),sk(ozk)),

3. prirad:
inak:

*Lorektor krok*

4. ries:
A 0 0 AzF
0 AT I Ay
Sk XF AsF

5. prirad:

—X*Ske + ore

(2T T sF ) = (2, oy, ) + (AR, AyF, Ash),

skondi.

(3.20)

(3.21)

Vicsina analyz uskutocnenych pre metédy s kratkym krokom mé vSeobecnii
platnost aj pre pre prediktor-korektor metédy, kedZze v oboch pripadoch pou-
zivame volbu N;(0) okolia. Preto teraz budeme dalej analyzovat Specifikd pre
prediktor—korektor metédy, ako je volba maximélneho mozného «y v kroku 2. a
taktiez vzfah medzi 6,,; a 6;,, pri ktorom je zabezpecena funkcénost Algoritmu
PK. Pripomenme si definiciu okolia aplikovani pre volbu parametrov 6,,; a 60;,:

Nattos) = { (2. € 71 |

Se
o

— €

S eout} 9
2
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2

Nasledujtuca lema opisuje spravanie sa kazdého prediktor kroku a zaroven urcuje
spodnt hranicu dlzky prediktor kroku a dava odhad na redukciu o.

X Se

— €

No(6;,) = {(a:,y, s) € F°|

Lema 3.5 Predpokladajme, Ze (x,y,s) € Na(0;,) a (Az, Ay, As) je definovany
systémom (3.20)°.
Potom (z(a),y(), s(a)) € No(Oput), Yo € [0,a], kde

B . 1 no 1/2

eout - em
= — 3.23
U 5 (3.23)
7 toho vyplijva, %e dlZka kroku je prinajmensom & a novd hodnota mierky duality

o dosahuge hodnotu najviac (1 — @)o.

Dokaz: Z Lemy (3.4) méame:
[X(@)S(a)e —a(a)e|
< |1 —al|XSe —oe| + *[|AXASe||

no
< — — S — .
< (1 a)||X Se ae|| + || Se|| ||AXAS€|| VA (3 22)

< (1—a)a«9m+(1n_aa)(1—a) (2,9, 5) € No(0in)
TR A

- e (o 5 25)

< (1—=a)o (i +2n) kedze o <

1
-2
o(a) (0 + 2n) z (3.6) pre 7 =0
O'(Oé) (eout) kde eout = em + 277

Odtial dostavame platnost tvrdenia, ze (x(«), y(a), s(«)) patri okoliu Na(6,.;) pre
vietky hodnoty « € [0, @], a to pri volbe parametra n = Zeut=fin_
Pre tplnost nam zostava eSte overit podmienku ostrej pripustnosti, ¢o dokazeme

obdobne ako vo Vete 3.3:
Prvé dve podmienky

Az(a) = b
ATy(a) +s(a) = ¢

6Poznamenajme, Ze prediktor krok je definovany systémom (2.14), pri volbe parametra 7 = 0.




KAPITOLA 3. METODY SLEDOVANIA CENTRALNEJ TRAJEKTORIE 27

trividlne vyplyvjt z (3.4) a z prvych dvoch riadkov systému (3.20):
Az(a) = A(z + aAzx) = Az + «AAx =)

ATy(a) + s(a) = AT (y + alAy) + s+ als = c.

Overme dalej platnost podmienky kladnosti (z(«), s(«)) > 0.
Vychédzajtc zo vztahu (3.18), pre 7 = 0 dostavame:

zi(a)si(a) > (1 —Opm)o(a) = (1 —6;,)(1 — ) >0,

Vi a Ya € [0,1]. Ostra nerovnost je dosledkom volby parametov 6, € (0,1) a
a € (0,a]. Pre o = 0 je ostra nerovnost splnend trividlne, kedze (z(0), s(0)) =
(x,s) > 0. Vtedy mame z;(0) > 0 a s;(0) > 0. Funkcie z;(a) a s;(c) st spojité v «
a teda x;(«) ani s;(«) nemdze byt rovna nule pre ziadne a € [0, 1], a teda nemoze
byt ani zaporné.

Tymto sme overili podmienku ostrej pripustnosti a teda aj platnost lemy. O

Na urcéenie spodnej hranice @ mdZe byt pouzity odhad z Lemy 3.3. Pri volbe
parametra 7 = 1 (prediktor krok) a pre kazdé 6 € (0,1) dostavame odhad:

no S no2%2(1—0)
IAXASe|| = o(62+4n(l—1)3?)

. n22(1-0)

- 02 +n
23/2

> L 6 €(0,1)
n

> 1

-_ n7

pre vsetky n > 1.
Na zaklade definicie & z (3.22) dostavame odhad:

_ . (1 n\ /2
a>min | =, (—) .
2 \n
Pri prediktor kroku (teda pre parne iteracie) tato hranica implikuje redukciu
parametra presnosti mierky duality:

ny\1/2
Opry < (1 . (-) ) op k=0,2.4,. .. (3.24)

n

Korektor kroky su opisané v nasledujtucej leme. Pre korektor kroky ukazeme,
pri akych hodnotach parametrov ,,; a 6;, vratia akykolvek bod z okolia N5 (6,.t)
do vnitorného okolia N3 (6;,)a to bez dopadu na hodnotu parametra mierky pres-
nosti duality o.
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Lema 3.6 Predpokladajme, Ze (z,y,s) € No(Oouw) a Ze (Az, Ay, As) je defino-
vané systémom (3.21)".
Potom plati, Ze:

o(l)=o0

2

(@), 01 5(0) € NalBh) VO > g (325)
Dokaz: Dosadenim 7 = 1 do vzfahu (3.6) dostavame:
cl)=(1-a(l=1)o=0  Vael01].
Dosadenim 0 = 6,,;, « =1 a 7 = 1 do tvrdenia z Lemy 3.4 dostavame:

eout2 + n<]‘ B 1)2

2
IX(W)s@Me —o(Wel < 1= Ubowo +1* =557 75—

0,2
— O ou
T PR —6,,°
Q 2
— out 0'(1)

23/2(1 — O pus)
eout2

= ezn(f(l), kde ein = m.

Splnenie podmienky presnosti sme tymto dokézali. Pre iplnost dokazu je eSte po-
trebné, aby sme preverili podmienku ostrej pripustnosti pre bod (z(1),y(1), s(1)),
¢o by sme ukézali podobne ako v dékaze Vety 3.3 a Lemy 3.5 overenim vsetkych
pozadovanych podmienok. O

Ak by sme v (3.25) zvolili 0;, tak, aby platila rovnost (teda najmensie mozné),
vtedy pre najvicsie mozné 6,,, dostavame nasledovné horné ohranicenie:

2
(0 <) 0, = % < B (< 1)
QOU
23/2(1_tg0ut) = 1
O < 2°/2 =230,
eout(l + 23/2) < 23/2
23/2
eout < W = 0, 74 (< 1).

"Poznamenajme, ze korektor krok je definovany systémom (2.14), pri volbe parametra 7 = 1.
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Vsimnime si, Ze hodnoty 6;, = 0,25 a 6,,, = 0, 5 spliiaji nerovnost (3.25):

(0,5)
2 -~ 7
0.2 2 %pa—05)
(0,25)
0.25 2 %o s
s b

V2
Ako vidime zo znenia lemy, iteracie korektor kroku nechavaji mierku duality
o nezmenenu. Kedze prediktor iteracie dosahuji vyznamni redukciu o (vid vztah

(3.24)), mozno preto dokazat pre Algoritmus PK ten isty druh polynomidlnej
zlozitosti, ako pri Algoritme KK.

Veta 3.4 Nech e € (0,1). Predpokladajme, Ze Startujici bod (x°,y°, s°) € Na(6;n)
v Algoritme PK vyhovuje podmienke:

0, < — (3.26)

pre nejaki pozitivnu konstantu k.
Potom existuje index K :

1
K = O(\/EIOg _)7
€

taky, Ze
o <€ Vk > K.

Dékaz: Kombinéciou (3.24) a predchadzajiucej Lemy 3.6 dostavame:

Ny 1/2
Ok+2 = O41 < (1— (—) ) Ok k=0,2,4,.... (3.27)
n

Z toho vyplyva, ze poziadavka redukcie (3.9) z Vety 3.1 je splnend, ked polozime

§=n"?aw= % pre kazdu druht iteraciu. To znamena, ze vo vSeobecnosti mame
vztah:

)
Ogq2 = Opq1 < (1 — —w> o k=0,2,4,..., (3.28)

n

ktory vSak neovplyvni platnost vysledkov Vety 3.1. Aplikujic postup z dékazu
Vety 3.1 na vztah (3.28) uréime horny odhad K na pocet parnych iteracii, zabez-
pecujuci aby o < €, pre kazdé k parne, také ze k > K.

Vychadzajic z (3.28) pre parne iteracie dostdvame:

k
o \2
ng(l—n—w) Oo
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Zlogaritmovanim a tpravami dostavame:
k )
logo, < —log (1 — —) + log og
2 n«

k ) 1
logo, < —(—— ) +klog-—.
2 nv €

Podmienka o, < € je splnena, ak mame:

< loge

1 1

< —klog— —log -

€ €

> (1+ )nwl !

k)— log —

- 5 8¢
n* 1
> K =21 — log —.
> (+/<a)5 0g -

Do |
/‘l\\
2>

>~ N T | =

Pretoze pri neprarnych iteraciach je op = o5_1, dostaneme, ze o, < €, pre vsetky
k. Tymto je veta dokazana. O

Algoritmus PK je znaénym vylepsenim Algoritmu KK kvoli adaptivnej volbe
dlzky prediktor kroku. V Algoritme KK st hodnoty 7 a a volené pevne, tak aby
obmedzili iteracie (z¥, y*, s*) iba na okolie N5(6) a to za akychkolvek podmienok.
Na porovnanie, dizka prediktor kroku z Algoritmu PK je dlhsia, ak je smer pre-
diktora dobrym smerom, t.j. ked produkuje vyraznejsie o bez toho, aby sme sa
dostali prili§ daleko od centralnej trajektorie C. V poslednych krokoch Algoritmu
PK sa smerovanie prediktor kroku vylepsuje natolko, Ze sme schopni pouzit dizku
kroku « blizko 1.

Aj napriek adaptivnej volbe kroku « je Algoritmus PK stéle dost obmedzujtci
kvoli svojej poziadavke, aby sa iteracie nachadzali v okoli N5 (). Tato poziadavka
je velmi obmedzujica najméi pocas prvych iteracii, ked sa nachddzame daleko od
optimalneho riesenia.

V dalgej ¢asti opiseme metddy s dlhym krokom (DK), ktoré kombinuju flexi-
bilitu volby dlzky kroku s volbou liberalnejsieho okolia N (7).

3.3 Metddy s dlhym krokom (DK)

Algoritmus pouzivany pre metddy s dlhym krokom generuje postupnost iteracii
nachadzajicich sa v okoli N (7), pricom pre velmi malé hodnoty parametra -,
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blizke nule, pokryva okolie takmer cely priestor ostro pripustnych bodov F°. Na
Startujtci bod je rovnako kladend poziadavka, aby sa nachadzal v okoli N, (7).
V kazdej iterécii algoritmu vyberame centrujici parameter 7, tak, aby lezal medzi
dvoma fixnymi hranicami 7,,;, & Tz, Pricom plati, ze 0 < Trin < Tmae < 1. Smer
jednotlivych iteracii dostaneme rieSenim systému (2.14), dlzku kroku a volime
podla moznosti ¢o najvicsiu s ohladom na to, aby sa vSetky iterdcie nachadzali
v okoli N (7). Opét na zdklade skeletu algoritmu z kapitoly 2.3, strana 12
vyjadrime kostru algoritmu pre metody s dlhym krokom.

3.3.1 Algoritmus DK
Vstup: ~ € (0,1)

Tminy Tmaz 0 < Tmin < Tmaz < 1
(Ioa y07 So) € N*OO(V)
pre k=0,1,2,...

1. vyber: 7, € (Tiin, Trmaz)

2. ries:
A 0 0 AxF 0
0 AT T Ayk = 0 , (3.29)
Sk 0 Xk ASk —X""’S""e + TpoR€

3. poloz: oy, = max{a | (z(a),y(a), s(a)) € N_w(7),a € [0, 1]},

4. prirad:
(@ M) = (@ (), v (an), " (aw),

skondi.

Dolné hranica centrujiceho parametra 7,,;,, zabezpeci, ze generované smery
iteracii sa budi pohybovat od hranice okolia N, () smerom do vnutra okolia.
Je to smer vylepsujuici centralitu, ktory je efektivny pre malé hodnoty parametra
dizky kroku o Velké hodnoty «, blizke jednotke, nés dostavaju spif za hranicu
okolia.® Znenie nasledujicich viet charakterizuje minimalnu dizku kroku «, zavis-
lého od vstupnych parametrov, pri ktorej mame zarucené, ze neopustime okolie
N_oo(7). Stcasne popiseme odhad chyby aproximacie a skonsStatujeme polyno-
mialnu zloZitost.

8Chyba aproximacie nelinedrneho systému linedrnym systémom sa zvic§uje s rasttcim a.
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Lema 3.7 Ak (x,y,s) € N_x(7), potom
|AXASe| <2732 <1 + 1) no.
g

Dokaz: Podobne ako v dokaze Lemy 3.3 budeme vychadzat z nerovnosti:

|AXASe|| < 2732|(XS)Y2(=XSe + Toe)||?

Umocnenim normy a nahradenim vztahov 27s = no a e’'e = n v predchadzajutcej

nerovnosti dostéavame:
IAXASe|| < 2732 ||—(XS) "2+ 7o (X S) )|

"1
< 2732 | 4Ts — 270ele + 7252 Z ]
i=1

T;S;
< 2732 |4Ts — 2ron + 7202£} kedze x;5; > vo
o
2
< 2732 |pno —2rno + T—WT]
~
- 2
= 2792|127+ T—} no
i v

[ 1
< 2732014 —] no  kedze T € (0,1),
L Y

¢im sme dokézali platnost lemy pre odhad chyby aproximacie.O

Ako vidime, Lema 3.7 je podobnym vysledkom pre metédy s dlhym korkom,
akym bola Lema 3.3 pre metody s kratkym krokom. Lemou 3.3 st ucené uzsie
hranice, kedZe na aktuédlny bod (z,y, s) kladieme poziadavku, aby lezal v resr-
tiktivnejSom okoli cetralnej trajektorie N3(6). Rozdielanosti v hraniciach, ktoré
dostavame pre AXASe vychadzaji z rozdielov polynomiélnej zlozitosti algorit-
mov s kratkym krokom a s dlhym krokom.

Veta 3.5 Pri danych parametroch v, Tpmin 6 Tmae v Algoritme DK existuje kon-
Stanta 9, nezavisld od n, takd Ze:

o
O'k+1§ <1——> O \V//{ZZO
n
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Dokaz: Na zaciatok dokazeme, ze:

(z*(a), v (a), s"(@)) € Now(y) Va € [0,23/27;—3%} : (3.30)

odkial je zrejmé, Ze «;, je ohranic¢ené:

I =77

> 2% . 3.31
O =2 71 I ( )
Z predchéadzajiucej Lemy 3.7 dostavame, ze pre vSetky ¢ = 1,2,...,n plati:
1
AckAsH] < [AXASe] < 2797 (1 i _) 0o (3.32)
Y

Na zéklade skutocnosti, Ze sa nachddzame v okoli N_(y) (t.j. plati x;s; >
o), pouzitim treticho riadku systému (3.29), ktorym je definovany smer iteracii
(Az* Ayk, As*) a vyuzitim predchadzajtceho vzfahu (3.32) dostavame:

zi(a)si(e) = (af + alaf)(sf + aAs))
ofsh + a(af Asf + sfAxt) + a?Axf As)
= sy +a(—aisy + Ton) + ? A Asy

2¥si(1 — a) + anor — o?|AzFAs?|

v

v

1
v(1 — @)ooy + atpoy, — a?273/2 (1 + —) noy,
Y

Zo vztahu (3.6) pre k-tu iteraciu plati:
or(a) = (1 — a(l — 7))o
Na zéklade poslednych dvoch vztahov mézeme vidiet, Ze podmienka presnosti

zi(a)si(a) > you(a) (3.33)

)

je splnena ak plati:
26—3/2 1
v(1 — @)op, + ampor — a2 1+ — | nog > v(1 — a(l — 7))oy,
Y
z Coho dalej po Upravach dostavame:
26—3/2 1
YO, — YOO + QTpoE — a2 14+ —|nox > ~or—yao +yaTiok
Y

1
a(l =)o, > o273/ (1 + —) noy,
g
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¢o plati, ak:
1—’)/Tk
1+yn’

Tymto sme overili, Zze bod (xk(a),yk(a), sk(a)) spliia podmienku presnosti pre

okolie N_(7), ak:
1—~vm
€ 10,282y —~L 2|,
) { 71+vn]

a S 23/2,}/

Dalej dokazeme, ze (2%(c),y*(a),s*(a)) € F° pre vietky a z daného intervalu.
Dokaz prevedieme analogicky ako vo vete 3.3.

Overime vsetky podmienky kladené na bod patriaci mnozine F°.

Splnenie prvych dvoch podmienok

Az(a) = b
ATy(a) +s(a) = ¢

trividlne vyplava z (3.4) a z prvych dvoch riadkov systému (3.29):
Az(a) = Az + alAx) = Az + cAAx = b

ATy(a) + s(a) = AT(y + alAy) + s+ als = c.

Overme este podmienku kladnosti (z(«), s(a)) > 0. Kedze (x,s) > 0, pre « = 0
dostavame, ze (2(0),s(0)) = (x,s) > 0.
Z predchadzajicich tvah dokazu a vychédzajic z (3.33) dostavame:

zi(a)s;(a) > yo(a) =v(1 —a(l — 7))o > 0. (3.34)

Osté nerovnost je zabezpecena volbou parametrov, pre ktoré plati, ze v € (0, 1),

T7€(0,1),a€ <0, 23/27};_1 %k} a spojitostou funkeii x;(«) a s;(«), z ktorej vyplyva,
ze z;(a) > 0 a s;(a) > 0. Pre @ = 0 je ostra nerovnost splnend trividlne. Tymto
sme dokézali splnenie podmienky kladnosti a teda aj platnost (3.30) a nasledne
(3.31).

Dokaz bude kompletny odhadnutim redukcie paramentra o v k-tom kroku. Zo
vzfahov (3.6) a (3.31) dostavame:

Ok+1 — (1—Oék(1—Tk))0'k
1=y

< (1-2%2y—L =201 — . 3.35

- ( 71+”yn( Tk)) ok ( )

Funkcia 7(1—7) je kvadratica konkavna funkcia premennej 7 a teda na fubovolnom
intervale z jej defini¢ého oboru dosiahne svoje minimum v niektorom z krajnych
bodov intervalu. Z tohoto vyplyva, ze mame:

Tk(l - Tk) 2 mln{Tmzn(l - Tmm)7 Tmax<1 - Tmax)} VTk S (Tmzn) Tmax)-
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Po dosadeni odhadu do (3.35) dostavame:

1—
Op+1 < (1 — 23/2%ﬁ7}(1 — Tk)) Ok

1—
< (1 — 23/2%ﬁmzn{7}mn(1 - Tmm)7 Tmaw(l - Tmaz)}) Ok

z ¢oho pre

11—~ |
0= 23/2 MM Tmin 1— Tmin); Tmazx 1— Tmazx
L min{ (1= s a1 = )}

dostavame platnost tvrdenia tejto vety

n

Opr1 < <1—é> O Vk>0. O

Bezprostrednym dosledkom predchadzajucej vety 3.5 a vety 3.1 je vysledok
zlozitosti Algoritmu DK.

Veta 3.6 Neche >0 a~y € (0,1). Predpokladajme, Ze pre startujici bod (x°,y°, s°) €
N_oo(7) v Algoritme DK plati:

pre nejaké k > 0.
Potom ezistuje index K, kde K = O(nlog %), taky Ze:

o <€ Vk > K.
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Mehrotrov algoritmus

.....

na Mehrotrovom prediktor—korektor algoritme (MPK). Mehrotrov algoritmus sa
Strukturou mierne odliSuje od Skeletu algoritmu zo strany 12 v tom zmysle, Ze
klasicky Newtonov smer je tu vylepseny o koreként zlozku, ktorad je z vypocto-
vého hladiska nenarocna, kedZe v nej budeme vyuzivat informéciu ziskant z riese-
nia systému pre hladanie afinno—Skalovacieho smeru. Algoritums taktiez povoluje
adaptivnu volbu centrujiceho parametra v kazdej iteracii.! Mehrotrov algorit-
mus sa vyznacuje vysokym stupiiom aproximécie k centralnej trajektérii. Dalsou
¢rtou tohoto algoritmu je, Zze pripusta aj nepripustné vnutorné body. Mehrotra
spravnym smerom skombinoval doterajsie poznatky s démyselnou heuristikou pre
adaptivnu volbu centrujticeho parametra 7, dlzky kroku a volby §tartujiceho bodu
(x°,y°, s°). Vysledkom tejto jeho snahy je vysoko efektivny algoritmus, ktory je,
ako sme uz spomenuli, zakladom vécsiny zdrojovych kédov programov pre metédy
vnutorného bodu.

4.1 Nepripustné startujice body

Doposial sme uvazovali, ze Startujici bod (2°,y°, s°) je ostro pripustny a spliia
linedrne rovnosti Ax° = b a ATy° + s° = c. Vietky nasledujtice iterdcie taktiez
vyhovuju tymto rovnostiam, ¢o je zabezpecené nulovou pravou stranou v systéme
(2.14) zo Skeletu algoritmu. Pre vic¢sinu tloh linedrneho programovania je naro¢né
splnenie podmienky ostrej pripustnosti startujiceho bodu. Tento problém mozeme
celkom Tahko zmenit preformulovanim tlohy. Takéato tprava moZze mat vSak za

Alternativny pristup k rieSeniu takychto tloh pontkaju metddy nepripustnich
bodov, v ktorych pozadujeme od starujiceho bodu iba splnenie podmienky klad-

1V Prediktor—korektor algoritme ratame centrujici smer v kazdej druhej iteracii.
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nosti (z°,s°) > 0.2 Hladany smer vyZaduje, aby bol tak modifikovany, nech sme-
ruje blizsie k pripustnym rieSeniam a zaroven aj blizsie k centralnej trajektorii
C. Docielime to malou zmenou v systéme (2.14). Pre tato potrebu si definujme
nasledovnym sposobom rezidué:

r, = Axr—0b
re = ATy+s—c (4.1)

Smer hladany metédou nepripustnych bodov dostdvame riesenim systému:

A 0 O Az -7
0 AT I Ay | = —Te . (4.2)
S 0 X As —XSe+ toe

Vyratany smer (Ax, Ay, As) stale predstavuje Newtonov krok k bodu (24, Y7o, Sro)
patriacemu centralnej trajktorii C. Modifikaciou systému pomocou rezidui je tento

smer ale tlaceny, aby eliminoval nepripustnost, a to pokial mozno hned v prvom

kroku. V takom pripade je zvoleny plny krok (t.j. « = 1), rezidud sa stanti nulové

a viekty nasledujtce iteracie uz spliiaji podmienku ostrej pripustnosti. Zviicsa sa

to v8ak nepodari docielif hned v prvom kroku.

4.2 Charakteristika Mehrotrovho algoritmu

Mehrotrov algoritmus generuje postupnost nepripustnych iteracii (z*, 3", s*), pre
ktoré plati podmienka kladnosti (2%, s¥) > 0. Hladany smer v kazdej iteracii po-
zostava z troch zloziek:

o afinno—skdalovact "prediktor” smer — je to Cisty Newtonov smer pre funkciu
F(z,y,s) definovanu (2.5).

o centrujuci ¢élen — jeho hodnota je regulovand adaptivnou volbou centruji-
ceho parametra .

o “korektor” smer — pokisa sa o kompenzaciu nelinearity z afinno—skalovacieho
smeru.

Prvé dve zlozky — afinno skéalovaci smer a centrujici ¢len — svojou kombina-
ciou vylepSuju standardny krok zo systému (4.2), ktory vychadza z nepripustného
vnutorného bodu.

V Mehrotrovom algoritme st ratané afinno—Skalovacia zlozka kroku a cen-
trujica zlozka kroku, kazda samostatne. Takouto stratégiou vypoctu dosiahneme

2Tak§to pristup vyuziva Mehrotrov algoritmus.
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podstatni vyhodu v tom, Ze mdZzeme adaptivne vyberaf centrujici paramenter
7, nez ho zvolit konstantne pre cely algoritmus.®> Ak afinno-8kalovaci smer za-
bezpeci dobry progres v redukcii mierky duality o, pri dodrzani podmienky, Ze
ostaneme vo vnutri kladného ortantu (t.j. plati (z,s) > 0), tak v takejto iteracii
je potrebné malé centrovanie a preto priradime centrujicemu parametru 7 mala
hodnotu, blizku 0. Ak ale kvoli splneniu podmienky (z,s) > 0 moZeme spravit
iba maly krok v afinno—skalovacom smere, je potrebné markantnejsie centrovanie
a teda 7 volime blizke 1.

Ako dolezity nedostatok pri takomto druhu samostatného vypoctu centruju-
ceho parametra sa javi to, Ze potrebujeme rieSit v kazdej iterdcii dva linearne
systémy namiesto jedného. Usilie, ktoré na to potrebujeme vynalozif nie je az
také velké, kedZe oba systémy maju zhodni maticu koeficientov. Preto nam staci
iba raz zratat a upravit maticu (do trojuholnikovaho tvaru) a potom nésledne
previest dva krat spétni substitiiciu, pre kazda z dvoch roznych pravych stran.

Afinno—8kélovaci smer dostaneme z linearnej aproximacie rovnosti KKT pod-

mienok (2.1)-(2.3). Je to ¢isty Newtonov smer pre funkciu F(z,y, s) definovant v
(2.5). KedZe je tento smer ratany samostatne, moze byt dalej pouzity na ohodno-
tenie chyby linearnej aproximacie. Tento poznatok nam pomdze zratat ”korekény”
krok, ktory tvori tretiu zlozku Mehrotrovho smeru, a tak vylep$it nas linedrny mo-
del (prvého stupna) na kvadraticky model (druhého stupna).
KedZe centrujuca a korekéna zlozka st vysledkom riesenia linedrneho systému s
tou istou maticou koeficientov, ako pre afinno—skélovaci smer, a kedze st od seba
nezavislé, nie je ziaden dévod na to, aby sme ich ratali kazdi samostatne. Mozeme
ich jednoducho zlacit do do jedného smeru a to séitanim prislusnych pravych stran
ratanej iteracie a takto ziskame kombinovany smer iba jednou spdtnou substiti-
ciou.

Ako protihodnotu nakladov vynalozenych na usilie ratania dvoch spatnych
substittcii ndm pontka Mehrotrov algoritmus adaptivnu volbu 7 a vylepSenie
afinno—skalovacieho smeru v podobe vyssich radov. V globéle su tieto naklady
vynahradené zna¢nym znizenim poctu celkovych potrebnych iteracii pre dosia-
hnutie zvolenej presnosti.

Existuje viacero modifikacii Mehrotrovho algoritmu, pricom vsetky st po-
dobné, kedze vychadzaju z toho istého zakladu. V mehrotrovom algoritme, ktory
tu bude prezentovany, budeme na rozdiel od predchédzajuicich algoritmov ratat
rozdielne dlzky krokov pre primérne a pre dualne premenné.

3Poznamenajme, ze konstantné 7 volime napriklad v Metédach s kratkym krokom, alebo i v
Prediktor—korektor metddach, kde tomuto parametru striedavo priradzujeme hodnoty 0 a 1.
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4.3 Popis Mehrotrovho algoritmu

Najskor popiseme vSeobecne jednu iteraciu z Merhotrovho algoritmu a potom na-
sledne v dalSej casti definujeme cely algoritmus. Kvoli lepSej prehladnosti v tejto
casti vynechame pri popisovani k—tej iteracie oznacenie k pre matice a pre vektory.

Majme bod (z, v, s), taky Ze (z,s) > 0. Afinno—skdlovaci smer (Az*!, Ay®/, As®)
je dany rieSenim systému:

A 0 0 Azt -1
0 AT I Ayt | = | —r. |, (4.3)
S 0 X Aset —XSe

kde ry, a r. st rezidua definované v (4.1). Tento systém dostavame ak v (4.2) polo-
7ime 7 = 0, teda nerobime Ziadne centrovanie. Teraz hladame maximalnu moznu
dlzku kroku v tomto smere, aZ po hranicu kladného ortantu, pricom ju budeme
hladaf samostatne pre primarne premenné a samostatne pre dudlne premenné:

aly = max{a€0,1]|z+ aAz® >0},
max{a € [0,1] | s + aAs™ > 0}.

D
Ay
Ako mierku efektivnosti afinno—skalovacieho smeru definujeme o, ako hypo-

teticktl hodnotu o, vychadzajucu z plného kroku ku hranici:

(x + affo“f)T(s + oza%As“f)

n

O'af =

Ak je hodnota 0,y < o, tak je afinno-skalovaci smer dobrym smerom, ktory
zabezpecuje znacny progres v redukcii hodnoty o, a preto nam bude stacit zvolit
centrujici parameter 7 blizky nule. Na druhej strane, ak je hodnota o, len o malo
mensia ako hodnota o, tak potom vyberame 7 blizke jednotke. Takato volba T,
blizka jednotke, méa za nasledok posunutie smerom blizsie k centralenj trajektorii,
do pozicie, z ktorej modzeme v nasledujicej iterdcii dosiahnut vicsiu redukeiu o.

Mehrotra navrhol nasledujtcu heuristiku pre volbu vhodného 7, ktora sa do-
kladnym testovanim vo vypoctoch ukazala byt efektivna:

o (et
o
Na vypocet centrujicej zlozky kroku (Az, Ay, As") potrebujeme riesit li-
nedrny systém s tou istou maticou koeficientov ako v systéme (4.3), pri¢om prava

strana bude nahradend vektorom (0,0, 7oe)T. Ako uz bolo spomenuté, je efektivne
ratat centrujicu zlozku spolu s korekénou zlozkou kroku, ktort teraz popiSeme.
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Pozrime sa teraz blizsie, ako je ovplyvnena i—ta zlozka sucinu z;s;, z mierky
presnosti duality, plnym krokom z afinno—skalovacieho smeru. Vychadzajic z (4.3)
potom dostavame:

(z; + Az (s; + As™) = s + 2,AsY + ;A28 + AxtT AsH
Az Ast (4.4)

Z toho vidime, ze pri plnom kroku dostavame x;s; = Ax?f As?f namiesto ocaka-
vanej rovnosti nule.
Korekend zlozka kroku (Az*", Ay*", As*") ma kompenzovat taktto odchylku
od linearity, tym Ze modifikuje hladany smer, aby sa zlozky x;s; priblizovali k
nulovej hodnote a teda aby sme dostali lepsie hodnoty pre mierku presnosti duality.
Tuato zlozku kroku dostaneme rieSenim systému:

A 0 0 Ak 0
0 AT T AyFr | = 0 , (4.5)
S 0 X Askr —AX*fASe

kde
AXY = dz’ag(A:v‘ff, Ang, Az,
ASY = diag(Asy, Asy! ... As?T).

Na ohodnotenie korekénej zlozky sa teraz pozrime na dvojice, ktoré su vysled-
kom plného kroku v kombinovanom smere afinno—Skalovacej zlozky a korekénej
zlozky. Z (4.4) a (4.5) méme:

(z; + Az + Azkr)(s; + As?T + Ashr)
= x;8; + xiAs?f + 2;AsF
5,02 + Az AsH + Az AsE
5, Az + AT ASH 4 Ak Ak
= Az AT+ Az AT 4 Ak AsET (4.6)
Otézka teraz znie, ¢i sa nachddzame blizsie k nule oproti vysledku z (4.4), kde sme
neuvazovali korekénu zlozku kroku. Korekéna zlozka vo vicsine pripadov vylepsi
celkovu efektivnost algoritmu.

Kombinovany centrujici-korekény krok (Az*, Ay, As*) ziskame rieSenim

systému:

A 0 0 Az 0
0 AT 1 Ay | = 0 : (4.7)
S 0 X Asck Toe — AX*TAS e

Koeficienty upravenej matice uz mame k dispozicii z rieSenia systému (4.3),
takze systém (4.7) vyriesime jednoducho pomocou spétnej substiticie.

Teraz Specifikujeme Mehrotrov algoritmus ako celok, potom ¢o sme popisali
zékladné elementy Mehrotrovych tivah o nom.
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4.3.1 Mehrotrov algoritmus

Vstup:(z°,y°, s°), (2°,8°) >0
pre k=0,1,2,...
1. ries:
A 0 O Azef -1y
0 AT T Ay | = —7T, ,
Sk 0 X* As®f —XSe
2. vyrataj:
aly = max{a € [0,1]] 2" + alz,y > 0},
aly = max{a € [0,1]] "+ als,; > 0},
(2 + ol Ax)T (s* + ol As™)
Oaf = )
n
3. prirad:
(%)
T =
o
4. ries:
A 0 0 AV 0
0 AT I Ayt | = 0 :
Sk X*F AseF Toe — AXTASYe
5. vyrataj:

(Ax®, Ay*, As®) (Az™ Ay As™) + (Az*, Ay, As*),

of = max{a >0]|2z"+ aAz, >0},
af = max{a >0]s" +als; >0},
6. prirad:
af = min(0,99%a’ ., 1),
af = min(0,99 xa” . 1),
7. prirad:
2" = aF ol A

(s = (R, s + ol (AyR, AsY),

skonéi.
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Projekt dizertacnej prace

5.1 Sucasny stav problematiky

Karmarkar predstavenim svojho algoritmu [11] vyvolal opéf po dlhej dobe zaujem
o metédy vnutorného bodu. Bolo navrhnuté velké mnoZstvo algoritmov, z kto-
rych najjednoduchsie a najefektivnejsie sa ukézali byt primarno—duélne algoritmy
sledovania centralnej trajektorie. Centralna trajektdria sa dostala do popredia
zdujmu, ako dolezity element stidia metdd vnutorného bodu.

Kojima, Mizuno a Yoshise [14] v roku 1989, ako jedni z prvych, prezento-
vali primarno-duélny algoritmus metdd sledovania centralnej trajektorie s krat-
kym krokom. Algoritmus je najjednoduchsim z tejto kategorie a podarilo sa pre
pocet Newtonovskych iteracii v tomto algoritme dokdzat polynomidlnu zlozitost
O(y/nL).! Analyze metédy sledovania centrélnej trajektdrie s kratkym krokom je
venovana Kapitola 3.1 tejto prace.

Paralelne, Monteiro a Adler [22], [23], predstavili algoritmus s kratkym krokom
a taktiez dokazali jeho polynomidlnu zloZitost typu O(y/nL). Neskor sa zaoberali
aj Studiom prediktor—korektor algoritmu, pre ktory sa im tiez podarilo dokazaft
polynomialnu zlozitost O(y/nL). Prediktor—korektor? algoritmus bol prvykrat pre-
zentovany v diele autorov Mizuno, Todd a Ye [21], ako uréita varianta algoritmu s
kratkym krokom. Autori vSak navrhli v jednotlivych iteraciach striedat dva druhy
krokov, a to prediktor krok (v zmysle zlepSovania mierky duality) a korektor krok
(v zmysle centrality). V tejto préci je jeho analyze venovana Kapitola 3.2

S ideou rozsirit metédy uloh linedrneho programovania aj pre nepripustné Star-
tovacie body prisli Lustig, Marsten a Shanno vo svojich pracach [16], [17]. Podobne
sa venovali problematike nepripustnych bodov Kojima, Megiddo a Mizuno v [13],
kde navrhuju dizku kroku pre tieto algoritmy s nepripustnym startujicim bodom

1T, predstavuje celkovi dlzku bitového zapisu riesenia tlohy.
2V literattire je ¢asto oznacovany pod nazvom Mizuno-Todd—Ye algoritmus, podla mien jeho
autorov.
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tak, aby bola zachovana globalna konvergencia algoritmu. Navrhovany algoritmus
najde optimalne riesenie tlohy za predpokladu, Ze je mnozina vnutornych bodov
neprazdna.

V nadvéznosti na tuto pracu, Lustig, Marsten a Shanno v [17] publikovali
vysledky svojej préace, v ktorej testovali vypoctovi efektivnost zovseobecneného
prediktor—korektor algoritmu, pre ktory Kojima, Megiddo a Mizuno dokézali glo-
balnu konvergenciu. Numerické testy boli nadmieru pozitivne, ¢o indikovalo bez-
pecnost tohoto algoritmu a to v celku pri malych vypoc¢tovych nékladoch. Vy-
sledky numerickych testov pre modifikaciu algoritmu pre nepripustné body sa
stretli uz s mensim tuspechom.

Mizuno [20] ukézal, Ze modifikacia algoritmu Kojima, Megidda a Mizuna riesi
dvojicu tloh linearneho programovania v polynomialnom case bez toho, aby sme
museli predpokladat existenciu rieSenia tlohy linearneho programovania. Navyse
sa mu podarilo pre modifikdciu spominaného algoritmu ukézat zlozitost O(nL).

Analyze Mizuno—-Todd—Ye algoritmu (t.j. prediktor—korektor algoritmu) sa ve-
nuju Gonzaga a Tapia v [5] a [6], (1997). V nadviznosti na dovtedy zistené po-
znatky o prediktor—korektor algoritme, pre ktory bola dokdzana zlozitost O(y/nL),
ukazali ze algoritmom generovana postupnost iteracii (postupnost pre prediktor
krok a postupnost pre korektor krok) konverguje k analytickému stredu mnoziny
rieseni tlohy [5] a ze konvergencia je kvadraticka [6].

Podobne sa v tom istom obdobi venovali stidiu kovergencie a zlozitosti pre-
diktor—korektor algoritmu Sheng a Potra [28]. Ukazali, Ze zloZitost algoritmu zavisi
od kvality vyberu startovacieho bodu. Pre nepripustné startovacie body ma algo-
ritmus zlozitost O(nL) a teda pomocou O(nL) iteracii vie zistif aj neexistenciu
rieSenia. Ak je tloha rieSitelna a Startujtici bod je zvoleny dostato¢ne blizko k
optimalnemu rieseniu, tak dostévame zlozitost typu O(y/nL).

V nedévnej praci Monteira a Tsuchiya [24] autori prezentovali nové hranice
vypoctovej zlozitosti pre Mizuno—Todd—Ye prediktor—korektor algoritmus.

Za velmi prinosnu pracu je povazovana publikdcia Mehrotru [19] eSte z roku
1992, kde sa snazil skibif doterajsie poznatky z metéd sledovania centralnej tra-
jektorie a poznatky o nepripustnych Startovacich bodoch. Prezentoval vysokoefek-
tivny Mehrotrov prediktor—korektor algoritmus, v ktorom na zaklade pocetnych
numerickych testovani a vypoctov navrhol heuristicky volit cetrujici parameter
7. Algoritmus sa stal vdaka svojej jednoduchej Struktire a dobrym numerickym
Koncepcia Mehrotrovho algoritmu je predstavena v tejto praci v Kapitole 4. Pre
tento algoritmus zatial neexistuje korektny dokaz zlozitosti a je premn otvorenych
mnoho teoretickych otazok. Mnoho autorov sa pokiusalo o implementaciu Mehrot-
rovho algoritmu, napr. [18], kde sa ukdzalo numerickymi vypoctami, ze algoritmus
je efektivny najmé pre tlohy velkych rozmerov.
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Snahu o dokazanie konvergencie a zlozitosti Mehrotrovho algoritmu mézeme
sledovaf aj v praci Y. Zhanga a D. Zhanga [36] z 1995. V Mehrotrovom algoritme
sa snazili redukovat vplyv korekénej zlozky tym, Ze ju vynasobili druhou mocni-
nou dlzky kroku novej iteracie. Vysledkom tjchto snaZeni boli prediktor—korektor
metddy s korekénou zlozkou druhého radu. Pre navrhnuté dve modifikacie Meh-
rotrovho algoritmu vedeli urc¢it odhad polynomiélnej zloZitosti.

O rok neskor publikovali Tapia, Y. Zhang, Saltzman a Weiser pracu [29], v
ktorej poukazovali na stuvislosti medzi klasickou Newtonovou metédou, dalej al-
goritmom, ktory navrhol Kojima, Mizuno a Yoshise [14] a Mehrotrovym algo-
ritmom, ktory povazovali za isti perturbaciu Newtonovej metédy. Za urcitych
prisnejsich predpokladov, ako si1 bezne kladené pri metédach vnutornych bodov,
ukazali lokalnu konvergenciu algoritmu.

Dalsie snahy o rozvoj algoritmov, v ramci primarno-dualnych metéd vnitor-
nych bodov, generujicich smery vyssich rddov mozno zaznamenat v praci Jarreho
a Wechsa [10], ktora analyzuje Mehrotrov algoritmus, konkrétne jeho korekéni
zlozku a dava navrh na modifikdciu Mehrotrovho algoritmu v tom zmysle, Ze po-
voli niekolkokrat opakovat korekéni zlozku kroku. Takéto zlozka smeru vysSsieho
radu v Mehrotrovom algoritme je vSak v modifikovanom algoritme preformulovana
ako linearny podprogram, ktory sa opakuje v kazdej iteracii. To, Ze je efektivnost
takto modifikovaného algoritmu prinajmensom taka dobra ako pri klasickom Meh-
rotrovom algoritme, autori potvrdzuju prilozenymi numerickymi vypoctami.

Za najnovsie odborné vysledky z oblasti problematiky mozeme povazovat prace
C. Cartis [2] a [3], (2004). V préci [3], ako prva poukazuje na pripady, kedy moze
efektivny Mehrotrov algoritmus zlyhat a nekonvergovat. Analyzuje, Ze viicSina
implementacii Mehrotrovho algoritmu, vdaka jeho vSeobecne znamym dobrym
vysledkom spréavania sa a konvergencie, vobec neberie do ivahy moznost zlyha-
nia algoritmu a nema v sebe ziadne prvky, ktoré by monitorovali konvergenciu a
v pripade potreby by sa tak mohli pomoct vyhnit situéciam, v ktorych dochéa-
dza k zlyhavaniu. Pokisa sa o modifikovani konstrukciu Mehrotrovho algoritmu,
tzv. primarno-dualneho korektor algoritmu, a vysvetluje spravanie sa takto skon-
Struovaného algoritmu. Poukazuje na pripady, pre aké volby startujucich bodov a
pri akych hodnotach centrujiceho parametra dochadza k zlyhaniu. Pri¢inu vidi v
tom, Ze korekénd zlozka mé prili§ velky vplyv na jednotlivé iterdcie a tym padom
aj zna¢ne ovplyviiuje ich smerovanie. Podobne ako v [36] navrhuje znizit vplyv
korektoru tak, #e ho nasobi druhou mocninou dlzky kroku pre prislusnu iteraciu.
Svoje teoretické tvrdenia tu podkladad numerickymi experimentami.

Na tuto pracu nadvizuje svojou dalSou pracou [2], kde rozobera teoretické po-
zadie navrhnutého priméarno-dualneho algoritmu s korekénou zlozkou druého radu.
Pokusa sa tu dalej skimat konvergenciu a zlozitost algoritmu, za predpokladu
existencie ostro pripustného startovacieho bodu. Tak isto skiima najvhodnejsiu
volbu centrujiceho parametra (ktory by mal byt asymptoticky toho istého radu
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ako parameter mierky duality pre jednotlivé iteracie). Ukazuje tu, Ze pri zakom-
ponovani volby dlhého kroku do algoritmu, postupnost iteracii konverguje k ostro
pripustnému rieSeniu tlohy linedrneho programovania, ktoré v8ak nemusi byt ana-
lytickym stredom mnoziny primarno-dualnych rieseni. Tvrdenia opét demonstruje
na konkrétnych prikladoch.

Poslednou zatial zndmou publikdciou, ktora skiima vlastnosti Mehrotrovho al-
goritmu je praca Salahiho, Penga a Terlakyho [27]. Autori tu opiit otvaraji otazky
dosial nedokézanej polynomidlnej zlozitosti Mehrotrovho prediktor-korektor algo-
ritmu. Adaptivna volba centrujiceho parametra 7, ktord podla ich zisteni moze
sposobit, ze budeme robit privela malych krokov, aby sme sa nachadzali v blizkosti
centralnej trajektorie (¢o je nevyhnutné pre dékaz polynomidlnej zlozitosti algo-
ritmu), bola pre nich motivaciou na zakomponovanie ”bezpe¢nostného” prvku do
algoritmu. Koordinovali tak minimalnu moznt dlzku kroku pri zvolenej velkosti
okolia, v ktorom sa maju vSetky iterdcie nachadzat. Podarilo sa im ukéazat, Ze
takto modifikovany algoritmus potrebuje na konvergenciu v najhorsom pripade
O(n?log W) itercii. Pri dalSej modifikacii korekénej zlozky algoritmu sa im
podarilo dokonca znizit pocet iteracii na O(nlog W) V takto pozmenenom
algoritme navrhli naviac mierne modifikovat Mehrotrom heurisitky volena vel-
kost centrujiceho parametra, ¢o im implikovalo superlinedrnu konvergenciu. Po-
lynomialnu zloZitost a globalnu konvergenciu pre péovodny Mehrotrom navrhnuty
algoritmus sa nepodarilo dokdzat ani tymto autorom, aj ked na druhej strane
predostreli jeho verziu s teoretickym matematickym zakladom.

5.2 Prehlad doktorandom dosiahnutych vysled-
kov

Predlozend praca sa pokusa sprostredkovat komplexny prehlad o zakladnych al-
goritmoch metdd sledovania centralnej trajektorie, medzi ktoré radime algoritmus
s kratkym krokom, prediktor-korektor algoritmus, algoritmus s dlhym krokom a
Mehrotrov algoritmus. V praci st zhrnuté doterajsie teoretické poznatky o tychto
algoritmoch. Kapitola 3, ktora predstavuje nosnu ¢ast prace, venuje svoju pozor-
nost teoretickej analyze metédy s kratkym krokom, prediktor korektor metédy a
metddy s dlhym krokom. Pre kazd zo spominanych metéd je uvedeny prislusny
algoritmus pre najdenie optiméalneho riesenia. V uvadzanych algoritmoch predpo-
kladdme pripustnost Startujiceho bodu, pricom je zrejmé, Ze algoritmy mézu byt
zovSeobecnené aj pre nepripustné Startovacie body, tzv. studené Starty. Oproti
vykladu z [33] st uvadzané dokazy polynomiélnej zlozitosti, lindrnej konvergenice
a tak isto aj dalich uvddzanych viet a liem podrobnejsie zdovodnené a vyargu-
mentované. Ako je zname, metéda prediktor—korektor pouziva dva druhy okolia
a to vonttorné (N(6;,)) a vonkajsie (Na(0,.:)), kde v praci [33] je pevne zvolené
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0;n, = 0,25 a6, = 0,5. Predkladana praca zovseobecnuje v Kapitole 3.2 celt ana-
Iyzu prediktor-korektor metédy pre vSeobecni volbu tychto parametrov a urcuje
vztah medzi tymito parametrami tak, aby bola zachovand funkénost a spolahli-
vost algoritmu. V zavislosti od vSeobecnej volby parametrov je uvadzané aj dizka
kroku « pre jednotlivé iteracie. TaktieZ sa podarilo ukézat, Ze konkrétne hod-
noty paramatrov, povodne pouzivané vo vyklade prediktor—korektor algoritmu,
vyhovuji nami odvodenym zovSeobecnenym vztahom.

Mehrotrovmu algoritmu je venovana samostatnd Kapitola 4, ktord vysvetluje
jeho podstatu a zmysel, ako aj celkovi koncepciu. Pre tento algoritmus vSak dopo-
sial nebola dokézané polynomialna zlozitost a ani globélna linedrna konvergencia.
Aj napriek chabym teoretickym zakladom je tento algoritmus vysoko popularny
a stal sa vychodiskom pre mnohé zdrojové kédy programov metdd vnutorného
bodu.

Predkladana praca poskytuje teoreticky material pre dalsie planované (a mozno
i zatial neplanované) aktivity vyskumu a implementacie.

5.3 Ciele dizertac¢nej prace

Doterajsie poznatky, ktorych struény prehlad je vyssie uvedeny, nas dalej motivuju
k hlbSiemu $tudiu problematiky a k vytyceniu si strategickych cielov pre dal$iu
pracu:

o Nadviazat na analjzu ¢lankov C. Cartis [2], [3] a Salahyho, Penga a Ter-
lakyho [27] a hlbsie preskimat nimi navrhnuté modifikdcie Mehrotrovho
algoritmu.

o Pokusit sa ziskat zdrojovy kéd Mehrotrovho algoritmu, alebo niektorej jeho
modifikécie. Velka ¢ast z nich je volné pristupnd, napr. LOQO, zalozeny na
Mehrotrovom algoritme, pisany v jazyku C, by mal byt volne dostupny na
ucely vyskumu na http://www.orfe.princeton.edu/"loqo.

¢ Numerickymi experimentami otestovat ziskany softvér pre rozne volby hod-
no6t vstupnych parametrov.

¢ Presktimat najlepsie fungovanie algoritmu pre rozli¢né triedy uloh.

o Aplikovat Mehrotrov algoritmus, pripadne niektort z jeho modifikécii, na
rieSenie optimalizacnych tuloh z financénej oblasti, najmé na tlohy velkych
rOZMerov.
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