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Predhovor

Tento text je sStudijnou pomockou k predmetom Optimalne riadenie II a Seminar
z optimalneho riadenia, ktoré sa vyucuju v ramci magisterského studia programu
Ekonomicko-finanéna matematika a modelovanie. Obsahom je predovsetkym spojita
tedria optimalneho riadenia so zameranim na aplikacie v ekonémii a financidch. Nie-
ktoré casti textu svojim rozsahom presahuju poziadavky osnov tychto predmetov. V
tychto rozsirujucich c¢astiach moze text pomoct diplomantom ako aj Studentom dokto-
randského studia v pripade ich hlbsieho zaujmu o danti problematiku.

Text iba volne nadvédzuje na knihu [12], ktora je odportacanou literatirou k pred-
metu Optimalne riadenie I a ktora sa venuje diskrétnym tlohdm optimalneho riadenia.
Hoci sa v texte nachddzaji odvolavky na analdgie s diskrétnou teériou, z velkej casti
sa da vyklad sledovat aj bez znalosti diskrétnej tedrie optimalneho riadenia. Nevyhnut-
nou prerekvizitou na zvladnutie problematiky spojitej tedrie optimélneho riadenia je
ovladanie zakladov diferencidlnych rovnic.

Podkladom a motivaciou pre predkladany text boli predovsetkym niekolkorocné
skiisenosti autorov z vedenia prednasok a cviceni z optimélneho riadenia, z vedenia
pocetnych Studentskych zaverecnych prac, ale aj z individualneho stidia problematiky
a vlastnej vedecko vyskumnej ¢innosti v tejto oblasti.

Problematika spojitych tloh optimalneho riadenia je velmi dobre spracovand vo
svetovej kniznej literattre. Vacsina prac je vSak urcena matematicky vysoko erudova-
nému citatelovi a aplikdcie sa obmedzuju spravidla na niekolko fyzikdlnych prikladov.
Medzi takéto prace mozeme zaradif aj jedini knihu v slovenskom jazyku z tejto oblasti
[3]. Takéto zameranie existujicej literattiry je prirodzené, ked zvazime obtiaznost a
matematickd hibku zakladnych vysledkov spojitej tedrie, ako aj motivécie pre jej vznik
v pociatkoch rozvoja kozmickej techniky.

V stcasnosti spojita tedria optimalneho riadenia nachadza svoje uplatnenie nielen
vo fyzike pri riadeni kozmickych objektov, v elektrotechnike, robotike, chemickom in-
zinierstve, biolégii, v rozliénych oblastiach financénej matematiky, ale aj v ekondmii,
napriklad pri modelovani iloh ekonomického rastu. Vyuzitie optimalneho riadenia v
ekonomickom modelovani ma pritom svoje Specifika. Ekonomické modely sa casto uva-
zuji na nekone¢nom c¢asovom horizonte a do formulacii vstupuja prirodzené ohranice-
nia na nezapornost mnohych ekonomickych veli¢in. Potreba riesit takéto tilohy spéatne
podnietila rozvoj niektorych oblasti tedrie optimalneho riadenia, ktoré predtym neboli
v centre zaujmu. Tieto Specifika, ako aj potreba vylozit teériu optimélneho riadenia
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matematicky menej erudovanym odbornikom zaujimajicich sa o ekonomické aplikacie,
viedli odbornikov k napisaniu niekolkych knih a ucebnic o aplikaciach optimalneho ria-
denia v ekonémii, z ktorych spomenieme [25, [7, 26, 20, 19, 16]. Obsahuji vela aplikdcii
a vyznacuju sa rozlicnou mierou zjednodusovania a dodrzovania matematickej korekt-
nosti. Z tychto knih, najméa vzhladom na matematicky korektny vyklad, odporucame
[25, 7).

Tento ucebny text v ¢ase svojho vzniku v roku 2015 vychadzal predovsetkym z
knihy [3]. Postupne sa vsak, najmé pod vplyvom knih [25] [7, 26, 19], mnozstva caso-
piseckych ¢lankov, vedenych zévereénych prac (pozri Priloha C) a vlastného vyskumu
([9, I, 18, [4), 10, 11, B]) upravoval tak, aby viacej vyhovoval potrebam, moznostiam
a schopnostiam studentov EFM. V stcastnosti predstavuje, podla mienky autorov,
zdravy kompromis medzi jednoduchostou vykladu a matematickou presnostou. Stu-
dent sa v nom oboznami so zakladnymi vysledkami spojitej tedrie optimalneho riade-
nia, ktoré ho pripravia na stidium pokrocilej makroekonémie, tedrie rastu a na stidium
odbornych ¢lankov z tejto oblasti. Text oboznamuje Studenta s nutnymi podmienkami
optimality ako aj s dalsimi poznatkami, ktoré sa vyuzivaji pri dynamickom modelovani
v ekondémii. Vedie ho ku schopnosti modifikovat tieto vysledky pre také obmeny zaklad-
nych uloh, s ktorymi sa mozno najcastejsie stretntit v ekonomickych aplikaciach. Na
velkom mnozstve riesenych tloh u¢i pouzivat nutné podmienky na analytické, pripadne
numerické riesenie 1loh, ale aj na ziskavanie kvalitativnych vysledkov. Podava nastroje
umoznujuce ekonomicku interpretaciu ziskanych vysledkov. Okrem velkého mnozstva
riesenych tloh obsahuje priklady na precvicovanie a overovanie ziskanych vedomosti a
schopnosti.

Autori dakuja Soni Kilianovej a Jane Szolgayovej za pocetné pripomienky, ktoré
umoznili odstranit niektoré chyby a nedostatky v texte.
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Kapitola 1

Formuldacia wloh a vseobecnd schéma

1.1 Motivacné priklady

Zacneme s fyzikalnym prikladom, ktory je modelovym prikladom pre tlohy optimal-
neho riadenia. Bol podrobne analyzovany uz v prvych pracach z optimalneho riadenia
(napr. [22, 6, B]), a moZno ho néjst v kazdej uc¢ebnici optimélneho riadenia.

Priklad 1.1. Najrychlejsie premiestnenie.

Ulohou je ¢o najrychlejsie premiestnit vozik z jedného bodu do druhého. Premiest-
nujeme po rovnych kolajnickdch pomocou vonkajsej ohranicenej sily. Jej kladné hod-
noty znamenaju roztlac¢anie vozika a zaporné zase brzdenie. Odpor prostredia zaned-
bavame. K matematickej formuldcii tejto tlohy potrebujeme zaviest niektoré oznacenia
a upresnenia.

Oznacime [0, T] obdobie trvania celého procesu, ¢o znamend, ze T" minimalizujeme
at € [0,T]. V smere kolajni¢iek zavedieme dlzkovii stradnicu y a teda y(t) oznacuje
polohu vozika v case t. Predpokladame, Ze na zaciatku procesu sa vozik nachiadza v
klude v pociatku stiradnej sustavy, to znamena y(0) = 0 a ¢(0) = 0. Chceme, aby
na konci celého procesu bol vozik v bode y; a aby tam zastal, t.j. predpokladame, ze
y(T) =y, ay(T) = 0. Vonkajsiu silu, ktorou v ¢ase ¢ poésobime na vozik oznacime u(t).
Predpokladédme, Ze tato sila moze nadobudat hodnoty v intervale [—«, 5], «, 5 > 0.
Pohyb vozika popiseme pomocou Newtonovho zakona, z ktorého vyplyva, ze draha
y(t), ktora vozik presiel za ¢as t, bude riesenim diferencialnej rovnice

my(t) = u(t), (1.1)

kde m je hmotnost vozika. Pri tomto znaceni a predpoklade m = 1 mdzeme tlohu
sformulovat nasledovne:
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Ulohou je najst ¢as T a program pdsobenia sily u(t) na vozik tak, aby

min T,
Tul(.)
s.t.4i(t) = u(t),

Intuitivne je jasné, aky ma mat u(t) tvar: najprv treba vozik maximélnou silou tahat
(u(t) = B) az dovtedy, kym ho este stac¢ime do bodu y; zbrzdit, potom ho treba ma-
ximélnou silou brzdit (u(t) = —a). Neskdr uvidime, Ze tento vysledok mozno exaktne
dostat z principu maxima.

Nasledujuca tloha je velmi zjednodusenou verziou modelov ekonomického rastu.

Priklad 1.2. Optimélna spotreba. Ulohou je maximalizovat diskontovany Gzitok zo
spotreby za dané obdobie pri danych hodnotach pociatocného a koncového kapitalu a
pri predpoklade zZe drzany kapital sa spojite zhodnocuje konstantnou trokovou mierou.

K matematickej formulécii illohy zavedieme nasledovné oznacenie a upresnenia for-
mulécie tlohy. Uvazujeme ¢as t € [0,7], kde T je dané. Symbolom k(t) ozna¢ime hod-
notu drzaného kapitalu v ¢ase t; ik(t) predstavuje déchodok z kapitalu v ¢ase ¢, kde i je
trokova miera. Pociatoént hodnotu kapitdlu ozna¢ime kg a teda k(0) = ko, predpisani
koncovi hodnotu kapitalu oznac¢ime kr a teda k(T) = ky. Spotrebu v Case t oznacime
c(t) a diskontovany 1zitok z jej spotreby e ""U(c(t)), kde r je mierkou netrpezlivosti
spotrebovavat a U je dand uzitkova funkcia definovana len pre ¢ > 0. Vyvoj kapitalu v
¢ase mozno popisat diferencialnou rovnicou k(t) = ik(t) — c(t), t € [0,T].

V zavedenom oznaceni mézeme teda formulovat: Ulohou je najst tok spotreby c(.)
tak, aby

() Jo
k(t) = ik(t) — c(t), t € [0,T],
k(0) = ko,
K(T) = kr

Budeme vidiet, Ze obidve tieto tlohy spadaji do vseobecnej schémy tloh optiméalneho
riadenia, ktoré sformulujeme v nasledujtcej casti.
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1.2 Formulacia vSeobecnej tlohy optimalneho ria-
denia

Uvazujme objekt, ktorého spravanie budeme pozorovat v spojitom case t € [to, T].
Okamzity vstup v case t do tohoto objektu je uréeny veli¢inou u(t) € R™ a okamzity
stav veli¢inou z(t) € R"™. Spravanie objektu v meniacom sa Case je popisané diferen-
cidlnou rovnicou,

i(t) = f(t, z(t),u(t), e lt,T],

kde f: R x R" x R™ — R" je dana funkcia. Jednotlivé vstupy a stavy si ohranicené
dalsimi podmienkami. Takymi podmienkami si: pociatocnd podmienka z(ty) = x, kde
xo je dané z R™; koncovd podmienka, alebo podmienka na stavovi premenni v koncovom
case z(T) € C, kde C' je danou podmnozinou R™; ohranicenia na riadenie u(t) € U(t),
t € [to, T], kde U(t) je v kazdom ¢ase t danou podmnozinou R™; ohranicenia na stavovi
premennt x(t) € X(t), t € [to, T], kde X () je v kazdom ¢ase t danou podmnozinou R".
yKvalitu“ jednotlivych vstupov v priebehu ¢asového horizontu [tg, 7] mozeme merat
ucelovou funkciou

J = /tT Ot 2(t), u())dt + o(x(T)) (1.2)

kde fO: RxR"xR™ — R a ¢ : R" — R st dané funkcie. V snahe maximalizovat tiito
ucelov funkciu, mozeme data tlohy sthrne zapisat do nasledovnej vseobecnej schémy:

maximalizovat J(u(.), / Ot 2(t),u(t))dt + o(x(T)) 1.

pri podmienkach (t) = f( (t),u(t)), Vite [tO,T],
x(ty) = xo,
2(T) €
u(t) € (t)7 Ve [to,T]
(t) €

)
4)
-5)
-6)
)
x(t) € X(t), Vte€ t,T). 8)

~~ o~ o~~~
e e e e
0 N o Gl W

Vidime, ze sme dostali podobni schému ako v [12] pre diskrétne tilohy. Rozdiel je len
v tom, ze diskrétny c¢as sme nahradili spojitym, sumu v tcelovej funkcii integralom a
diferen¢nu rovnicu diferencialnou. Ak by sme v tejto analdgii pokracovali, tak by sme
mohli riadenim nazvat Tubovolni funkeciu u(.), ktord kazdému ¢asu t € [to, T| priradi
hodnotu vstupu u(t) do systému, a jeho odozvou prislusné riesenie z(.) diferencidlne;
rovnice a pociatocnej podmienky . Co vsak rozumiet pod riesenfm diferen-
cialnej rovnice v pripade, ze do jej pravej strany dosadime Iubovolnu funkciu wu(.)?
Vidime, ze v pripade spojitych tloh budeme musiet obmedzif pojem riadenia na fun-
kcie z urcitej triedy. Zaroven vsak tito triedu nesmieme zvolit priliz tzku, aby sme v
nej vedeli riesit napriklad aj tilohy z predchadzajiceho odseku. Znamena to, ze funkcie
u(.) musime vyberat z takej triedy funkcii, aby boli splnené nasledovné podmienky:

6
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(i) pre zvolené u(.) z danej triedy existuje z(.) rieSenie diferencidlnej rovnice (1.4)) s
podiato¢nou podmienkou (|1.5)) aspon na nejakom intervale (t,,t, + €), € > 0;

(ii) riesenie z(.) z bodu (i) je jednoznacne urcené;
(iii) vo zvolenej triede funkcii vieme riesit dostatocne Siroku triedu UOR.

Zvolme funkciu u(.) a dosadme ju do systému ({1.4)). Dostaneme

i(t) = f(t.a(t), u(t)) = f(t,(t)).

Z tedrie diferencidlnych rovnic vieme, ze ak f je spojitd v ¢ a spojite diferencovatelnd v
x, tak prislusna diferencidlna rovnica mé vlastnost lokéalnej existencie a jednoznac¢nosti.
To znamend, ze v pripade, ze funkcia f je spojita v prvej a tretej premennej, t.j. v ¢
a v u a spojite diferencovatelnd v x, stacilo by ziadat, aby funkcie u(.) boli spojité.
Potom by pre kazdé takéto riadenie prislusnd zlozend funkcia f spliiala predpoklady
zabezpecujuce splnenie nasich podmienok (i) a (ii). Bola by vsak takato trieda riadeni
dostatone Siroka, aby spliiala aj podmienku (iii)? Pozrime sa na @lohu najrychlejsieho
premiestnenia z Prikladu [I.I} Intuitivne je jasné, aké musi byt rieSenie tejto ulohy:
najprv musime vozik maximalnou silou roztlacat a potom maximélnou silou brzdit.
Optiméalnym riadenim pre tito ulohu teda bude nespojité riadenie. Z tohoto prikladu
je zrejmé, ze triedu riadeni musime rozsirit, ak v nej chceme zabezpecif riesitelnost
tloh typu Prikladu [1.1]

Vhodnym rozsirenim bude trieda po ¢iastkach spojitychﬂ funkcii. Pre riadenia z ta-
kejto triedy tiez dostaneme splnenie podmienok (i) a (ii). Staci iba aplikovat spominant
tedriu diferencidlnych rovnic na kazdom z intervalov, kde je u(.) spojité a prislusné rie-
Senie z(.) diferencidlnej rovnice ,spojite nadpajat®. Prislusné riesenie z(.) bude potom
po ¢iastkach C* (vid Obr. [1.1] n E|Odteraz pod riadeniami budeme rozumiet po ¢iastkach
spojité funkcie [t,, T] — R™. Aby sme sa vyhli nedorozumeniu, v kazdom bode nespo-
jitosti budeme riadeniu prisudzovat ako hodnotu jeho limitu sprava a v pravom krajom
bode intervalu definicie limitu zlava. Odozvou x(.) na riadenie u(.) budeme rozumiet
prislusné spojité riesenie x(t) = x(t; zo, u(t)) rovnice s podiatoénou podmienkou
(1.5)). Podotykame, ze odozva mdze a nemusi byt definovana na celom intervale [tq, T'.

Pod pripustnym riadenim budeme rozumiet riadenie, ktoré spolu so svojou odoz-
vou spliia ohranienia , a , t.j. u(t) € U(t), t € [to, T, prislusnd odozva
x(.) je definovana (existuje) na celom intervale [to, T'], pricom z(t) € X(t) t € [to,T] a

1Po &iastkach spojita funkcia m4 koneény poéet bodov nespojitosti a v tychto bodoch mé koneéné
jednostranné limity

2Triedu po ¢iastkach spojitych riadeni mozno dalej rozsirit na triedu meratelnych funkecif pri po-
uziti tzv. Carathéodoryho tedrie diferencidlnych rovnic. Pritom niektoré vysledky tedrie optimélneho
riadenia (napr. vety o existencii optimélnych riadeni) sa daji dokézat iba v triede meratelnych riadeni.
My vsak bohato vystacime s riadeniami po ¢iastkach spojitymi.
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| | | | -
T T T T L

0 {1 [5) t3 Tt

Obr. 1.1: Po ¢iastach spojité riadenie a spojité nadpéjanie odozvy (ilustrativny priklad).

x(T) € C. Optimdlne riadenie je také pripustné riadenie, ktoré maximalizuje ticelovi
funkciu

J(u(.)) == tOT Ot 2 (t; 2o, u(.)), u(t))dt + o(x(T; 20, u(.)))

v triede vsetkych pripustnych riadeni.

1.3 Klasifikacia tiloh optimalneho riadenia

Zavedieme niektoré pojmy, ktoré umoznia blizsie charakterizovat konkrétne tlohy opti-
malneho riadenia (UOR).

(1)

Vsobecna schéma tlohy optimalneho riadenia (1.3H1.8) bola formulovana ako
mazimalizacnd uloha. Rovnako vsak mozno formulovat aj minimalizacné ilohy,
v ktorych sa ucelova funkcia minimalizuje. VSetky teoretické vysledky budu
formulované pre maximalizac¢né tlohy.

Pociatoéna podmienka formulovand vztahom (2), v ktorom je ¢y a xq dané, je naj-
castejsie sa vyskytujicou podmienkou. Tedriu optimalneho riadenia vsak mozno
aplikovat aj na ulohy so vSeobecne zadanymi pociatoénymi podmienkami typu
x(tp) € P, kde P moze byt zadané podobne ako cielovd mnozina C' a pripadne
aj to je volné (vid nasledujice dva odstavce).

Podla intervalu, na ktorom uvazujeme cely proces, pozname tlohy s (a) pevngm
casom (interval [to, T je vopred zadany), (b) volngm casom (interval je konecny,
ale nie je vopred zadany) a (c) nekonecnym casovym horizontom (intervalom je

8



1.3. KLASIFIKACIA ULOH OPTIMALNEHO RIADENIA

[tg, 00)). Pripad (a) a (b) nazyvame spolo¢ne aj ako tlohy s konecngm casom.
V pripade (b) optimalizujeme aj vzhladom na koncové T' (pri pevne zadanom
to). a optimalizacné kritérium oznacujeme J (7', u(.)). Riadeniami st po ¢iastkach
spojité funkcie definované na konecnych, ale vo vSeobecnosti lubovolnych inter-
valoch typu [to, T]. V pripade tloh na nekonecnom ¢asovom horizonte treba tiez
modifikovat pojem riadenia, to vSak budeme robit az v Casti IV.

Podla typu koncovej podmienky delime tlohy na tlohy s volngm koncom (C' =
R™), tlohy s pevngm koncom (C = {x7}, kde zr € R™ je dané ). Castokrat
byva mnozina C' zadand ohranic¢eniami typu rovnosti C' = {z | g(z) = 0}, kde
g je zadané funkcia, g : R® — R!. Takéto ulohy sa niekedy nazyvaji tlohami s
ciastocne volnym koncom. V ekonomickych tlohach sa stretavame aj s cielovou
mnozinou typu C' = {z | g(z) > 0}.

Mnoziny U (t), definujice ohranicenia na riadenie byvaju uzavreté podmnoziny
R™. V pripade, ze U = R™ hovorime o tlohe bez ohraniceni na riadenie. Castokrat
byva U ={u e R™ | u' € |a;,Bi],i=1,...,m}.

Ohranicenia na stavovi premennu (pokial sa vyskytuji) byvaju zvycajne zadané
v tvare h(z(t)) > 0, kde h je dana funkcia. V ekonomickych tlohéch sa casto
vyskytuji ohranicenia v tvare z(t) > 0. Treba povedat, Ze ohranic¢enia na stavovi
premenntu velmi komplikuji teériu riadenia. Trochu lepSie si vie tedria poradif s
ohrani¢eniami zmiesané¢ho typu h(xz(t),u(t)) > 0. V standardnej tlohe sa vsak
nevyskytuju ziadne ohrani¢enia na stavovi premennd, t.j. X (¢) = R".

V pripade, ze UOR m4 dcelovi funkciu v tvare , t.j. je suctom integralu a
funkcie koncového stavu, hovorime, ze uloha je Bolzovom tvare. V pripade, ze
ucelova funkcia je definovand iba pomocou integralu (t.j. ¢ = 0), hovorime o
Lagrangeovom tvare. Nakoniec, ak je ucelova funkcia definovand iba ako funkcia
koncového stavu (t.j. fo = 0), tak hovorime o Mayerovom tvare tlohy. D4 sa
ukazat, ze vSetky tri typy tloh si ekvivalentné v tom zmysle, ze jedna sa d&
previest na hociktori druhi (i ked niekedy vyssieho rozmeru).

V tedrii optimalneho riadenia maji vyznamné miesto minimaliza¢né tlohy, kde
fO =1 aziroven ¢ = 0, t.j. J =T — t5. V tomto pripade vlastne minimalizujeme
cas a takéto ulohy sa nazyvaju ulohy najrichlejsieho prechodu, alebo ¢asovo optimalne

tlohy.

V pripade, ze vsetky zadané funkcie a mnoziny vstupujiice do horeuvedenej schémy
nezavisia explicitne od ¢, hovorime o autondomnej UOR.
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FORMULACIA ULOH A VSEOBECNA SCHEMA

1.4 Spat k prikladom

Je zrejmé, zZe tloha z Prikladu o najrychlejSom premiestneni sa pri oznaceni

x! ==y a 22 := 7 a predpoklade m = 1 d& sformulovat nasledovne:
minimalizovat 7, t € [0,7], T je volné,
pri podmienkach 9’51(75) = 2°(t),
() = u(t),
z'(0)=0, 2/(T)=y",
22(0) =0, 2*(T) =0,
u(t) € [~a, 5]

Ide teda o minimaliza¢nu ulohu (presnejsie, o lohu najrychlejsieho prechodu) s dvoj-
rozmernou stavovou premennou a jednorozmernym riadenim. Uloha m4 pevny koniec,
mé ohranicenia na riadenie, ale nema ohrani¢enie na stavové premenné. Je to auto-
noémna tloha.

Ulohu o optimalnej spotrebe z Prikladu mozeme sformulovat do nasle-
dovného tvaru P}

max L emtu(et)) dt, (1.9)
k(t) = ik(t) — c(t), t € [0,T], (1.10)
HO) = ho, (111)

k(T) = ki, (1.12)

kde T'>0,r > 0,7 >0, kg > 0 a k; > 0 su dané konstanty a U(.) je dand funkcia. Je
zrejmé, ze ide o tlohu s pevnym ¢asom, pevnym koncom, bez ohraniceni na riadiace a
stavové premenné.

Obidva uvedené priklady viedli na tlohy s koneénym ¢asom. V Priklade[I.T]bol ¢as
volny, v Priklade zase pevny. Druhy priklad vsak budeme analyzovat aj ako tlohu
na nekonec¢nom horizonte. Typickym predstavitelom tloh na nekoneénom c¢asovom ho-
rizonte je neklasicky modelu ekonomického rastu zndmy pod menom Ramsey model,
ktory vedie na nasledovni tilohu optimalneho riadenia:

max /O e~"U(c(t))dt (1.13)
k(t) = f(k(t)) — 0k(t) — c(t), Y t>0, (1.14)
k(0) = ko, (1.15)
lim k() > 0, (1.16)

3Casto budeme pouzivat skrateny zapis tlohy, v ktorom skracujeme slovd maximalizovat na max,
minimalizovat na min a slova ,,pri podmienkach“ budeme tUplne vynechavat
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1.5. SUVIS ULOH OPTIMALNEHO RIADENIA A VARIACNEHO POCTU

kde k oznacuje kapitél na jednotku prace a ¢ spotrebu, U(c) je dand tzitkova funkcia,
f(k) je dana produkénd funkcia. Konstanta 6 > 0 je mierou znehodnocovania kapitélu,
konstanta r > 0 mierou netrpezlivosti spotrebovavat.

Vsimnime si, ze v pripade, ze zanedbavame amortizaciu kapitalu, t.j. 6 = 0 a ak
predpokladdme linedrnu produkéni funkciu f(k) = ik, kde ¢ je kladna konsStanta, do-
staneme 1lohu o optimélnej spotrebe z Prikladu na nekonec¢nom c¢asovom horizonte.
K tlohe o optiméalnej spotrebe a k Ramseyho modelu sa budeme viackrat vracat a riesit
ich v rozlicnych modifikaciach.

1.5 Stvis tloh optimalneho riadenia a variacného
poctu

Optimalne riadenie je pomerne mladd matematicka disciplina. Vznikla v 60-tych 20.
storocia ako odpoved na potreby riadit pohybujtce sa objekty. Historicky tloham opti-
malneho riadenia predchadzali ilohy variacného poctu, ktoré sa daju chapat ako pod-
trieda tuloh spojitého optimélneho riadenia. Na rozdiel od optimalneho riadenia, je
variacny pocet velmi starou matematickou disciplinou. Pociatky variacného poctu sa
datujt az do roku 1696, kedy Bernoulli formuloval tilohu o brachystochrone. [ Variacny
pocet bol rozvijany v 18. storo¢i Lagrangeom a Eulerom a neskor sa stal dolezitou
sucastou aplikovanej matematiky poskytujici jednotny pohlad na mnohé problémy
fyziky.

V tlohach variacného poc¢tu hladdme takd hladki krivku z(.) definovanii na inter-
vale [0, T, ktord maximalizuje funkcional

10) = [ £, 20

kde fO: RxR" xR" — R je dand C? funkcia troch premennych. Pri tom sa na hladant
krivku casto kladu este dalsie podmienky, zvycajne vo forme predpisanej pociatocnej
a koncovej hodnoty krivky:

z(0) =x9, «(T)=x7. (1.17)

Ako suvisia takéto tlohy s tilohami optimalneho riadenia? Vsimnime si, ze funkcional
I sa podobd ucelovej funkcii J z formulacie tlohy optimalneho riadenia, len namiesto
¢lena @(t) je v J riadenie u(t). Je zrejmé, ze pomocou oznacenia

u(t) =1

4Brachystochrona, je krivka vo zvislej rovine, po ktorej sa pohybuje hmotny bod, ak sa chce dostat
¢o najrychlejsie z bodu A do bodu B iba pod vplyvom svojej tiaze.
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FORMULACIA ULOH A VSEOBECNA SCHEMA

mozeme tlohu variacného poctu previest na (Specidlnu) tlohu optimélneho riadenia s
ucelovou funkciou v tvare

I() = [ £ (), ult))de,

s diferencidlnou rovnicou
t=u, te0,T],

a s podmienkami . Dostali sme velmi jednoduchi tlohu optimalneho riadenia bez
ohranicenia na riadenie.

Poznamenajme, Ze naopak, iba niektoré tilohy optimalneho riadenia, (ktoré ale mu-
sia byt bez ohranicenia na riadenie!) sa daji previest na tlohy varia¢ného poctu. Takou
je uloha o optimalnej spotrebe sformulovana ako f. Kedze z diferencialnej
rovnice vieme vyjadrit ¢ = ik — k, dosadenim do tcelovej funkcie dostdvame
tlohu varia¢ného poctu

T :
minimalizovat / e ""U(ik(t) — k(t))dt,
0
pri podmienkach  k(0) = ko, k(T) = k7.

Dolezité je uvedomit si, ze principidlnym rozdielom medzi varia¢nym poctom a optimal-
nym riadenim je pritomnost ohraniceni na riadiace premenné v tlohéch optiméalneho
riadenia. Tieto sposobuju fazkosti pri dokaze nutnych podmienok optimality v tvare
Pontrjaginovho principu maxima v optimalnom riadeni. Pomerne jednoduché postupy
variace testovenej krivky pouzité pri odvodzovani nutnej podmienky variacného poctu
(tzv. Eulerova rovnica) nie je mozné aplikovat na tlohy optimédlneho riadenia préve
kvoli existencii ohrani¢eni na riadenie.

V nasledujticej ¢asti sa obozndmime s niektorymi zakladnymi vysledkami variac-
ného poc¢tu. Predovsetkym odvodime nutné podmienky optimality v tvare Eulerovej
rovnice. V dalsich kapitolach sa vsak uz budeme zaoberat vylu¢ne tilohami optimélneho
riadenia, ktoré su vseobecnejsimi optimalizacnymi tlohami. Vsetky vysledky pre tlohy
optimalneho riadenia mozno aplikovat aj na tlohy variacného poc¢tu po ich prevode na
ulohu optimalneho riadenia postupom popisanym vyssie.

1.6 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 1.1. Aplikacia v marketingu (Gould, 1970) Predpokladajme, ze zisk
nejakej firmy je rastiicou a konkavnou funkciou podielu ludi, ktori poznaju jej produkt

5Gould, J.P. (1970): Diffusion Processes and Optimal Advertising Policy, in Macroeconomics Foun-
dations of Employment and Inlation Theory, New York: Norton, pp. 338-368.
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1.6. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

(tento podiel ozna¢me z). Tento podiel moze firma ovplyvnit marketingom, pricom in-
tenzitu marketingovej kampane oznacme u. Naklady na marketingovi kampan si ras-
ticou a konvexnou funkciou premennej u. Nech ¢ oznacuje mieru poklesu podielu Tudi
oboznamenych s produktom. Cielom je maximalizovat celkovy cisty zisk (po odpodi-
tani ndkladov) diskontovany sadzbou r na danom ¢asovom horizonte [0, T']. Sformulujte
model ako spojitu tilohu optimalneho riadenia.

Uloha 1.2. Aplikacia v ekonomike prirodnych zdrojov (Schaefer, 1957)
Predpokladajme, zZe rast populacie ryb v jazere za jednotku casu je dany funkciou
f(x) = ax(1 — x), kde = predstavuje velkost tejto populdcie (vyjadreny ako percentu-
alny podiel z maximélnej kapacity rybnika) a a je konstantna. Cielom je maximalizovat
diskontovany zisk z vylovu ryb za vopred stanovené obdobie. Predpokladajme, Ze vel-
kost vylovu je priamo timerna vynalozenému usiliu v a aktualnej velkosti populécie
ryb. Nech jednotkové cena za ryby je p a naklady na vylov c(u).

o Sformulujte model ako spojiti tilohu optimélneho riadenia.

o Uvedte charakterizaciu tejto tlohy v zmysle klasifikdcie uvedenej v casti|l.3|

e Ako mozno (pri zanedbani ohraniceni na = a u) preformulovat tento model v
tvare ulohy variacného poctu?

Uloha 1.3. Model Zivotného prostredia I. (Forster, 1977)Model predpoklada,
Ze vysoka spotreba prispieva k vyssej miere znecistovania zivotného prostredia. Prinasa
tak na jednej strane vysoky uzitok zo spotreby, na strane druhej aj vysoké znizenie
uzitocnosti (disutility) zo znec¢isteného zivotného prostredia. Oznacme

P stav znecistenia zivotného prostredia,

C  spotrebu,
U(C) uzitocnost zo spotreby,
D(P) zniZenie uzito¢nosti kvoli znecistenému prostrediu,

v miera samocistenia (t.j. za ¢asovi jednotku sa znizi zneéistenie prostredia o

100~v%).

Sformulujte ako spojiti tlohu optiméalneho riadenia.

Uloha 1.4. Model Zivotného prostredia II. (Luptacik - Schubert, 1979)E|
Rozsirme predchadzajici model o existenciu kapitalu nasledujticim spésobom: Pred-

6Schaefer, M.B. (1957): Some considerations of population dynamics and economics in relation to
the management of marine fisheries, J. Fisheries Res. Board Canada 14, pp. 669-681.

"Forster, B.A. (1977): On a one state variable optimal control problem: consumption-pollution
trade-offs, In: Pitchford, Turnovsky (Eds.): Application of Control Theory to Economic Analysis,
Amsterdam, pp. 35-56.

8Luptacik, M., Schubert, U. (1982): Optimal investment policy in productive capacity and pollu-
tion abatement processes in a growing economy, In: Feichtinger (Ed.): Optimal Control Theory and
Economic Analysis, Amsterdam, pp. 231-243.
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pokladajme, Ze za jednotku ¢asu sa v ekonomike vyprodukuje F(K) kapitélu, kde
K je aktudlny stav kapitalu a F' je produkénd funkcia. Tato produkcia sa rozdeluje
na spotrebu C', investicie do prirastku kapitalu a casti kapitalu pouzitej na znizenie
znelistenia (A jednotiek kapitalu za ¢asovi jednotku znizi zneéistenie o G(A) za ca-
sovi jednotku). Miera amortizacie kapitalu je . Cielom je maximalizovat ¢isty tzitok
zo spotreby (znizeny o efekt znecisteného prostredia). Sformulujte model ako spojiti
tlohu optimalneho riadenia.

Uloha 1.5. Fazovy portrét. Néjdite staciondrne body systému diferencidlnych rovnic

K = (1-B)K*—-JK,
P = BKQ_7P7

kde o, 3, v, d stz (0, 1). Vysetrite ich stabilitu. Pre interpretaciu porov. predchddzajici
priklad - zadanie dostaneme pre Cobb-Douglasovu produként funkciu v tvare (F(K) =
K*®) alinedrnu funkciu zavislosti prirastku znecistenia od postreby (H(C') = C), pricom
spotreba je vo vyske konstantne danej ¢asti produkcie (C' = SF(K)) a vyska kapitalu
na vyuzitého na zlepsenie zivotného prostredia je nulova (A = 0).

Uloha 1.6. Rézne tvary formulécie tiloh. DokédZte, Ze tlohu v Lagrangeovom tvare
vieme ekvivaletne zapisat v Mayerovom tvare a naopak.
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Cast II

Ulohy varia¢ného podétu
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Kapitola 2

Zakladnd uloha variacného poctu.
FEulerova rovnica

V mnohych pracach z ekonomického modelovania dynamickych systémov sa mozno
stretnit s pouzitim variacného poctu. Preto v tejto a v nasledujticich dvoch kapi-
tolach chceme oboznamit citatela aspon so zdkladnymi poznatkami tejto discipliny.
Zameriavame sa predovsSetkym na nutné podmienky optimality a ich odvodenie, ich
vyuzitie ilustrujeme na rieseni niekolkych jednoduchych tloh. V pripade hlbsieho z&-
ujmu o problematiku odporucame siahnut po Specializovanej literatire, ktorej je v tejto
oblasti velmi vela. Klasickou ucebnicou je napr. [§], na fakulte si spracované ucebné
texty [24]. V pripade zaujmu o pocetné ekonomické aplikacie mozno siahnut napriklad
po [16], [19], kde je vsak teéria spracovand matematicky menej korektnym spdsobom.
Najvyvazenejsi stilad medzi aplikdciami a teériou je v knihe [25].

2.1 Formulacia zakladnej Glohy

Ako sme uz spomenuli v predchadzajucej kapitole, v llohach variacného poc¢tu hladame
takd hladkd krivku z(.) definovant na intervale [0, 7], ktord maximalizuje funkcionél

I(z(.)) = /OT FO(t, (), (), (2.1)

kde fO: R x R® x R*® — R je dand C? funkcia. Pritom sa na hladant krivku éasto
kladu este dalsie podmienky. Ak st tieto podmienky vo forme predpisanej pociatoc¢nej
a koncovej hodnoty krivky:

x(0) = xg, x(T) =z, (2.2)

kde zy, zp € R"™ si dané vektory a T je dané kladné ¢islo, hovorime o zdkladnej
tlohe variacného poctu. Pre tito tlohu zavedieme terminologiu tak, aby bola v silade
s terminolégiou optiméalneho riadenia.

Kazda hladkd krivku (¢ize spojite diferencovatelni funkciu z(.) : [0,7] — R")
nazjvame pripustnou, prip. pripustnym riefenim, ak spliia predpisané podiatoéné a
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2.1. FORMULACIA ZAKLADNEJ ULOHY

koncové podmienky. V pripade tejto zdkladnej tlohy st to podmienky (2.2)) a takito
situdciu mozeme ilustrovat Obrazkom 2.1

T

=

Obr. 2.1: Grafické znazornenie pripustnych rieseni zakladnej tlohy variacného poctu

Majtc stanoveny funkcional , mozeme hladat jeho maximum, minimum, alebo
oboje. Standardne budeme funkcional maximalizovat. Pripustni krivku Z(¢) budeme
nazyvat optimalnym rieSenim, ak v tejto krivke nadobtuda funkcional svoje maximum v
triede vsetkych pripustnych rieseni. Takéto tlohy budeme niekedy formélne zapisovat
v tvare

I(z()) = /OT ot z(t), 2(t))dt — max, z(0) =zo, «(T)=r,

pripadne v tvare

max I(z(.) i= /OT FO(t, (1), (1)) dt (2.3)
pri podmienkach x(0) = zo, z(T') = . (2.4)

V druhom zapise budeme slova pri podmienkach casto vynechavat. Ak nas namiesto
maxima zaujima minimum, pripadne oboje, tak skratku maz nahradime skratkou min,
pripadne extr. Podobna symbolika sa bude vztahovat aj na zapis inych tloh varia¢ného
poctu analyzovanych v dalsich dvoch kapitolach.

Podintegralna funkcia f° je funkciou troch premennych. Prvou je redlna premenn4,
druhou a tretou premennou je n-rozmerna realna premenna. Parcidlnu derivaciu funkcie
1O podla prvej 0premennej budeme zapisovat aa—J:), resp. f, podla druhej %—J;O, resp. f2,
podla tretej %, resp. f9.
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ZAKLADNA ULOHA VARIACNEHO POCTU. EULEROVA ROVNICA

2.2 (Odvodenie nutnych podmienok optimality

Nasim cielom je odvodit nutné podmienky optimality pre tlohu f sformu-
lovani v predchddzajicom odseku. Predpokladajme, ze Z(.) je optimalnym rieseni
zékladnej tlohy variacného poctu (2.3)—(2.4). Hladdme taki vlastnost krivky 2(.), ktord
by bola iné, nez vlastnosti susednych kriviek. Susedné krivky budeme generovat pomo-
cou tzv. variaénych kriviek: dz(.) € C'[0, T}, spliajtcich

dx(0) =0, 0z(T) = 0. (2.5)
Takéto variacné krivky nazyvame pripustné. Pre kazdd pripustni varia¢na krivku dz(.)

definujeme celt triedu susednych kriviek ku Z(.) parametrizovani parametrom ¢ nasle-
dovne:
z°(t) = &(t) + edz(t).
Je zrejmé, ze . '
€(t) = Z(t) + eox(t)
a 7e ked € — 0 tak aj 2°(t) sa ,blizia“ [ ku 2(¢).

7(5I

Obr. 2.2: Grafické znazornenie variaénych a susednych kriviek

Zvolme teraz jednu pripustni variaént krivku dz(.). Pre nu mozeme teraz definovat
I(z%(.)) ako funkciu jednej redlnej premennej € nasledovne

F(e) = I(z°(.)) :/f%t,f(t),f(t))dt.

IStacilo by predpokladat, ze #(.) je lokdlnym maximom v zmysle nejakej metriky na C1[0,T]
priestore.

2Pod konvergenciou funkcif rozumieme konvergenciu v zmysle spomfnanej metriky v C1[0, T pries-
tore.
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2.2. ODVODENIE NUTNYCH PODMIENOK OPTIMALITY

Zrejme F(0) = I(Z(.)) a pretoze I(Z(.)) bola maximélna hodnota funkciondlu I, tak aj
funkcia F(¢) nadobida maximum v bode e=0. Pretoze F'(¢) je diferencovatelnd, musi
byt v bode e=0 splnend nutnd podmienka maxima. Dostavame (kvoli jednoduchosti
zépisu budeme vynechavame argument t v zépise funkcii Z(¢), dz(t) a ich derivacii):

dF(¢) T dfo(t, & 4 edx, & + £0i)
0= - / dt
de |__, Jo de I
TT 0 A A 0 A A
o | Ox ot
Na druhy s¢itanec pouzijeme per partesE| a pokracujeme
Toft4,4) . dof(ta,d) of'(ta,d) 1"
= — - ——— 2 —_ = 2.
0 /0 l 5 ox o 5 x| dt + 9% oz i (2.6a)
rlofta,2)  dofta,a)
_ _ = 2.
/0 [ Oz i or |0t (2.6b)

kde sme pouzili vlastnost pripustnych variacnych kriviek. Dostali sme, Ze integral
(2.6b) ma byt rovny nule a to pre lubovolnt pripustni variaéni krivku dz(.). Z toho sa
da odvodit’EL ze aj hodnota vyrazu v hranatej zatvorke pod integralom musi byt rovna
nule v kazdom ¢ € [0, 7], t.j.

Of(t,&(t),2(t)  d Of°(t 2(t),2(1))
or dt ot

Rovnica ([2.7)) sa nazyva Eulerova rovnica. Skratene ju zapisujeme (bez argumentov) v
tvare

=0, Vte[o,T]. (2.7)

d
0 [ —
fo— o

Co je to za rovnica? RozpiSme derivaciu podla ¢asu v druhom vyraze v ([2.7)):

0 20004 & A 20004 A A 20004 A &Y.
Ao PP PP P

dt 0% 0zt 0t0x 012

Teda Eulerova rovnica je vlastne diferencialna rovnica druhého radu:
of°(t, @) azft)(?j,j;,x*) - anO('t,:@,é;)% - 82.]00(15‘,@,%)(% o (2.8)
ox ox0ot 00z 012

Spolu s okrajovymi podmienkami ddva Eulerova rovnica (formalne) dostatok podmie-
nok na urcenie Z(.). Sformulujme odvodeny vysledok v tvare vety:

fi=o. (ER)

3Mohlo by sa zdat, Ze na korektné pouzitie tohto kroku potrebujeme Ziadat, aby pripustné krivky

0
boli C? funkcie. To by zabezpedéilo, Ze % % existuje a je spojitd. Nie je to vSak treba, lebo detailnejSiou
analyzou to vyplynie z existujticich predpokladov na tlohu—vid [8].

4Toto odvodenie bolo urobené na prednédske, mozno ho najst aj v [25].
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ZAKLADNA ULOHA VARIACNEHO POCTU. EULEROVA ROVNICA

Veta 2.1. Nech i(t) je optimdlne riesenie ulohy f. Potom &(t) spliia Eulerovu
TOUNACY .

Poznamky:

(1)

Eulerova rovnica je nutnou podmienkou optimality (prvého radu) pre zdkladnu
ulohu varia¢ného poc¢tu. To znamena, ze pripustné riesenie, ktoré je rieSenim Eule-
rovej rovnice, je len kandidatom na optimélne riesenie tlohy. Na druhej strane,
ak tiloha ma optimélne riesenie, tak toto riesenie bude medzi rieseniami Eulerovej
rovnice. Ak Eulerova rovnica nema ziadne riesenie pripustné pre danu tlohu, tak
uloha nemé optiméalne rieSenie.

Eulerovu rovnicu sme odvodili ako nutni podmienku optimality pre tilohu —
, ktord je maximaliza¢nou ulohou. Ilahko vSak mozno nahliadnut (precho-
dom min fOT fOdt — max fOT (—f°)dt ze pre minimalizanti tilohu dostaneme t1 isti
Eulerovu rovnicu. To znamend, ze Eulerova rovnica je nutnou podmienkou opti-
mality spolo¢nou pre maximum aj minimum. Je to rovnaka vlastnost, akd ma
nutnd podmienka extrému prvého radu v diferencidlnom pocte, pomocou ktorej
sme Eulerovu rovnicu vyvodili.

Podobne ako v diferencialnom pocte, aj tu mozno odvodif nutné podmienky
druhého rddu nazyvané Legendrove podmienky. Tieto umoznuju rozlisit (lo-
kélne) maximum od (lokdlneho) minima. Pre maximum je to podmienka
0.(t,2(t),2(t)) <0, Vt a pre minimum f2, (¢, 2(), £(t)) > 0, V¢.

Ak fO(t,z, %) je konkdvna (resp. konvexnd) v premennej (z, i), tak sa da dokdzat,
ze Fulerova rovnica spolu s podmienkami je aj postacujicou podmienkou
pre maximum (resp. minimum). To znamen4, ak v ulohe, kde f(¢, z, ) je kon-
kavna, existuje pripustné riesenie, ktoré je rieSenim Eulerovej rovnice, tak existuje
maximum pre f a kazdé takéto rieSenie je optimalnym riesenim tlohy.

2.3 Riesenie tuloh

Priklad 2.1. Riesme nasledovnu zakladnu tlohu variacného poctu

2
extr/ (12tx + &%) dt

0
pri podmienkach z(0) = 0, x(2) = 8.

Zrejme [0 = 12t, ¥ =2z, [, =0, 2 =0, f2. = 2. Dosadenim tychto vztahov do
(2.8) dostavame nasledovny tvar Eulerovej rovnice pre dant tlohu:

12t — 22 = 0.
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2.3. RIESENIE ULOH

Hladame jej vSeobecné riesenie
i=6t=i=3"4c=>z=0+at+c.

Z okrajovych podmienok vyplyva, ze ¢; = 0, ¢o = 0 a teda z(t) = t3. Nasli sme teda
jediné rieSenie nutnych podmienok optimality a to Z(t) = 3. Kedze f), = 2 > 0,
tak #(t) = t* je kandiddtom na minimum. Podintegrdlna funkcia 12tz + 3% je vSak
konvexnou funkciou v (x, %) a teda nutné podmienky si aj postacujiice pre minimum,

z ¢oho vyplyva, Ze v najdenom Z(t) = 3 tiloha nadobtida minimum.

Priklad 2.2. Uloha o optimélnej spotrebe. Riesme tlohu o optimalnej spotrebe
z Kapitoly 1. Predpokladajme, ze 7,7 > 0 a ze uzitkova funkcia splna standardné
predpoklady uzitkovych funkcii U" > 0 a U” < 0. Tato tlohu formulujeme ako

T :
max / eU(ik(t) — k(t)) dt
0
pri podmienkach k(0) = ko, k(T') = kr,

kde T' > 0, kg > 0, k7 > 0 st dané parametre. Vyc¢islime najprv jednotlivé derivacie
vstupujice do Eulerovej rovnice. Zrejme plati:

fO=e U ik — k)i, [0 =e U (ik — k)(—1),

flgt = re*TtUl(ik o k), f]?k — —eiTtZ'U”(’L'k . k), f]?k —_ efrtU//(ik - k)

Vzhladom na nase predpoklady o funkcii U plati, ze f,gk = e U (ik — k) < 0, a teda
rieSenim nutnych podmienok ziskame kandidata na maximum. Kedze vsak funkcia
e "U(ik — k) je konkdvnou funkciou v (k, k), tak kazdé pripustné rieSenie nutnych
podmienok bude optiméalnym riesenim tlohy. Dosadenie hore uvedenych vztahov do
Eulerovej rovnice déava:

e (ik — k)i — re " U (ik — k) + e U (ik — k)ik — e U (ik — k)k = 0. (2.9)

Po tpravach a vyuzitim ¢ = ik — k, ¢o sme dostali derivovanim 1) ziskame nasle-
dujtci vztah .
U"(ik — k
(i—r)= -2 k=8,
U'(ik — k)
ktory umoznuje ekonomicky interpretovat optimalny tok spotreby c(t). Naozaj, kedze
—%—/,/ > 0, tak ¢ méa to isté znamienko ako (i — ). Teda

o ak i > r, tak spotreba c(t) v Case rastie,

« ak i < r, tak spotreba c(t) v case klesa,
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ZAKLADNA ULOHA VARIACNEHO POCTU. EULEROVA ROVNICA

o ak i = r, tak je spotreba c(t) v ¢ase konStantna.

To znamend, ze ak je urokova miera i vécsSia ako spotrebitelova miera netrpezlivosti
r, tak je optimalne odkladat spotrebu na neskor a teda tok spotreby rastie v case.
Tento kvalitativny vysledok sme dostali aj napriek tomu, Ze sme nepoznali konkrétny
tvar funkcie U. Stacila ndm k tomu znalost len niektorych kvalitativnych vlastnosti
funkcie U. Takyto typ vysledkov je charakteristicky pri vyuzivani nutnych podmienkok
optimality v ekonomickom modelovani a oznac¢ujeme ho ako kvalitativna analyza.

Ak teraz zaddme konkrétny tvar tzitkovej funkcie napriklad v tvare U(c) = In(c),
vieme z nutnych podmienok najst explicitné riesenie. Kvoli jednoduchosti to urobime
pre kr = 0. Dosadme U(c) = In(c) do (2.9). Eulerova rovnica ma potom tvar:

1 1

e (ik—l%)2<ik_k):o’

ktory po tpravach vedie k rovnici v tvare:

k+ (r —20)k + (i — ir)k = 0.
Dostali sme diferencialnu rovnicu druhého radu pre k. Charakteristickou rovnicou je

N4 (r =20\ + (i —ir) =0,
ktord ma dva korene

Al =1, A=1—T.
Pomocou nich vieme napisat vSeobecné riesenie v tvare
k(t) = Ae™ 4+ Bel =1, (2.10)

kde A a B su konstanty. Na ich urcenie vyuzijeme pociatocnu a koncovi podmienku.

Postupne dostaneme

0=kp =k(T) = (ko — B)e'" + BT = kye'™ — eTB(1 — 7)),

a teda
rT

B:L a A_—k:oe*

1 —e T _1_6—7"T’

Dosadenim do (2.10]) dostdvame

koe(ifr)t(]_ . efr(Tft))
1—eT '

k(t) =

Dostali sme jediné optimdlne riesenie danej tlohy. Dosadenim do vzfahu c(t) = ik(t) —
k(t) dostaneme, ze
L (i—r)t
C(t) . TRo€

11— T
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2.4. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

T st kladné konstanty, dostavame, Ze c(t) sa menf s ¢asom rovnako

Pretoze rkgaj 1—e™
ako e(")t,

Vsimnime si, ze vdaka predpokladu kg > 0 je nielen k(t) > 0, ale aj ¢(t) > 0.
A7 toto pozorovanie potvrdzuje, ze sme opravnene ignorovali prirodzené ekonomické
ohranicenia k(t) > 0, ale aj ¢(t) > 0 pri formuldcii Glohy, ¢o ndm umoznilo riesit dlohu
o optimalnej spotrebe prostriedkami variacného poctu.

2.4 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 2.1. Najkrat$ia krivka — formulacia tlohy. Sformulujte v tvare dlohy
varia¢ného poctu ulohu najst krivku najkratsej dlzky v siradnicovom systéme (¢, ),
ktora spaja dva dané body (0,x¢) a (T, zr), pricom T > 0.

Uloha 2.2. Fyzikalna aplikacia. Ak dva rovnaké kruhy ponorime do mydlového
roztoku, vytiahneme ich a pomaly ich od seba oddialite, vznikne struktira s minimal-
nym povrchom (z dévodu minimalizacie celkovej energie). Tato Struktira sa nazyva
catenoid. Jej matematicky opis spolu s dokazom, Ze ide o Struktiru s minimalnym
povrchom, prvykrat publikoval Leonard Eulerﬂ

Obr. 2.3: Catenoid vytvoreny z mydlovej vrstvy

Néjst matematicky popis tohto itvaru mozno rieSenim nasledujtcej tlohy: Zo vset-
kych kriviek spajajicich body (0, zg) a (T, x7) treba vybrat tu, ktord generuje najmen-
siu plochu pri jej rotacii okolo osi t. Sformulujte tito tlohu ako tlohu varia¢ného poctu.

Uloha 2.3. Odhadnite tvar optimélneho rieSenia tlohy

T
min / @(t)* dt
0

pri podmienkach z(0) =0, z(T) = ¢,

SEuler, L. (1744): Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, in:
Opera omnia I, 24.
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ZAKLADNA ULOHA VARIACNEHO POCTU. EULEROVA ROVNICA

kde T > 0, ¢ su dané parametre. Tuto tlohu mozno diskretizovat do tvaru
k 2
. Ti — Tj
— | (T/k
min 3 (") @
pri podmienkach zq =0, z, = c,
kde k je pocet deliacich bodov.

a) Najdite optiméalne riesenie tejto tlohy ako tlohy hladania minima funkcie viace-
rych premennych.

b) Néjdite kandidata na optimélne riesenie tejto ilohy pomocou Eulerovej rovnice.

Uloha 2.4. Uloha s diskontnym faktorom. Néjdite kandidata na optimalne riesenie
nasledujtcej tlohy:
T
extr / e~ (d(1))2 dt
0
pri podmienkach z(0) =0, z(T) = c.
Uloha 2.5. Najkratsia krivka — rieSenie tlohy. Ndjdite optimalne rieSenie tlohy
sformulovanej v Ulohe .

Uloha 2.6. Neautonémna tloha. N4jdite kandiddtov na optimdlne rieSenie pre
ulohu

extr / L) + 2a(t) dt
pri poglmienkach z(0) =0, z(1) = 1/12.
Ide 0 minimum alebo maximum?
Uloha 2.7. Neautonémna tloha. Najdite kandiddtov na optimélne rieSenie tlohy
extr / "(2(t)? + #()? — 20(t) sint ) dt
z(0) :01,
z(m) = e.

Pomocou Legendrovej podmienky zistite, ¢i ide o kandidatov na minimum alebo ma-
ximum. Overte splnenie postacujicej podmienky druhého radu.

Uloha 2.8. Uloha o optimélnej spotrebe. V Priklade sme rieSili vSeobecne
sformulovani tlohu o optimélnej spotrebe v tvare

T :
max/ e ""U(ik(t) — k(t))dt, T je dané,
0

k(0) = ko > 0 je dané,
k(T) = kr > 0 je dané,
1)

)
kdei € (0,1), r € (0,1), T > 0, 9 > 0 a 7 > 0 st dané parametre tak ze koe'™ > ky.
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2.4. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

a) Najdite explicitné riesenie Eulerovej rovnice pre funkciu uzitoénosti v tvare

r
kde 0 € (1 - -, 1) NRT (tzv. funkcia s konStantnou elasticitou substitticie).
i

b) Ukézte, Ze pozdlZ tohto riesenia je spotreba (definovans vztahom c(t) := ik(t) —
k(t)) kladna.

¢) Rozhodnite, ¢ je splnend postacujica podmienka na maximum.

Uloha 2.9. Degenerovana tloha. Najdite kandidatov na optimalne riesenie pre
ulohu

1
extr / (ti(t) + x(t)) dt
0
pri podmienkach z(0) =2, z(1) = 1.

Ide 0 minimum alebo maximum?

Uloha 2.10. VSeobecni autonémna tloha. Dand je tloha variaéného poétu, v
ktorej cas t nevystupuje explicitne vo funkcii pod integralom v tcelovej funkcii:

T
extr / FO(a(), () dt,
0
z(0) = xg, 2(T) = a7,
kde T' > 0, xg a xr st dané parametre. Dokazte, ze potom je funkcia

C) = ate) #(0)) — L)

prvym integralom Fulerovej rovnice.
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Kapitola 3

Modifikdacie zakladnej ulohy

variacnéeho poctu

V zékladnej tilohe variatného poc¢tu sme mali pevne zadany ¢asovy interval [0, T,
na ktorom bol definovany funkcional a na ktorom teda mali byt definované pripustné
krivky. Tiez bola zadana pociatoc¢nd a koncova podmienka. Vo varia¢nom pocte sa vsak
skimaju aj také ulohy, v ktorych ¢asovy horizont T nie je pevne dany, pripadne, kde
koncova alebo pociatoéna podmienka tplne chyba, alebo sa predpoklada, ze koncovy
stav lezi na nejakej variete. Niektorymi takymito typmi tloh sa budeme zaoberat v tejto
kapitole. V tejto stuvislosti budeme zakladnu tlohu variacného poctu nazyvat tlohou s
pevnym c¢asom a peviym koncom.

3.1 Uloha s pevnym ¢asom a volnym koncom

Pod takouto tlohou rozumieme

max [(x / Ot x(t), 2(t)) dt,

pri podmlenke x(0) = xo,

kde T' > 0 a z( su dané. Tato tloha sa lisi od zakladnej tlohy iba tym, Ze koncovy
stav z(T') nie je vopred zadany. Miernou modifikdciou postupu z Casti mozno od-
vodif nutné podmienky aj pre takato tlohu. Zrejme pripustné variacné krivky budu
musiet spliiat iba podmienku 0x(0) = 0. To znamend pripustné budu aj variacné krivky
splfiajice 6z(T) = 0 aj d2(T) Tubovolné. Analogicky, ako v predchédzajicom pripade,
dostaneme vztah . Potom pomocou variaénych kriviek, ktoré spliiaji dz(T) =0,
dostaneme platnost Eulerovej rovnice. Dosadme ju do (2.6a). Z podmienky dz(0) = 0
dostaneme, ze musi platif

Of'(T (1), &(T)) 5y — g




3.2. ULOHA S VOLNYM CASOM A VOLNYM KONCOM

pre vSetky variacné krivky dz(.), (teda aj tie, ktoré maji dz(7") # 0). Dostédvame teda
podmienku
Of°(T,%(T),2(T))
ot

ktoru skratene mozeme zapisat v tvare

of°
0%
a nazveme ju podmienkou transverzality . Tato podmienka dopliia systém podmienok

pre urcenie & pre ulohu s volnym pravym koncom. Analogické podmienky v case t = 0
mozno odvodit v pripade, Ze nie je zadané x(0).

—0, (3.1)

= 0. (PT)

t=T

—

Zo

Obr. 3.1: Grafické znazornenie pripustnych rieseni tlohy s pevnym casom a volnym
koncom

3.2 Uloha s volnym ¢asom a volnym koncom

V pripade, Ze nie je pevne zadany koniec z(T") ani koncovy ¢as T', dostaneme tlohu

kde xy je dané. V tomto pripade teda funkciondl I zavisi nielen od krivky z(.), ale aj
od koncového casu T intervalu [0, 7], na ktorom bude krivka definovana. Aj v tomto
pripade moZeme modifikovat odvodenie nutnych podmienok z ¢asti[2.2] Za triedu sused-
nych kriviek treba zobrat krivky definované na intervaloch premenlivej dizky [0, T+€5T]
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P

Obr. 3.2: Grafické znazornenie pripustnych rieseni tlohy s volnym casom a volnym
koncom

a tomuto faktu sa da prisposobit aj zvysok dékazu. Pri odvodzovani nutnych podmie-
nok pritom treba zobrat do tvahy, Ze od € bude zavisief nielen integrand, ale aj horna
hranica prislusného integralu. Ako vysledok k Eulerovej rovnici a k podmienke trans-
verzality pribudne aj podmienka

T, (T),5(T)) =0, skidtene % __ =0, (3.2)

formélne umoznujuca vypocitat optimalne T'.

3.3 Uloha s volnym ¢asom a pevnym koncom
Ide o tlohu

max 1(z(),T) = /T POt 2(t), i() dt,

pri podmienkach x(OO) = xg, x(T) = zr,

kde xg a xp st dané. Tato tloha je paradoxne na odvodenie nutnych podmienok optima-
lity komplikovanejsia ako predchédzajica. Na korektné odvodenie nutnych podmienok
je potrebné pouzif vetu o implicitnej funkcii. Ako vysledok k Eulerovej rovnici pribudne
podmienka

FOT,2(T), 2(T)) - 0 #(T) =0, (33)
ktori zapiseme v skratenej podobe ako
af° .
fo- a:) =0, (PS)
( o t=T
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3.4. ULOHA S VOLNYM CASOM A CIASTOCNE PEVNYM KONCOM

Ug

Obr. 3.3: Grafické znazornenie pripustnych rieseni tlohy s volnym casom a pevnym
koncom

a budeme ju nazyvat podmienkou stacionarity.
Vsimnime si, ze v pripade, Ze plati podmienka transverzality, tak podmienka sta-
cionarity je ekvivalentnd s podmienkou (3.2)).

3.4 Uloha s volnym casom a ciastoCne pevnym
koncom

Ide o ulohu

max [(x / O, x(t), 2(t)) dt
pri podmlenkach x(0) = xo, ZL‘(T) = 2(T),

kde z(.) je dand diferencovatelna funkcia. V tomto pripade extremdlne riesenie spliia
okrem Eulerovej rovnice aj nasledovni podmienku

s act), aty) - I I Gy sy =0, 3
v skratenom zapise
(fo—aaj;(:é—z')> By = 0. (PS")

Vsimnime si, ze ked z(.) = zr, (z ¢oho 2 = 0), dostavame tlohu s volnym casom a

pevnym koncom a podmienka ({3.4) dava (3.3)).
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3.5 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 3.1. Ilustracia pre tilohu s volnym ¢asom a (&iasto¢ne) volnym kon-
com. V priestore (t,x) zakreslite lubovolnu funkciu z(¢) a ilustrujte pripustné krivky
pre tulohu z odseku [3.4]

Uloha 3.2. Uloha s volnym &asom a (&iasto¢ne) volnym koncom. Néjdite
kandid4tov na optimalne riesenie tlohy: [[]

T
extr/ (@(t)* + x(t))dt, T je volné
0

s okrajovymi podmienkami
a) z(0) =1, z(T) je volné;
b) x(0) =0, z(T)="T.
Uloha 3.3. Uloha s volnym koncom a s pevnym &¢asom. Néjdite kandiddtov na
optimalne riesenie pre tilohu
extr / (#(t)? 4 z(t) cost) dt
0
pri podmienkach z(0) =0 a
(a) z(m) =2,
(b) z(m) je volné.

Pomocou Legendrovej podmienky zistite, ¢i ide o kandidatov na minimum alebo ma-
ximum. Je splnena postacujica podmienka optimality?

Uloha 3.4. Uloha s volnym koncom a s pevnym ¢asom. Ndjdite kandiddtov na
optimalne riesenie pre tlohu
1
extr / (£()2 + 20(t)x(t) + 20(t) + x(t)) dt
0
2, x

pri podmienkach z(0) = (1) voIné.

Pomocou Legendrovej podmienky zistite, ¢i ide o kandidatov na minimum alebo ma-
ximum. Je splnend postacujica podmienka optimality?

!Poznamenajme, Ze v pripade tloh s volnym éasom nemozno aplikovat postac¢ujtce podmienky
v tvare sformulovanom pre tlohu s pevnym ¢asom. Uloha totiz musi spliiat aj nejaky typ konvex-
nosti/konkdvnosti vzhladom na parameter T. V takomto pripade rieSime tdlohu najprv s pevnym
¢asom a vyjadrime rieSenie x(¢; T') ako funkciu pevne daného parametra T'. Overime postacujice pod-
mienky optimality pri pevnom 7. Nésledne vyjadrime hodnotu funkciondlu vo vypocitanom z(t; T')
ako funkciu T' a analyzujeme jej konvexnost /konkdvnost v T
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Uloha 3.5. Najkratsia spojnica bodu a priamky. Ndjdite krivku najkratsej dizky,
ktora spdja bod (0, A) v priestore (¢, z) s priamkou t — T}, t.j. vyrieSte nasledovni tilohu
variac¢ného poctu:

Ty
min 1+ x(t)2dt, Ty je dané,
JRREETOR

z(0) = A dané.

Uloha 3.6. Uloha s ¢iastoéne volnym koncom a s volnym ¢&asom. Nijdite
kandidatov na optimalne riesenie tlohy:

T
extr/ #(t)2dt, T je volné,
0

z(0) =0,
x(T)=-T-1

Uloha 3.7. Parametricka tloha variaéného po¢tu. Na nasledujicom priklade
mozno ukazat, ze

(i) tloha varia¢ného po¢tu nemusi mat optimélne rieSenie,
(ii) rieSenie Eulerovej rovnice nemusi byt optimélnym,
(iii) Legendrove podmienky druhého radu s tiez len nutnymi podmienkami.

Dana4 je nasledujica uloha variacného poctu:

extr | @) + az()i(t) + b)) dt
pri podmienkach z(0) = zg, (T) = zr,

kde T' > 0, xg, x7, a € R a b € R st dané parametre.

a) Ako je vysledok ovplyvneny parametrom a? Preco?

b) Najdite kandidatov na rieSenie pre tito tlohu pre b =1, = 0a b = —1. Pomocou
Legendrovej podmienky zistite, ¢i ide o kandidatov na minimum alebo maximum.

c) Uk&zte, Ze pre tlohu s parametrom b = —1 nie je splnené postacujica podmienka
optimality druhého radu. Uvazujte pripad T" = 27 a 2o = 7 = 0. V tomto
pripade mozno ukazat, ze Eulerova rovnica dava nekonecne vela kandidatov na

maximum, ale maximum v skutocnosti neexistuje. Konkrétne ukazte, ze x(t) =
t2

t— oy je pripustné riesenie, pricom hodnota uvazovaného funkcionélu je pre toto
0

rieSenie vyssia ako pre rieSenia Eulerovej rovnice.
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Uloha 3.8. Ekonomicka aplikicia (Hotelling, 1931). Majitel uholnej bane s cel-
kovymi zasobami uhlia B sa rozhoduje, kolko uhlia ma v ktorom obdobi vytazit tak,
aby jeho celkovy diskontovany zisk bol ¢o najvacsi. Nech z(t) oznacuje celkovy objem
vytazeného a predaného uhlia do ¢asu t a @(t) oznacuje tempo tazby / predaja. Pred-
pokladame, ze Cistd jednotkova cena (t.j. cena po odpoditani ndkladov na tazbu) p()
je kladna klesajuca funkcia & splnajica podmienku

: /

lim p'(y) < 0.

a) Sformulujte model v tvare tlohy varia¢ného poctu s volnym ¢asom a pevnym
koncom.

b) Napiste Eulerovu rovnicu a ekonomicky ju interpretujte.

¢) Pomocou Eulerovej rovnice, podmienky stacionarity, podmienky v koncovom
case a postacujucich podmienok pre maximum ukazte, Ze optimalne tempo
tazby /predaja je klesajicou funkciou v ¢ase (t.j. ze Z(t) je klesajica v t) a plati
z(T) = 0.

Uloha 3.9. Ohranicenie typu nerovnosti na koncovy stav. Ukéite, Zze ak v
zékladnej ulohe varia¢ného poctu zamenime podmienku z(7") = zr za podmienku typu
nerovnosti xz(1T') > zr, tak dostaneme nutni podmienku optimality v tvare Eulerove;
rovnice a podmienky w <0, W(ﬂjﬂ) — x7) = 0. Navod: [25],
str. 34.

32



Kapitola 4

Niektoré Specialne ulohy variacného
poctu

4.1 Viacrozmerné ulohy

V casti sme vlastne definovali funkciondl na triede viacrozmernych kriviek x(.) :
[0,7] — R™ a odvodenie Eulerovej rovnice v kapitole v tomto pripade dava vekto-

rovit Eulerovu rovnicu f2 — 4 f9

rovnica predstavuje systém n rovnic

d
0 0 »
. . =0, 1=1,...,n.
s dt s

Rozpisanim tychto rovnic v pripade, ze n = 2 dostaneme:

0 0 0 . 0 . 0 . 0 _—
1 fti1 - fxlilxl - fi1f€1x1 - fwzile - 5021"13:2 - 07

0 0 0 . 0 . 0 . 0 _—
To ftiz - xging - i‘2df2x2 - leile - Z"11.’2'%1 - 0

4.2 Ulohy vyssieho radu
Ide o tlohy nasledujticeho typu:
T
I(x(.)) := / Ot @, &, .., a®)dt — extr,
0

napriklad pri podmienkach

.I'(])(O) — 1%7 :L‘(J)(T) = x%‘” 7=0,.., k — 1,

=0, kde f2 a f? st n-rozmerné vektory, t.j. Eulerova

(4.1)

(4.2)

kde f9 € C”H,x%,x]f,T si dané. Uplne analogicky ako v Casti sa da dokazat
(pomerne priamociaro — vid Uloha ), ze optimdlne riesenie v kazdom t € [0, 7]
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splna tzv. Euler—Poissonovu rovnicu:

o d,, & L db

fi + @fg — ..+ (=1 %fa?(k) = 0.

fo = o

Je to diferencidlna rovnica rddu 2k. Preto na urcenie jej jediného riesenia potrebujeme
2k podmienok. V tomto pripade mame podmienky zadané v tulohe. V pripade, ze
niektoré chybaji, systém podmienok doplni vhodna podmienka transverzality.

4.3 Bolzova uloha

Pod Bolzovou tlohou vo vseobecnosti rozumieme tlohu, kde funkcional zavisi aj od
funkcie koncového, resp. pociatocného stavu. Takouto tlohou je napriklad:

I(z(.)) == /OT fO(t,z,@)dt + o(2(0), 2(T)) — extr,

kde o € C3, T st dané. D4 sa priamociaro, postupom z casti odvodit, ze optimélne
rieSenie splna Eulerovu rovnicu a modifikované podmienky transverzality v tvare

f§|t:o = Pz(0), f§|t:T = —Px(7)-

4.4 Izoperimetricka tloha

Ide o ulohu, kde v podmienkach vystupuje integralna vazba. Takouto tlohou je napri-
klad

T
/ Ot z, @)dt — extr
0
pri podmienkach
T .
/0 fz(taxai)dt:&iv 1= 17'-'m7 $(O) = Zo, x<T) =TT,

kde fi € C?, zg, xpr st dané. K takejto tilohe definujeme Lagrangeovu funkciu
L(t,x,z,\) = Z Nofi(t, @, @)
=0

Ak Z(.) je optimélne rieSenie pre takuto tlohu, potom existuji Mg, A1, ..., Am
(Aoy A1y ooy A) # 0 také, Ze pre kazdé t € [0, T plati

Lo(t, 2,2, )) — —Ly(t, &, 2 \) = 0.

dt
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4.5 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 4.1. Viacrozmerna tiloha. Najdite vSeobecné riesenie Eulerovej rovnice pri-
sliachajicej k funkcionalu

I = [ (l6) +y(6) + a0 + (0t

Uloha 4.2. Uloha vys§ieho radu. Rieste nasledovni tlohu
1
extr / #(t)%dt,
0
z(0) =z(0) =x(0) =0, (1) =1.

Uloha 4.3. Bolzova tiloha. Dokézte, Ze optimalne riefenie Bolzovej tlohy variaéného
poctu v tvare

extr /OT ot z, 2)dt + p(z(T)), T je dané,
z(0) = x¢ je dané,
x(T) = zr je volné,
kde ¢ € C?, spliia Eulerovu rovnicu a modifikovani podmienku transverzality v tvare
FL(T,2(T),2(T)) = —¢'(@(T)).
Uloha 4.4. Izoperimetricka tiloha. Rieste nasledovnt tlohu

1
extr / (1) dt,
0

/OTx(t) dt = 0,
2(0) =0, (1) = 1.

Uloha 4.5. Odvodenie Euler—Poissonovej rovnice. Odvodte nutné podmienky
optimality pre ulohu (4.1)—(4.2) v pripade (a) k& = 2, (b)* vSeobecného k. Ako sa
zmenia, ked vynechdme niektoru z podmienok (4.2))? Konkretizujte!

Uloha 4.6. Dokaz pre izoperimetricki tiloha. Odvodte nutné podmienky optima-
lity pre izoperimetrickd tlohu z odseku [4.4] Pouzite pritom tzv. Caratheodoryho vetu
(jej dokaz mozno najst napr. v ([14], Veta 7.3), podla ktorej, ak ¢ = 0 je extrémom
funkcie fO(¢) pri vizbach fi(e) =0,i=1,...,m, (kde f' € C',i =0,1,...,m), potom
existuji Ao, A1, ooy A 2 (Aoy Aty ooy A ) # 0 také, Ze plati

5,410

- de
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Cast III

Ulohy optimalneho riadenia s
konecnym casom
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Kapitola 5

Autonomna uloha s volnym casom.
Pontrjaginov princip maxima (PPM)

V tejto kapitole sformulujeme nutné podmienky optimality, nazyvané aj Pontrjaginov
princip maxima, pre autonémnu ulohu optimélneho riadenia s volnym casom. Vysvet-
lime vyznam tychto podmienok na riesenie tiloh. Podmienky optimality pre autonémnu
tlohu s volnym c¢asom budu v dalsich kapitolach tvorit zaklad a vychodisko pre odvo-
denie nutnych podmienok pre iné typy tloh.

5.1 Formulacia autonémnej ulohy s volnym c¢asom

Budeme sa zaoberat autonémnou tlohou s volnym casom, bez ohraniceni na stavovi
premennu, s Lagrangeovou tcelovou funkciou, opisani nasledovne:

max J (T, u( / fO(x (t))dt, T volné, (5.1)
i(t) = f<x<t>,u<t>>, te [o,T], (5.2)
z(0) = xo, (5.3)
2(T) € C={z | g(x) =0}, (5.4)
u(t) € t €10,7T], (5.5)

kde f: R"xR™ - R, f : R"xR™ — R", g : R® — R’ st dané funkcie, U € R™ je dan4
mnozina a xo € R" je dany pociatocny stav. Budeme predpokladat, Ze f, 0 g€ O
Dalej budeme predpokladat, ze | < n a ze vektory 8%9@ st linearne nezavislé pre kazdé
x € C. Tento predpoklad budeme nazyvat predpoklad regularity - oznacenie (PR) a
celi tlohu budeme nazyvat standardnou autonomnou ilohou optimdlneho riadenia s
volnym casom.
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5.2 Formulacia PPM

V tejto casti sformulujeme Pontrjaginov princip maxima pre Standardnii autonémnu
ulohu s volnym c¢asom. Podobne ako v diskrétnom pripade, aj tu bude do formulacie
vstupovat nova premennd 1 € R" a konstanta ¢° > 0. Premennt ¢ nazyvame adjun-
govanou premennou, je to v uré¢itom zmysle dudlna premenna k stavovej premennej x
a ma rovnaky rozmer ako x.

K tlohe priradime Hamiltonovu funkciu (Hamiltonian) v tvare

n

H<x7u>w7w0) = wofo(%u) + wa(SC,U) = ZWJ”(%U) (HF>

1=0

Nech teraz a(t), ¢t € [0,T], je optimélne riadenie pre SUOR a #(t) je jeho odozva.
Optiméalne riadenie a jeho odozva zrejme splnaju stavovi rovnicu 1) ¢o mozeme
pomocou Hamiltonianu zapisat nasledovne

i) - (L0010

Optimalna odozva Z(t) zrejme spliia pociatoéni |} a koncovt podmienku ([5.4)):

A

2(0) = o, g(x(T)) = 0.

Pod adjungovanou rovnicou (AR) rozumieme

¢o vlastne znamena, ze

_¢p<3f%f@%@@D>T__(&ﬂf@%ﬂ@»>T

(t) =
pripadne este v inom zapise je to

d <8f%f@%ﬁ@D>T’

kde 9°(t) := ¢°.
Pre adjungovani premennt definujeme koncovii podmienku v tvare tzv. podmienky
transverzality (PT) pomocou dal$ej premennej y € R! nasledovne:

T

o) = (2EI0) (e1)
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Je zrejmé, ze
T

f - (0@
u) =32 (250
¢o umoznuje interpretovat podmienku transverzality ako podmienku na koncovy stav
adjungovanej funkcie, ktory ma byt z priestoru generovaného gradientmi ohraniceni
g',i =1,...,1 v koncovom stave stavovej premennej, t.j. Q/J(T) je kolmé — transverzalne
na C' v bode ﬁ(T ). Poznamenajme, Ze pre tlohu s volnym koncom, kde neméme Ziadne
¢', Kladieme ¢(T) = 0 (formalne y = 0).

Vsimnime si, ze (AR) je linedrna vektorova diferencidlna rovnica typu v =
b(t) + A(t)y, kde b(t) a A(t) st vo vSeobecnosti nespojité v tych ¢, kde 4(t) vykazuje
nespojitost. Preto pod rieSenim tejto rovnice budeme rozumiet po c¢iastkach hladké
riesenie (v bodoch nespojitosti u(t) spojite napojené - analogicky ako pri stavovej rov-
nici). Akondhle pozname y a 1°, tak rieSenie (AR) a (PT) je jednoznacne urcené a
definované na celom [0, T] Dalej, Tahko sa dé ukézat (vid Uloha , ze (Y0, x) # 0
vtedy a len vtedy, ked (1, ¢(t)) # 0 pre kazdé t € [0, 7).

Nakoniec, pod podmienkou mazima (PM) budeme rozumiet:

H(&(t), a(t),v(t),9°) = max H(&(t), u, (1), 4°), Vte[0,7T] (PM)

a podmienkou stacionarity (PS) :
H(a(t), a(t), (1), 9") = 0, ¥t €[0,7]. (PS)

Teraz mame definované vsetky prvky vstupujice do nutnych podmienok optimality a
teda ich mozeme sformulovat vo forme vety nasledovne:

Veta 5.1 (Pontrjaginov princip maxima). Nech @ (t), t € [0,7], je optimdlne
riadenie pre standardni autondmnu ulohu s volngm casom a nech Z (t) je jeho odozva.
Potom ezistuje také (¢¥°,x) # 0, kde ¥° > 0 a x € R', Ze ¥(t), spojité riesenie
adjungovanej rovnice (AR) a podmienky transverzality (PT), spolu s t(t) a 2(t) spliaji
podmienku maxima (PM) a podmienku stacionarity (PS).

Dodkaz je dlhy a fazky, preto ho vynechame. Poznamenajme, Ze postup pri odvodzovani
nutnych podmienok optimality z variacného poc¢tu tu nemézeme aplikovat hlavne kvoli
ohranic¢eniu na riadenie. Optimalne riadenie totiz velmi ¢asto lezi na hranici mnoziny U
a nastavaji problémy ako definovat susedné riadenia a susedné odozvy, aby pomocou
nich bolo mozné odvodif podmienky, ktoré spliia optiméalne riadenie, ale nie k nemu
susedné.

V optiméalnom riadeni sa teda definuje iny typ varidcie riadenia, a to tzv. ihlicovité
riadenie, ktoré modifikuje optimalne riadenie v konecnom pocte malych podintervalov
tak, Ze na nich je variacia riadenia konstantne rovna nejakej Tubovolne zvolenej hodnote
z mnoziny U. Vyuzitim pokrocilej tedrie diferencialnych rovnic sa skonstruuju odozvy
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na takéto variacie a skiima sa mnozina ich koncovych stavov. Tato analyza umozni
zostrojit vektor (¢°,x) # 0 a pomocou neho dokézat, Ze prislusné rieSenie (AR) a
(PT) splinaju (PM) a (PS). O

5.3 Poznamky

(a)

(e)

(f)

Vsimnime si, ze (AR) ako aj (PM) st linedrne v (%, 1). Z toho vyplyva, ze ak
#, 4 spliaji PPM s nejakym (4°,4(t)), potom &, @ spliaji PPM aj s ¢(¥°, 1(t)),
¢ > 0. Pretoze podla PPM bolo ¥° > 0, zrejme stacf uvaZovat iba dve mozné
hodnoty 9°, a to 0 a 1.

PPM bol sformulovany pre tlohu na maximum. V pripade, Ze mame tlohu na
minimum, tak ju mozeme previest na tlohu na minimum tym, ze vezmeme tce-
lovi funkciu, resp. podintegralnu funkciu f(x,u) s opa¢nym znamienkom. Ked si
viak lepsie vSimneme podmienky PPM, tak vidime, zZe funkcia f°(x,u) vystupuje
viade s multiplikdtorom 1°. Preto zmenu znamienka v f°(z, u) méZzeme preniest
na zmenu znamienka v multiplikdtore ¢°. Ako vysledok dostdvame, pre tlohu
na minimum staci uvazovat hodnoty 1° = —1 alebo ¥° = 0, zatial ¢o pre tlohu
na maximum stacilo podla predchiddzajtcej pozndmky uvazovat 1° = 1 alebo

W0 = 0.

PPM déava formélne dost podmienok na urcenie z, i, T (a ¢). Skutocne, v pripade
volného u € R™, dava (PM) m podmienok pre u. Diferencidlne rovnice a
(AR) spolu s pociatoénymi podmienkami, koncovymi podmienkami a podmien-
kami transverzality davaji podmienky pre funkcie x(.), ¢(.). Podmienka (PS) je
podmienkou pre 7' a pomaha ¢astokrat vylacit pripad °.

PPM je nutnou podmienkou optimality. RieSenim tychto podmienok ziskame iba
kandidatov na optimélne riesenie tilohy. Ak ziskame prave jedného kandidata a z
inych zdrojov (existencné vety) budeme vediet, Ze tiloha ma optimélne rieSenie,
tak tento jediny kandidat je aj optimélnym riesenim. V niektorych pripadoch je
vsak PPM, ako uvidime neskor, aj postacujicou podmienkou.

V pripade, Ze mame tlohu na volny koniec, kde C' = R", tak sa da dokazaft, ze
X = 0 (nemame ohranic¢enie na koncovy stav a teda prislusny multiplikdtor pre

ohrani¢enia na koncovy stav je nulovy). Z toho vyplyva, ze ¢(T) = 0 a ¢ = 1.

Vo vSeobecnosti plati

o volné prei=1,...,n o 0 prei=1,...,n
'LT: ; ) ) Y ) ’LT: 7 ) ) )
z'(T) {xif, prez:n’+1,...,n:>w< ) {X’, prei=n"+1,....n

40



5.4. RIESENIE ULOH

5.4 RiesSenie tloh

Priklad 5.1. Najdite T', pripustné riadenie a jeho odozvu, ktoré spiﬁajl'l podmienky
Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnu tlohu najrychlejsieho prechodu:

minimalizovat T
pri podmienkach  &(t) = x(t) +u(t), te€[0,7],

z(0) =5, z(T)=11,

u(t) € [—1,1].
Rieéenieﬂ: (a) Charakterizdcia dlohy. Vsimnime si, ze v zadani ilohy sa nenachadzaju
ziadne ohranic¢enia na stavové premenné, tloha je autonémna a ¢as je volny. Ide o
minimaliza¢ni dlohu. Stavova aj riadiaca premennd je jednorozmernd, f = x + u,
g=x—1l akedze T = [j 1dt, tak f° = 1. Kedze 3¢ = 1, je splneny predpoklad (PR)
o linearnej nezavislosti gradientov funkcii g. Preto na tlohu mozeme aplikovat vetu z
predchadzajiceho odseku. Hladame pripustné riadenie 4, jeho odozvu & a cas T, ktoré
splnaju nutné podmienky.
(b) Zapis nutngch podmienok. Hamiltonova funkcia ma tvar

H ="+ (x + u), (HF)
z nej dostaneme adjungovani rovnicu

OH

h= ——— = —. AR
y=-"2 =y (AR)

Kedze % = 1, podmienkou transverzality je
(1) = x. (PT)

M4 byt (¢°,x) # 0, pricom ¢ = 0 alebo ¢ = —1. Prislusné riesenie (AR) a (PT)
spolu s 1, a  maju splnat podmienku maxima

O+ (t)(2(t) + at) = max (V0 + (t)(&(t) +u), Vt € [0,T] (PM)

ue[—1,1]
a podmienku stacionarity
WO+ () (2(t) + a(t)) = 0,9t € 0,77 (PS)

(¢) Analgza nutnijch podmienok. Podme najprv analyzovat podmienku maxima a po-
zrime sa na nu ako na staticki podmienku, ktort formalne zapiseme ako

H =9 +(&+u) - max . (5.6)

u€[—1,1]

'Viimnime si, Ze v tejto tlohe sa d4 optimélne riadenie Iahko odhadnit.
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AUTONOMNA ULOHA S VOLNYM CASOM.
PONTRJAGINOV PRINCiP MAXIMA (PPM)

Této tloha je ekvivalentna s ilohou

Yu — max
u€[—1,1]

a jej riesenim dostavame

1, ak ¥ >0
-1, ak ¥ <0.
neurcené, ak ¢ =0

>
Il

Vidime, zZe sa nam podarilo vyjadrif riadenie ako funkciu adjungovanej premenne;j.
Riadenie, az na vynimocny pripad, kedy @ = 0, nadobida iba krajné hodnoty inter-
valu [—1,1] v zéavislosti od znamienka 1. Aby sme mohli postipit v analyze dalej,
potrebujeme zistif, ako sa ) meni s ¢asom. Z adjungovnej rovnice dostaneme

= —1 = P(t) = ke " (5.7)
a rieSenie sliiajice aj podmienku transverzality md tvar
(t) = xe' .

Vsimnime si, ze ¥(t) nemeni znamienko, 1(t) je stale bud kladné, rovné nule, alebo
zaporné v zavislosti od konstanty y. To znamend, 7e ak x > 0, tak a(t) = 1, ak x <0,
tak u(t) = —1 a ak x = 0, tak 4(t) nevieme urcit.
(d) Analyza pripadov na urcenie riadenia. Podme vyluéit pripad y = 0, kedy riadenie
nie je jednoznacne urc¢ené z podmienky maxima. Ak by y = 0, tak by sme z podmienky
(¢°, x) # 0 dostali, Ze ¢¥° = —1. Dosadenim ¢° = —1 a 1(t) = 0 do Hamiltonovej
funkcie by sme dostali, ze H(2(t),d(t),¥(t),¥°) = —1, ¢o je spor s podmienkou staci-
onarity (PS). Z toho vyplyva, ze x # 0 a dostavame iba dvoch kandidatov na optimélne
riadenie: & = 1 alebo 4 = —1.

Teraz znova pouzijeme podmienku stacionarity (PS), tentoraz iba v koncovom Case
t =T, kde mé platit H|,_# = 0. Dosadiac do tohto vyrazu vSetky zname hodnoty
dostaneme

W+ (T)(@(T) + (1)) = ¢° + x(11 + £1) = 0. (5.8)
Pretoze x(11 + £1) # 0 dostavame, Ze musi byt ¥° = —1 a y > 0, aby mohla platit
rovnost . Z toho vyplyva, ze
a(t) = 1.

Podmienka (PS) teda umoznila vyluéit pripad xy < 0 a a(f) = 1 zostdva jedinym
kandidatom na optimalne riadenie.
(e) Urcenie odozvy a optimdlneho casu. Zapis riesenia. Vypocitame odozvu na riadenie

u(t) = 1. Zrejme
t
i=x+1=z(t) =g —|—/ e "*ds = be' + e'[—e |, = 6e' — 1.
0
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5.4. RIESENIE ULOH

Ostava urcit optimélny cas. Ten uré¢ime z podmienky na koncovy stav:
11=z(T)=6e" -1 =T =2
Dostali sme jediného kandidata na optimalne riadenie
a(t) =1, tel0,ln2],
jeho odozvou je
#(t)=6e" -1, te€0,In2].

Vsimnime si, z podmienky stacionarity mozeme urcit y:

1

a teda urcené riadenie a jeho odozva spliiaji PPM spolus ¢° = —1 a P(t) = 1—126T’t =

1 —¢ , - vy
se . Tym je tloha vyriesena.

Priklad 5.2. N4jdite T a riadenie spliiajice podmienky PPM pre nasledujicu tlohu:

min /OT (k + u(;) ) dt,

it(t) = 2°(t), 2'(0) =ay

P2 (t) = 23(t), 2*(0) = ay

B(t) =u(t), 2°0)=as, 23T)=0,

kde £ > 0, a3 > 0 a ay, as st Iubovolné konstanty. Poznamenajme, ze konstantu
k mozno interpretovat ako vahu medzi dvoma optimaliza¢nymi kritériami, z ktorych
prvé minimalizuje c¢as T a druhé kvadraticki odchylku riadenia od nulovej hodnoty.
RieSenie: (a) Charakteriziacia ilohy. Opéat ide o minimalizacni dlohu, autonémnu,
bez ohrani¢eni na riadenie a stav. Zrejme n = 3, m = 1, [ = 1, g(a', 2%, 23) = 2°, a
teda % = (0,0,1)", ¢o znamen4, Ze je splnend podmienka regularity (PR). MoZeme
aplikovat podmienky PPM, hladajtac pripustné riadenie 4(t), t € [O,T], ktoré by ich
splialo spolu so svojou odozvou Z(t).
(b) Zdpis nutngch podmienok. Hamiltonova funkcia mé tvar

2

H=y "+ ' fr 4?2+ 422 =¢° (k + u2> +¢'a® +*2® +¢Pu. (HF)

Z nej dostavame (AR) v tvare
OH

@/11 = T ozt =0,

: oH

¢2 = _@ = _,lvz}la
: oH
A
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Dosadenim do podmienky transverzality dostavame
ONT) = (1) = 0 a v*(T) = x. (PT)
M4 byt (¢°,x) # 0 a ¢° = 0 alebo ¢° = —1. V kazdom ¢ € [0,7] m4 byt splnend (PM)
(kvoli jednoduchosti zapisu vynechdvame v nej argument t):
2

on <k+f§)+¢1£2+w2£3+w3ﬁ:m3)( (wo <k+l;> +w1£,2_‘_,¢2£3+¢3u> (PM)

a podmienka stacionarity

a(1)
2

Y <l<; + ) + a2 (t) + 223 (t) +pPa(t) = 0. (PS)

(¢) Analjza nutngch podmienok. Podmienku maxima formélne zapiseme ako:
U2
Y0 (k + 2) + '3 + %2+ Pu — max. (5.9)

Na jej riesenie potrebujeme vyluéit pripad 1 = 0. K tomu bude vyhodné pozriet sa
na riesenie (AR) a (PT). Zrejme

=0, o/ (T)=0 = Y'=0=
=y (1) =0 = ¢*=0= (5.10)
V=Y AT =x = () =x,

z Coho vidime, Ze ¢® je konStantné. Ak by teraz ¢ = 0, tak (PM) vedie na maxi-
malizéciu linedrnej funkcie ¢3u. Linedrna funkcia na R nadobtda extrém iba ak je
konstantn4, t.j. ak 3 = x = 0. To vSak nie je mozné, lebo ¢° a y sti¢asne nesmii byt
rovné nule. Preto ¢° = —1 a (PM) je ekvivalentn4d podmienke

U2
— <k+2> +w3u—>m3x.

Vyjadrime z nej riadenie ako funkciu stavovej a riadiacej premennej. Kedze hladame
maximum konkévnej funkcie, rieSenie (PM) dostaneme z nutnej podmienky prvého
radu (ktord je zaroven aj postacujicou):

u =13

Kedze (PM) plati v kazdom t € [0, T, zapojime dynamiku a vyuZijic (5.10)) dostaneme,
ze

a(t) = ¢3(t) = x.

44



5.5. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

Vidime, ze ak tloha ma optimélne riadenie, tak toto bude konstantné. Ostava urcit

konstantu .
(d) Dourcenie riadenia a koncového casu. Najprv ur¢ime znamienko konstanty x. Do-
sadme 4(t) = x do diferencidlnej rovnice pre z° a vyrieSme ju so zadanou pociatocnou
podmienkou. Dostaneme, ze z*(t) = xt + a*. Z koncovej podmienky z*(T') = 0 dost4-
vame, ze

==
Pretoze v zadani je a3 > 0 a T > 0, tak zrejme x < 0. Dosadme teraz riadenie u =
do Hamiltonovej funkcie. Ma platit podmienka stacionarity a teda

XQ
H:—(kz+2>+x2:o

Z toho vyplyva

X = +V2k,

ale pretoze sme uz predtym ukazali, ze y < 0, tak

N ~ as
H=x=—V2%k a T=—"-.
a(t) = x a 5T

Tym je tloha vyriesena.

Postup, ktory sme pouzili pri rieseni tychto tiloh, je dost charakteristicky. Pri rieseni
trochu zlozitejsich tloh vzdy poméha najprv vyjadrit riadenie z podmienky maxima
ako funkciu stavovej a adjungovanej premennej a az potom zapojit do analyzy mozny
casovy priebeh jednotlivych premennych. Pri rieseni uloh tiez vynechavame niektoré
Uplné zapisy (PM) a (PS) a nahrddzame ich skratenymi formalnymi zdpismi napr. typu

59).

5.5 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 5.1. Nech @(t),t € [0,7], je optimélne riadenie a nech #(t) je optiméalna odozva
pre nasledujicu tlohu optimalneho riadenia:

T
max/ [(2%)? — 2" (u)?]dt, T je volné,

0
it = (1) + 22%u,
i* = z' + 4(2*)*u,
2'(0) =0, 2%(0) =0, 2'(T) + 2*(T) = 8,
u(t) € [0,1].
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AUTONOMNA ULOHA S VOLNYM CASOM.
PONTRJAGINOV PRINCiP MAXIMA (PPM)

Napiste podmienky Pontrjaginovho principu maxima pre toto riadenie. Podmienky
napiste ¢o najpresnejsie, dosadenim prislusnych vztahov zo zadania do vzorcov v PPM,
bez formalneho skracovania zapisov pouzitych pri rieseni tloh.

Uloha 5.2. Nijdite riefenie podmienok PPM pre nasledujicu tlohu optimalneho
riadenia:

minT, T je volné,

i(t) = 2u(t),
z(0) = 10,
z(T)=0

u € [—1,1].

Uloha 5.3. N4jdite riadenie a jeho odozvu spliiajice podmienky PPM pre nasledovni
ulohu

T
min/ (u(t)® + 1)dt, T je volné,
0

(t) = 2u(t),
2(0) = 10,
z(T) = 0.

Ukazte, ze rovnaké rieSenie mozno dostat aj transformovanim tlohy na tlohu variac-
ného poctu a riesenim Eulerovej rovnice.

Uloha 5.4. Najdite riadenie a jeho odozvu splitajice podmienky PPM pre nasledovnt
ulohu
T
rnin/ (u(t)® +3)dt, T je volné,
0
#(t) = 2(t) + u(t),
z(0) =1,
z(T) = —15.

Uloha 5.5. Sformulujte podmienky PPM pre nasledovni tlohu a najdite ich rieenie:
2

T (1
min/ -+ Ll dt, T volné,
o \2 2

T =y,



5.5. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

Uloha 5.6. Dvojsektorovy model Sformulujte podmienky PPM pre nasledovni
tilohu a ndjdite ich rieSenie pre ¢° = 1:

1
max/ §(ax+by)dt, T volné,
0
1
T = iu(aaﬁ + by),

= 51— e+ by),

z(0) = z0, y(0) = yo,
cx(T) 4+ dy(T) = A,
u € [0,1],

kde zq, yo, a, b, ¢, d, A si kladné konstanty a plati a > b, ¢ > d. Predpokladajme navyse,
ze cxo + dyy < A.

Ekonomické interpreticia: Ulohu mozno interpretovat ako model s dvoma typmi
kapitdlu = a y, ktoré maju réznu uroven produktivity (a a b). Riadiaca premennd u
vyjadruje podiel uspor alokovany do prvého kapitalu, pricom miera tspor je % Koncova
podmienka hovori, Ze celkova troven oboch kapitalov ocenenych cenami ¢ a d musi
dosiahnut hodnotu A.

Uloha 5.7. Overenie konstantnosti Hamiltonidnu pre tlohu bez ohranicenia
na riadenie. Ukazte, ze za predpokladu diferencovatelnosti optimalneho riadenia pre
ulohu

max /T fO(z,u) dt,
= ),
z(0) = xo,
(bez ohraniCenia na riadenie) vlastnost konstantnosti Hamiltonidanu, t.j. podmienka
H(z*(t),u*(t),°, 9 (t)) = konst.

vyplyva z prislusnej adjungovanej rovnice a podmienky maxima. Navod: Pocitajte

d N " 0
LG ORORENEGH

Uloha 5.8. Dokdite tvrdenie v Poznamke [5.3) (e).
Uloha 5.9. Podrobne zdévodnite tvrdenie v Pozndmke (a).

Uloha 5.10. Dokézte, 7ze (¢°, x) # 0 vtedy a len vtedy, ked (¢, 1(t)) # 0 pre kazdé
t € [0,7]. Navod: Najprv vyuzite predpoklad (PR) o linedrnej nezavislosti vektorov
%), na dokaz tvrdenia pre t = T. Potom rozsirte (AR) o rovnicu ¢° = 0, ¢m
ziskate homogénny systém linedrnych diferencialnych rovnic.
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Kapitola 6

Neautonomna uloha. Uloha s pevnym
casom

V tejto kapitole odvodime nutné podmienky optimality pre neautonémne tilohy a pre
ulohy s pevnym c¢asom. Pouzitie podmienok ilustrujeme na priklade riesenia jednej
ulohy s pevnym casom, v ktorej kandidatom na optimalne riadenie bude nespojité
riadenie.

6.1 Formulacia dlohy

Oproti pripadu standardnej autonémnej ulohy s volnym ¢asom z predchadzajicej ka-
pitoly budeme teraz uvazovat vieobecnejsie tlohy. Ulohy mozu byt neautonémne, kde
funkcie f°, f mozu zdvisiet explicitne od ¢, a pri tom interval [ty, T], na ktorom tlohy
uvazujeme, moze byt bud pevne zadany, alebo jeho prava strana moze byt volna. To
znamena, budeme sa zaoberat tlohou

T
max [ fO(t,x,u)dt,

t (6.1)
= f(t,z,u), tE€ty,T], (6.2)
fL‘(to) = Xy, (63)
9(z(T)) =0, (6.4)
w(t) €U, 1€ [to, T, (6.5)

ktorti budeme uvazovat v dvoch verziach:
(a) T volné;
(b) T =Ty, kde T; > 0 je dané ¢islo.

Predpokladame, ze data tlohy spiﬁajfl analogické predpoklady ako v tlohe z predché-
dzajucej kapitoly. Podla toho, ¢i uloha bude autonémna alebo neautonémna, s pevnym
alebo volnym ¢asom, tilohu budeme nazyvat Standardnou autonémnou (resp. neauto-
némnou) s pevnym (resp. volnym casom).
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6.2. PREVEDENIE ULOHY NA AUTONOMNU ULOHU S VOLNYM CASOM

Podobne ako v pripade autonémnej tlohy s volnym c¢asom, aj teraz mozeme defi-
novat Hamiltonovu funkciu pomocou adjungovanej premennej predpisom

H(t, @ u,1,0°) = 0 fO(t, o, u) + 07 f(t,2,w). (HF)
Pomocou nej zapiseme adjungovani rovnicu formalne v skratenom tvare

. oH™T

podmienku transverzality pre y € R stru¢ne zapisant
dog”
T)=—
W(T) =5 X

a podmienku maxima schématicky naznacenui ako:

H — max. (PM)

uelU

(PT)

6.2 Prevedenie tlohy na autonémnu dlohu s vol-
nym casom

Nasou snahou je pre takéto tilohy odvodif nutné podmienky optimality vyjadrené po-
mocou (HF). Pri tom pouzijeme PPM pre autonémne tlohy s volnym ¢asom sformulo-
vany v predchadzajicej kapitole. Prevedieme nasu vo vSeobecnosti neautonémnu tilohu
na autonémnu (vyssej dimenzie). Na tito tlohu aplikujeme PPM a potom ziskané pod-
mienky naspét prepiSeme do tvaru vyuzivajiceho (HF).

Oznac¢me t ako novii stavovii premenni z" ™! := ¢. Zrejme

. Iné v pripade (a)
n+l _ 1 n+1 t) = ¢ n+1 T) = VO )
. o (o) =to,  2"TH(T) Ty v pripade (b).
Dostali sme nasledovnu standardni autonémnu tlohu s volnym ¢asom, na ktoru sa
vztahuju vysledky predchadzajicej kapitoly. Tato iloha mé o jednu stavovi premennt
viac ako povodna, a preto ju budeme nazyvat rozsirenou tilohou. M4 tvar:

T
max [ fO(z" 2, u) dt,
to

i = f(a" z,u), tE€lt,T),

1'*”"'1 =1,

x(tg) = o,

$n+1(t0) = to,

9(z(T)) =0,

SR MR
u(t) e U, te€ lto,T]



NEAUTONOMNA ULOHA. ULOHA S PEVNYM CASOM

6.3 Odvodenie nutnych podmienkok optimality

Napisme teraz pre rozsirenu ulohu podmienky PPM. Pretoze tato tloha mé okrem
n-rozmernej stavovej premennej x aj jednorozmernt premenni z"*!, tak aj adjungo-
vana premennd bude mat okrem n-rozmernej zlozky 1 aj jednorozmernt zlozku "1
Hamiltonova funkcia H pre rozsirend tlohu bude mat tvar

1{[ _ 7ﬁ/}OfO + wa + wn+1fn+1 — H+ wn+1’
pretoze f**! = 1. Vidiet teda, ze Hamiltonova funkcia H pre rozsirent tlohu sa lfsi
od Hamiltonovej funkcie H pre povodni tlohu iba v aditivnom pridani ¢"*. Z toho
vyplyva, ze podmienka maxima pre rozsirent tlohu

H — max
uelU

je ekvivalentnd podmienke
H — max,
uelU

a teda podmienku maxima mame vyjadreni pomocou (HF) v tvare (PM). Napisme
teraz adjungovanu rovnicu pre rozsireni ulohu. Zrejme

~ T
, 0OH OHT
v = - 8x~ T or (66)
. oH o0H
n+l __ _
= S Ogntl T Gpntl (6.7)

Opat vidiet, Ze rovnica je ziadand rovnica v tvare (AR), pricom sme dostali eSte
jednu rovnicu, ktort po dosadeni "' = t mozeme prepisat do tvaru

1/'}n+1 _ _871{

ot
Podmienku transverzality napiSeme najprv pre pripad (a) kedy mame iba ohrani-

¢enie g(z) = 0 na koncovy stav, pretoze "' ma volny koniec. K tomuto ohraniceniu

(6.8)

prislicha multiplikidtor y € R' a kedZe g nezéavisi od z"t!, tak aﬁﬁrl = 0, a preto
dostavame
dg”
Y(T) = %X? (6.9)
PN T) = 0. (6.10)

V pripade (b), okrem ohrani¢enia g(z) = 0 s multiplikdtorom y € R!, vystupuje aj

daldie ohrani¢enie 2"*! — T, = 0, ktorému priradime multiplikdtor x'*! € R. PretoZe
("t —Ty) —0a Jdg

= 0, tak dostavame

Oz Oxntl
_ 9"
Y(T) = %X? (6.11)
wn+1(T> — Xl+1- (612)



6.4. FORMULACIA NUTNYCH PODMIENOK

Vidime, Ze v oboch pripadoch sme dostali pre ¢(7T") ziadani podmienku transverzality

v tvare (PT). V pripade (a) tlohy s volnym ¢asom sme navyse dostali aj podmienku
(6.10).
Nakoniec napiseme podmienku stacionarity pre rozsireni tlohu:

VLTt = H 4t =0, (6.13)

V nej vystupuje veli¢ina ¢"*1(t), pre ktort mame rovnicu a pripadne aj kon-
covit podmienku (6.10), ak bola povodnéa tloha s volnym ¢asom (pripad (a)). Ked
,dosadime*“ tieto informéacie do dostavame, ze v pripade, ze povodna tloha bola
(neautonémna) s volnym ¢asom, tak

H|t:T — 0

V pripade, ze pévodné tloha bola (neautonémna) s pevnym casom, tak podmienka
stacionarity neplati (H sa rovna neznamej funkcii). Zaujimavy vysledok dostavame, ak
povodnd tloha bola autonémna s pevnym ¢asom. Vtedy adjungovand rovnica (6.8]) pre
Y"1 déva "t = 0, z Goho vyplyva, ze 1" je konstantné, a teda "t (t) = y! L.
Dosadiac toto do dostaneme

= —!"! = konst.

6.4 Formulacia nutnych podmienok

Vysledky z predchadzajicej podkapitoly mdézeme sformulovat do vety.
Veta 6.1. Oproti standardnej autonomnej ilohy s volnym casom sa pre standardné

a) neautondmne ulohy s volnym casom,
b) neautonémne ilohy s pevnym casom,

¢) autondmne tulohy s pevnym casom

zmeni znenie PPM iba v (PS). To znamend namiesto podmienky
H(&(t),a(t),9°, () =0, ¥te0,1],
mame v jednotlivych pripadoch nasledovné podmienky:

a) H(T,&(T),a(T),4°(T)) = 0;
b) Ziadna podmienka;

¢) H(&(t), a(t),v°, (1))

vého casu.

konst., ¥ t € [to,Tyl, kde T; je dand hodnota konco-
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NEAUTONOMNA ULOHA. ULOHA S PEVNYM CASOM

Poznamka 1: Vsimnime si, ze sme dokazali viacej, ako sa dostalo do formulécie vety.
Naozaj, integrovanim vztahu dostavame

?,Dn—H(T) _ ¢n+1(t) _ /tT 8H<Sv '%(8)7 giS), 1/1(8), wo)ds,

¢o po dosadeni do (6.13)) vedie ku

(1, 3(0), 1) (1), 00) = — [ P A0 )

¢o je podmienka stacionarity platna pre kazdu tulohu, bez ohladu na jej autonémnost,
neautonémnost, pevny ¢i volny cas. V pripade tlohy s volnym ¢asom navyse

wn+1 (T) = 0.

Poznamka 2: Déslednou aplikdciou PPM na rozsirentd tlohu dostaneme v pripade (b)
tilohy s pevnym ¢asom, Ze (1%, x, x'*!) # 0. Vi&imnime si v3ak, Ze ak by (¢°,x) = 0,
tak potom zo vztahu vyplyva, ze "1 (t) = 0 pre kazdé ¢, a teda podla (6.10)) je
Xt =0, ¢o je v spore s (0, x, x'*1) # 0.

Poznamka 3: Analogicky ako Poznamke (d), aj tu v pripade tlohy s volnym
koncom kladieme x = 0, a teda ¢° = 1.

ds — " ™(T),  (6.14)

6.5 RiesSenie uloh

Priklad 6.1. N4jdite pripustné riadenie a jeho odozvu, ktoré spliiaju podmienky
Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovni UOR:
T
max/ (x —u)dt, Tje dané,
0

t=u tel0,T],
z(0) = xo,
u(t) € [0, 1].

RieSenie: (a) Charakterizacia ilohy. Zrejme ide o autonémnu tlohu s pevnym ¢asom a
volnym koncom. Kedze podla Poznamky (d) je pre tlohy s volnym koncom 9" = 1,
zapiSeme nutné podmienky uz s touto hodnotou 1°.

(b) Zdpis nutngch podmienok. Zrejme
H=x—u+vYu
a adjungovand funkcia ¥ (t) ma byt rieSenim adjungovanej rovnice

h=-1 (AR)
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6.5. RIESENIE ULOH

a podmienky transverzality:

»(T) = 0. (PT)
Hladdme také pripustné riadenie 4(t) a jeho odozvu #(t) pre dant tlohu, ktoré spliiaju
podmienku maxima:

=>
—~
=
|
>
=
+
<
=
S~—
>
=
Il
i
8

P(t) —u+ Y(tu, Vte[0,T] (6.15)

a podmienku stacionarity:
Z(t) — a(t) + ¥ (t)u(t) = konstanta. (6.16)
(¢) Analyza nutnych podmienok. Podmienka maxima znamend riesit tlohu:

— PM
T —u+Yu — 1{161%?%], (PM)

ktora je ekvivalentna tlohe
(¢ — 1)u — max .

u€(0,1]
Jej riesenim je
1, ak ¥ >1,
u=10, ak o<1,
7, ak Y =1.

Tym sme vyjadrili u ako funkciu ¢. Vidime, Ze az na vynimoc¢ny pripad, kedy ¢ = 1,
mame riadenie vyjadrené jednoznacne. Do dalsej analyzy uz zapojime aj cas a pozrieme
sa, ako sa ¢ meni s ¢asom. Z (AR) a (PT) dostavame

W(t) =T —t.

(d) Analyza pripadov na urcenie riadenia. Kedze 1(t) je klesajica linedrna funkcia,
pripad ¥ (t) = 1, v ktorom u nie je urc¢ené, moze nastat (v intervale [0, 7)) najviac raz.
V takomto bode ur¢ime riadenie ako limitu sprava. Mézu nastat dva pripady.

(i) Bud je T' <1 a potom aj ¥(t) =T —t < 1 na celom [0, 7], a teda

u(t) =0, V¢ e[0T

(ii) Druhd moznost je, ze T'> 1 a v bode t; = T — 1 je ¢(t1) = 1. Pretoze ¢(t) je
klesajuca, tak najprv je ¢(t) > 1, pre t € [0,7 — 1) a potom je ¥(t) < 1, pre
t € (T —1,T]. Dostédvame teda

1, ak t € 0,7 —1)
“TNo, akte[T-1,T]
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(e) Urcenie odozvy. Vypocitajme odozvy pre oba pripady dosadenim prislusnych riadeni
do stavovej rovnice.

(i) V prvom pripade, ked T' < 1, dostaneme dosadenim wu(t) = 0 do stavovej rovnice
£ = 0. Jej riesenim je, vzhladom na zadani pociatoéni podmienku, konstantna
odozva

z(t) = xg, V1t €[0,T].

(ii) V druhom pripade, ked 7" > 1, tak najprv mame @ = 1 na intervale [0, T — 1].
Riesenim je (t) = t + x¢, ktoré spliia (T — 1) = T — 1 + 2. To bude poéiatoéna
hodnota pre odozvu na intervale [T'—1, T, kde spiiia diferencidlnu rovnicu & = 0.
Odozvou na intervale [T — 1,T] teda je x(t) =T — 1 + xo. Pre odozvu sme teda
dostali

t + xo, ak t € [0,T — 1],
o(t) = { T—1+z0, aktel|T—1T).

Vsimnime si, ze v tomto priklade sme nikde nevyuzili podmienku stacionarity,
ktora v pripade autonémnej tlohy s pevnym ¢asom hovori, ze Hamiltonova funkcia je
konstantna v optimalnom riadeni a jeho odozve. Llahko sa mozno presvedcit, ze tato
podmienka je splnenad a ze Hamiltonova funkcia je vo vypocitanom riadeni a odozve
naozaj konstatna, napriek nespojitosti riadenia. Budeme vidiet neskor, ze existuju pri-
pady, kedy je aj tdto podmienka uzito¢na a potrebna na zuzenie mnoziny kandidatov
na optimalne riadenie.

6.6 Ulohy na samostatné riesenie
Uloha 6.1. Neautonémna tiloha. Dang je nasledujica tloha optimalneho riadenia:

T
min/ (t* +u(t)*)dt, T volné,

a) Sformulujte podmienky PPM.
b) Vylacte pripad ° = 0.
c) Najdite rieSenie podmienok PPM.
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6.6. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

Uloha 6.2. Uloha s pevnhym c¢asom a s volnym koncom, bez ohranicenia na
riadenie. Dana je nasledujtca tloha optimalneho riadenia:

Y3 s 1
mln/ <x(t) + —u(t) ) dt,
0 \2 2

#(t) = ult) — a(t),

z(0) =1,

z(1) volné.
a) Sformulujte podmienky PPM. Ako moZno jednoducho vylucit pripad ° = 07?
b) Néjdite riesenie tychto podmienok.

Uloha 6.3. Uloha s pevnym casom a s volnym koncom, s ohranicenim na
riadenie. Dand je nasledujica tloha optimalneho riadenia:

max /02 —z(t)? dt,
(t) = u(t),
z(0) =1,
u(t) € [-1,1].
a) Pokuste sa odhadnit tvar optimalneho riadenia a jeho odozvy.
b) Sformulujte podmienky PPM. Zdévodnite, Ze 1% = 1.
c) Najdite riesenie tychto podmienok. Ukézte, Ze riadenie spliiajice PPM je nespo-
jité. Névod: Ukdzte, ze x(t) > 0 ani x(t) < 0 na lavom okoli bodu 2 nesplnaji
PPM.

d) Uvazujte predchédzajicu ulohu so vSeobecnejSou poéiatoénou podmienkou v
tvare £(0) = a, kde a € (0,2). N4jdite optimédlne riadenie, jeho odozvu, ad-
jungovant premennu aj optimalnu hodnotu tucelovej funkcie V(a) v bode t =0 v
zavislosti od parametra a. Ukazte, ze

Uloha 6.4. Uloha s nespojitym riadenim. Dand je nasledujtca tloha optimalneho
riadenia:
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(a) Sformulujte podmienky PPM pre tuto tlohu.
(b) Ukazte, Ze podmienky PPM st splnené s ¢° # 0.
(c) Najdite vsetky rieSenia podmienok PPM.

Uloha 6.5. Uloha s &astocne volnym koncom. Odvodte podmienky PPM pre
nasledujicu jednorozmernu tlohu optimalneho riadenia:

T
max/ fO(z,u)dt, T volné
0

&= [f(z,u),
2(0) = 2°,
2(T) = o(T),
u(t) € U.

Vsimnite si, ze tloha je neautonémna, ale neutonémnost sa prejavuje iba v podmienke
na koncovy stav. Pri odvodeni podmienok povazujte Cas za novu stavovi premennt
analogicky ako to bolo urobené na prednaske pri odvodeni podmienok PPM pre ne-
utonémnu ulohu. Na zaver urobte ,skasku spravnosti“: Ak ste podmienky odvodili
spravne, mali by sa v pripade ®(t) = 0 zhodovat s podmienkami pre Standardnu tilohu
optiméalneho riadenia s pevnym koncom.

Uloha 6.6. Odvodenie podmienok PPM pre tlohu s izoperimetrickym ohra-
nic¢enim. Dand je nasledujica tloha optimalneho riadenia s integralnym (tzv. izope-
rimetrickym) ohrani¢enim:

T
max/ fY(z,u)dt, T pevné
0

T = f([)?, u)7
z(0) = xo,
z(T) = zr,

T
/ g(x,u)dt = B,
0

kde B je dané konstanta. Odvodte pre tuto ilohu PPM. Névod: zavedte novu stavovi
premennu y, pre ktoru plati:

y:g(SL’,U), y<0) =0, y(T>:B

Uloha 6.7. Pre tilohu o optimélnej spotrebe sme uz odvodili kvalitativny vztah medzi
i, d a spotrebou ¢(t) pomocou Eulerovej rovnice. Odvodte teraz ten isty vztah pomocou
PPM a ekonomicky ho interpretujte.
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6.6. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

Uloha 6.8. Odvodenie podmienky stacionarity pre tlohu s diskontnym fak-
torom. Ukazte, ze pre ulohu s diskontnym faktorom v tvare

T
max/ e ""F(z,u)dt, T volné
0

:‘U = f('r7 u>7
z(0) = o,
z(T) pevné,
u(t) € U,
plati podmienka
T
H(t, (), u (t),¢°,¥(t) = rwo/ e P F(x*(s),u"(s))ds,
t
Navod: Vyuzite Poznamku 1.

Uloha 6.9. Podmienky na parametre v tlohe o optimalnej spotrebe. Urcte
vztah medzi ko, kr a T, ktory musi byt splneny, ak tloha o optiméalnej spotrebe ma
mat pripustné rieSenie s nezapornou spotrebou.
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Kapitola 7

Rozsirenia k Pontrjaginovmu principu
marima

Do tejto kapitoly sme zaradili niektoré poznamky suvisiace s Pontrjaginovym princi-
pom maxima. V prvom rade sa budeme venovat autonémnej tlohe s diskontaciou, pre
ktort sa casto pouziva trochu pozmenena verzia nutnych podmienok. V druhej casti sa
zamyslime nad suvislostou PPM a Eulerovej rovnice. V tretej uvedieme niekolko pozné-
mok o nenulovosti ¢°. Dalej poukézeme na vyznam PPM pre tzv. kvalitativnu analyzu
a nakoniec ilustrujeme pouzitie PPM na rieSenie jednej tilohy o planovani vyroby.

7.1 Pontrjaginov princip maxima pre diskontovanu
ulohu

Pod diskontovanou tlohou optimélneho riadenia s konetnym casom (DK) (pevne za-
danym alebo volnym) budeme rozumiet tlohu

max /O e R (a(t), u(t))dt (7.1)
:L“(t) = f(x(t)7u(t))v te [O’ T]v (72)
z(0) = zo (7.3)
9(z(T)) =0, (7.4)
u(t) e U, tel0,T], (7.5)

kde T je voIné pre tlohu s volnym c¢asom, resp. T' = Ty pre tlohu s pevne zadanym
casom.

Vidime, Ze ide o Specidlny typ neautonémnej tlohy, kde neautonémnost sposobuje
iba diskontny faktor v tucéelovej funkcii. Je zrejmé, ze tato neautonémnost sa prenasa
aj do adjungovanej rovnice, ¢o moze sposobovat tazkosti pri analyze vlastnosti rieseni
pomocou fazového portrétu. Ako uvidime nizsie, podmienky Pontrjaginovho principu
maxima mozno upravit do takého tvaru, aby prislusny systém adjungovanych rovnic
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7.1. PONTRJAGINOV PRINCIP MAXIMA PRE DISKONTOVANU ULOHU

bol autonémny. To ulah¢uje analyzu trajektorii v (x, 1)) priestore, pretoze diferencidlne
rovnice pre funkcie (z(t),(t)) budd autonémne.

Nech 4(t), t € |0, T] (T = Ty, ak je uloha s pevne danym koncovym ¢asom Ty) je
optimalne riadenie, Z(¢) je jeho odozva, ¢°, x prislusné konstanty a v(t) adjungovana
funkcia z Pontrjaginovho principu maxima. Zrejme Hamiltonova funkcia pre (DK) ma
tvar

H(t,w,u, 9", ¢) = e " F(x,u) + 4" f(z, )

Adjungovana rovnica ma tvar

¢@)=—¢ﬂe”(aF@Slﬁ“”)T—(aﬂﬂiﬁ“”>Twu%:—<aH>T- (7.6)

Podmienka transverzality je

um) = (2500) @7)
Podmienka maxima je
H(t, &(t),a(t),v°, ¥(t)) = max H(t, 2(t), u, v°,0(t)), YVt e[0,7]. (7.8)

uelU

V pripade, Ze ide o tlohu s volnym ¢asom, plati aj podmienka stacionarity

Hamiltonovu funkciu moézeme prepisat do tvaru

H(t,,u, 00 0) = e "0 F (x,u) + 7 fa,u) = e (WOF (2, u) + 97 f(z,u))
a zavedme nové premenné
o(t) =e"u(t), U0 ="
Pomocou tychto novych premennych definujeme

H(x,u, 0°, @Z)) = ﬂOF(m, u) + QZTf(x, u). (7.10)

V povodnej formulacii H predstavuje suc¢asntt hodnotu (tzv. present value) Hamiltono-
vej funkcie, t.j. vztahujicu sa k ¢asovému okamihu 0 a v predstavuje sucastnti hodnotu
adjungovanej funkcie. Novd Hamiltonova funkcia H a nové adjungovand premennd v
predstavuji okamzitti hodnotu (tzv. current value), t.j. vztahujicu sa k ¢asovému oka-
mihu ¢.

Zrejme medzi okamzitym Hamiltonidnom H a povodnym plati vztah:

H(z,u, 00, 9) = OF (z,u) + 97 f(z,u) = e H(t, z,u,9°,1)). (7.11)
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Pre okamziti adjungovani premennt ¢ odvodime diferencialnu rovnicu:

B1) = re (D) + 9(0) = r(e) — e O (7.12)

Kedze plati 1’ tak plati aj % = et %H , z ¢oho po dosadeni do |D dostaneme

vysledny tvar okamzitej adjungovanej rovnice

T T
borp T _poBET (z—af)w, (7.13)

kde I je jednotkova matica.
Podmienka maxima sa nezmeni, pretoze diskontny faktor nezavisi od u, teda bude
mat tvar

H(@(t), a(t), %, 9 (1)) = max H(2(t), u, 0°, d(1)), ¥t €[0,T). (7.14)

Podmienka transverzality po substiticii nadobudne tvar
A\ T
- (1))
T)=|—+——+ 7.15
i - (2550) « (7.15
kde y = eTTX a pre tulohu s volnym casom navyse plati
H(&(T), a(T),°, ¢(T)) = 0.

Odvodené vysledky sformulujme do vety.
Odvodené vysledky sformulujme do vety.

Veta 7.1. Nech a(t), t € [0,T] je optimdlne riadenie a &(t) je jeho odozva pre tlohu
(DK). Potom ezistujii také konstantné (¥°, %) # 0, ¥° > 0, x € RY, Ze ¢)(t) riesenie
adjungovanej rovnice

0 = it in (PPEOHO)'_(oA00,50)" 5,

~ A dg(z(T
Mﬂ:<gg)v
splria spolu s 4(t) a Z(t) podmienku mazima
H(E(), 8(0), 0°, (1)) = max H(E(0),u, 0°,6(1), ¥t € [0,7]
a ak je uloha s volnym casom, tak aj podmienku stacionarity

H(@(T), a(T),4°, &(T)) = 0.

a podmienky transverzality
T
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7.2. SUVIS PONTRJAGINOVHO PRINCIPU MAXIMA A EULEROVEJ]
ROVNICE

Poznamenajme, ze bezne sa v literatire neodlisuje oznacovanie sticasného a okam-
zitého Hamiltonidnu, ani oznacovanie stcasnej a okamzitej adjungovanej premenne;j.
To, ¢i H a 1) oznacuje sucasné a ¢i okamzité velic¢iny zvycajne rozpozname iba podla
tvaru Hamiltonidnu (vyskyt e™"* pri F'), pripadne podla tvaru adjungovanej rovnice
(jej neautonémny, vers. autonémny tvar).

7.2 Stuvis Pontrjaginovho principu maxima a
Eulerovej rovnice

V druhej kapitole sme sa zaoberali zakladnou tlohou varia¢ného poctu

T
max/o fOt, x, 2)dt
z(0) =zg, x(T)=zr.

Pre 11u sme odvodili Eulerovu rovnicu

V pripade, Ze z7 bolo volné, tak sme dostali navyse f|;—7 = 0 a v pripade, Zze T bolo
volné (f° — f4)|;=r = 0. Tito tlohu moZeme naformulovat ako UOR nasledovne
T
max/ fO(t, v, u)dt, T dané,
0
t=u, tel0,T],
z(0) =z, «(T)=zr.

Je to neautonémna tuloha s pevnym casom bez ohraniceni na riadiace a stavové
premenné (ozna¢ime ju Ul). Adjungovand rovnica pre dani tilohu mé tvar

- oo\ "
o= (%)

a podmienka maxima je
VOOt ou) + o u — max

Ak by ¢° = 0, tak by sme v predchddzajticej podmienke hladali voIny extrém linedrne;
funkcie, a teda takdto uloha by nemala rieSenie (pre ¢ # 0). Preto ¢¥° = 1, a teda
dostavame

. ofo\"
(AR): ¢ =— <(9:L’> , (PM):  fO(t,z,u) + v u — max . (7.16)
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7 podmienky maxima vyplyva, ze

8—fo+wT—o vt € [0,T] (7.17)
Ju B Y '
Pretoze podmienka (7.17)) plati V¢ € [0, 77, tak aj
d0f°
i =0
dt du T ’
¢o spolu so ([7.16)) a stavovou rovnicou dava
dofr _of _
dt 0z or

Dostali sme Eulerovu rovnicu. To znamend, ze z PPM pre Ul dostaneme Eulerovu
rovnicu.
V pripade, ze z(T') je volné, tak PPM dava podmienku transverzality ¢ (7T") = 0,

¢o po dosadeni do ([7.17)) déva

V pripade, Ze T je volné, tak PPM dava H|,—r = 0. To znamena, Ze
(O +u"a)| =0,

of°
(= 55)

Poznamenajme, ze rozpisanim (PM) a (AR) (7.16) mozno lahko vyvodit Legendrove
podmienku (vid. Uloha|7.1]).

= 0.
t=T

7.3 Poznamky o 1"

(a) Pre tilohu s volnym koncom vieme okamZite vylucit pripad 1 = 0. Volny koniec
totiz implikuje ¥(T) = 0 a podmienka (¢° 1) # 0, Ze ¥° # 0. V ostatnych
pripadoch treba spravidla postupovat individuadlne a pripad 1° = 0 sa spravidla
podari vylucit starostlivou analyzou podmienok. Ulohy bez ohrani¢eni na riadenie
s linedrnou funkciou f(x,u) ¢asto davaju podmienku maxima, ktord pre pripad
1% = 0 nem4 riesenie.

(b) V ekonomickej literatire sa casto mozno stretnuf s tym, Ze je automaticky kladené
Y% =1 (lebo ide zvycajne o tlohy na maximum), bez overovania moZnosti 9° = 0.
Nasledujuci priklad ukéaze, ze takyto pripad moze nastat.
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Priklad 7.1. Splnenie PPM s ° = 0. Uvazujme tlohu:

T
min/ u dt, kde T je dané,
0

&=u? tecl0,T),
z(0) = x(T) =0.

Je zrejmé, ze v tomto pripade je riadenie 4(t) = 0 jedinym pripustnym riadenim (pre-
toze pre iné u(t) je odozva z(t) rastica a teda nemédze spliiat pociatoénii aj koncovi
podmienku). Teda @(t) = 0 je aj optimalne a musi spliiat PPM.
Podmienky PPM pre tuto tlohu pozostéavaji z podmienky maxima, ktort forméalne
zapiSeme v tvare:
Vou + pu® — max

a z adjungovanej rovnice ¢) = 0, ktorej rieSenim je ¥(t) = A, kde A je konstanta.
Nech by 4(t) = 0 bolo rieSenim podmienky maxima s 1° = —1. To znamend, Ze by
4 = 0 bolo rieSenim podmienky:

—u+Yu? -  max
u

a pretoze to je tloha na volné maximum, & = 0 by muselo spliat nutni podmienku
volného extrému:

2t — 1 =0, (7.18)

¢o vSak nie je mozné pre ziadne 1. Vidime teda, ze optimélne riadenie 4(t) = 0 nespliia
PPM s ¢ = —1. Teda @ = 0 musi spliat PM s ¢° = 0 pre ¢ = A, t.j.

Yu? — max . (7.19)

Ak A <0, tak u = 0 je naozaj riesenim (|7.19)).

7.4 PPM a kvalitativna analyza

Pri modelovani mnohych ekonomickych problémov vstupuji do formulacii funkcie, kto-
rych presny priebeh nepozndame, ale pozname niektoré ich charakteristické vlastnosti.
Velmi casto je to produkéna funkcia alebo uzitkova funkcia, o ktorych sa vie, ze si
to rastice a konkavne funkcie. Pontrjaginov princip aj v takychto pripadoch vie po-
moct odvodif niektoré kvalitativne charakteristiky optimalnych rieseni. Najjednoduch-
sou ulohou, na ktorej sa daju demonstrovat vyhody kvalitativnej analyzy, je tloha
o optimalnej spotrebe. Poznamenajme, ze tuto ulohu sme uz riesili ako Priklad 2.2
prostriedkami variacného poctu.
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Priklad 7.2. Uloha o optimélnej spotrebe

max /OT e "'U(c(t)) dt,

k =1k — c,
k’(O) = ko > 0,
k?(T) = kJT > 0.

Tato ulohu budeme riesit iba pri vseobecnych predpokladoch U" > 0,U” < 0. To
znamena, ze napriek tomu, ze nebudeme poznat konkrétny tvar funkcie U, budeme
vediet pomocou PPM odvodif niektoré zaujimavé kvalitativne vysledky o spravani sa
optimalneho riesenia.

Riesenie: Pretoze ide o ulohu s pevnym koncom, tak PT nedava ziadnu informéciu.
Vsimnime si vSak, ze prava strana diferencidlnej rovnice je linedrna v riadeni a na
riadenie nemame Ziadne ohranicenia. Preto podla poznamky (a) mézeme polozit
1° = 1. Adjungovand rovnica pre ttito tlohu m4 tvar

. 0(=e"U(c(t))) d(ik —c)
V= Ok U T
a jej vSseobecnym riesenim je
U(t) = Ae™™ (AR)
kde A je konstanta. Podmienka maxima dava
H = e "U(c) + ¢(ik — ¢) — max . (PM)

Pretoze H je konkavna v ¢, tak PM plati vtedy a len vtedy

OH
5o = e U (e(t)) —(t) =0, Vt € [0,7T).
Z toho a zo vztahu pre ¢ dostavame, ze

U'(c(t)) = 1p(t) = Ael=Dt, (7.20)

KedZe rovnosti v ([7.20)) platia v kazdom t € [0, T], tak musia platit aj po zderivovani
podla ¢asu. Dostavame teda

U"(c(t))e(t) = (r — i)Ae(T_i)t. (7.21)
Kombinaciou a dostavame
U (e(t))é(t) = (r = )AL = (r i) U (c(t)),
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z ¢oho vyplyva
é(t) = [_U/(C@)] (i —0)
U”(c(t)) '

Vzhladom na predpoklady kladené na U je vyraz v hranatej zatvorke kladny, a teda o
znamienku ¢ rozhoduje znamienko rozdielu ¢ a r nasledovne:

o Ak i > r, potom ¢ > 0, a teda spotreba rastie v case.
o Ak 7 < r, potom spotreba klesa.

o Ak ¢ = r, potom spotreba je konstantna.

To znamena, ak tirokova miera 7 je vacsia ako spotrebitelova miera netrpezlivosti r, tak
vznika tendencia odkladat spotrebu na neskor, a teda tok spotreby rastie v case.

V pripade, ze budeme Specifikovat funkciu spotreby ako U(c) = In(c), mdzeme
vypocitat riadenie a odozvu v zavislosti od parametrov T', kg, k7, i, r podobne, ako sme
to urobili v Pr9klade 2.2.

V nasledujucej kapitole uvidime aj zlozitejsi priklad uplatnenia kvalitativnej ana-
Iyzy a to rieSenim nutnych podmienok optimality prostrednictvom analyzy fazového
portrétu.

7.5 Uloha o planovani vyroby

Firma dostala objednavku v c¢ase 1" dodat B jednotiek vyrobku. Snazi sa nédjst plan
vyroby na splnenie objednavky pri minimalnych nékladoch na vyrobu a skladovanie
hotovych vyrobkov. Pritom predpokladame:

+ jednotkovd produk¢nd cena rastie linedrne (s konstantou ¢; > 0) s rychlostou
produkcie;

« jednotkova cena za skladovanie vyrobkov je konstantna (=cy > 0).

Oznacme
e z(t) mnozstvo vyrobku vyrobeného az do ¢asu ¢ (akumulovand vyroba). Teda
z(0) =0, z(T) = B.
o u(t) produkéni rychlost (rychlost zmien v zdsobe vyrobku). Teda @(t) = wu(t),
u(t) > 0.

Celkové naklady firmy na vyrobu a skladovanie v Case t vieme vyjadrit ako
cru(t)i(t) + caz(t) = c1(u(t))® + cox(t).
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Ulohou je urdit u(t) tak, aby

J = /OT(clux' + cox)dt —  min.
Dostali sme nasledovni UOR:

min /OT(clu2 + cox)dt, T je dané,

&(t) = u(?),
z(0)=0, =(T)=DB>0,

u(t) > 0.
MozZnym produkénym pldnom by mohlo byt produkovat rovnomerne rychlostou u(t) =
5. Odozvou na takéto riadenie je z(t) = Z¢ a prislusnd hodnota ucelovej funkcie je

J = 01%2 + 02%. Budeme vidiet, ze toto je sice pripustny plan vyroby, ale nie je
optimalny.
Najdime rieSenie PPM. Zrejme

1/.} = _77Z}0027 (AR>
VO (cru? + cox) + Yu — max . (PM)
Vyla¢éme pripad " = 0. Ak by ¢° = 0, potom z (AR) vyplyva, Ze ¢ je konstantné a
(PM) ma tvar ¢u — max,>o. Z (PM) potom vyplyva, ze
- ak ¢ > 0, tak neexistuje riesenie PM,

- ak ¢ < 0, tak u = 0, ale to nie je pripustné riadenie (odozva nesplita koncovit

podmienku).
Preto mozeme polozit ¢° = —1. Potom ) = ¢, a teda
W(t) =teg + k.
Podmienka maxima ma tvar
— (cru® + o) + Yu — max. (PM)

Volny extrém spliia

—201u—|—¢:0:u:£.
201

Preto riesenim PM dostavame

y e Ak v >0,
10, ak ¥ <0.

Podla toho, aké znamienka moze nadobtdat ¢ na intervale [0, 77, dostavame tri moz-
nosti:
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Ak ¢ (t) < 0 prekazdét € [0, T], potom u(t) = 0, ale takéto riadenie je nepripustné.
Ak 9(t) > 0 pre kazdé ¢t € [0,T7, t.j. cot + k > 0 na [0,77], tak (z t = 0) mame, ze
k>0a
t+k
u(ty = 25 e o1,
201

Dosadenim tohoto riadenia do stavovej rovnice dostaneme

Czt + k
201

x(t) =
rieSenim ¢oho pre pociato¢ni podmienku z(0) = 0 je

ot kt
t) = — 4+ —.
x( ) 461 + 201

Vyuzitim koncovej podmienky B = z(T") dostaneme

b 2c1B _ ﬂ
T 2’
a teda B T
(6 C
t) = — — - =
U( ) 201 T 461

Na zaciatku tohoto pripadu sme vyvodili, ze musi byt £ > 0, takze tento pripad

nastava len ak
T <2, [Bew o
Co

Posledna moznost je, Ze existuje t; € (0,T) také, ze 1)(t;) = 0. PretoZe 1) je rasttca,
tak zrejme
P(t) <0, te|0,t]

¢(t) > 07 te (thT]
atiez 0 =(ty) = cot1 + k, t.j. t; = —é, pricom zrejme k < 0. Mame teda

k
O<ti=——<T

C2
’ [0, 2]
0, akt € [0, —=
= C2
u(t) {ngtctk’ ak t € [_£7 T] (7.22)
Vypocitajme teraz odozvu na toto riadenie. Najprv na intervale [0, —é] mame
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¢oho riesenim je

z(t) =0
Potom na intervale [—%, T| mame
t+k
() = 2
261
¢oho vSeobecnym riesenim je
02t2 k
2(t)=—+—t+D
( ) 401 201

Pretoze odozva musi byt spojita, tak musi byt splnend podmienka
ko, ck? k?

0=a(—2) = - D=0
x( cg> deicd 2cic0 + ’
z ¢oho dostavame
k2
D = ,
401C2
a teda na [—é,T] je
_ott ko, K

z(t) = — .
( ) 461 261 46162
Dosadenim do koncovej podmieky z(7) = B a vyrieSenim prislusnej kvadratickej
rovnice pre k dostaneme , ze

k=2 Clch — CQT,
a teda z ([7.22]) dostavame

0, ak t € [0,T —2 Bc—gl],
U(t) = c Bce Be
Q—Q(t—T+2 =4, ak t € [T'—2,/=T].
c1 co co
To je v pripade, ze
B
T > 92,22 =7+,
Co

Dostali sme teda, ze pre akukolvek volbu vstupnych kladnych parametrov T’ ¢y, co, B
existuje jediné rieSenie nutnych podmienok optimality. Kvalitativne spravanie tohoto
riesenia sa meni podla urcitej kritickej hodnoty T*. Ak je T vacsie ako kritickd hod-
nota 1™, tak chvilu nevyrdbame ni¢ a potom postupne zvic¢sujeme rychlost produkcie
linearne s casom. Ak T je mensie ako kritickd hodnota T™, tak produkujeme kladnou
rychlostou, ktora rastie linedrne s ¢asom z hodnoty v case nula rovnej % — %.

Vypocitané riadenie a jeho odozva v oboch pripadoch je len kandidatom na opti-
malne riesenie tlohy. Z teoretickych vysledkov, ktoré budii odvodené v dalsich kapito-
lach viak dostaneme, 7e vypocitany kandiddt na optimédlne riadenie splita postacujice
podmienky optimality a teda je optimalnym riesenim tejto tilohy.
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7.6 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 7.1. Vyvodenie Legendrovej podmienky z PPM. Rovnako ako sme v
odseku pre tlohu variacného poctu vyvodili z PPM Eulerovu rovnicu, vyvodte aj
platnost Legendrovych podmienok. Navod: Z podmienky maxima vyuzitim adjungova-
nej rovnice odvodte v optiméalnom @ = Z nerovnost

Ot 3(0),8) < £, 5(0),3(0) + (af “’@ZW”)) () - &),

Uloha 7.2. Konkrétna verzia tlohy o optimélnom plénovani vyroby. Rieste
ulohu o planovani vyroby v pripade B = ¢; = ¢y = 1 iba ako tlohu jedného parametra
T > 0. Pre pripady T'= 1 a T = 3 vydcislite tspory na vydavkoch, ak firma namiesto
rovnomerného planu vyroby u = 1/T aplikuje optiméalne u.

Uloha 7.3. Modifikicia tlohy o optimalnom planovani vyroby. Nech v tlohe
o planovani vyroby je dané aj horné ohranicenie na rychlost vyroby a teda napriklad
u(t) € [0,1]. Ako sa zmeni rieSenie tilohy? Odhadnite pocet stratégii a ich kvalitativne
charakteristiky. Od ¢oho budu zavisiet?
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Kapitola 8

PPM ako prostriedok na numerické
riesenie uloh

Vo vsetkych prikladoch, ktoré sme riesili doteraz, sa nam podarilo néjst analytické
riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima, to znamena riesenie v tvare ex-
plicitnych vzorcov. Vo vSeobecnosti je vSsak toto mozné malokedy. Dévodom casto je, ze
samotna stavova rovnica ako aj adjungovand rovnica, na ktort vedie pouzitie podmie-
nok Pontrjaginovho principu maxima, su priliz zlozité. V takomto pripade vsak mozu
pomoct rozlicné numerické solvery na riesenie diferencialnych pripadne diferenénych
rovnic. Podmienkou je, aby sme poznali vsetky data tlohy a aby sme vedeli vyjadrit
riadenie z podmienky maxima ako funkciu (z,v) v analytickom tvare.

8.1 Okrajova iloha

Z principu maxima pre standardni autonémnu tlohu s pevnym c¢asom casto vieme
vyjadrit riadenie ako funkciu stavovej a adjungovanej premennej, t.j.

u=uv(z,1).

Ked potom takto vyjadrené riadenie dosadime do stavovej a adjungovanej rovnice, do-
staneme spolu s pociato¢nou, koncovou a podmienou transverzality nasledovny systém
podmienok:

i = f(,v(z, 1)) (8.1)
z(0) = xo, (8.3
9(x(T)) =0, 8.4
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Vsimnime si, ze a predstavuje n + n diferencidlnych rovnic pre x a ¥ na
intervale [0, 7. K tomu mame n podmienok v case 0, [ podmienok v case T'
a n rovnic v podmienke transverzality , ktora vsak zavadza dalSich [ neznamych Y.
Mame teda 2n diferencidlnych rovnic a 2n podmienok na okraji, z toho n podmienok
na zaciatku a n podmienok na konci. Dostali sme teda tzv. dvojbodovi okrajov tlohu.
[lustrujme si situdciu pomocou nasledujiceho prikladu.

Priklad 8.1. Mame najst riesenie nasledovnej tilohy optimalneho riadenia:

11
min/ —(2* 4+ u?)dt,
0 2
=2 +u, tel0,1],
z(0) = 5.
Kedze f je linedrna v u a u je volné, tak podmienky Pontrjaginovho principu maxima

davaju adjungovani rovnicu .
Y =z + 3%,

podmienku transverzality
¥(1) =0

a podmienku maxima (PM)
—l<£L‘2 +u?) + (=2 + u) — max
2 ueR
Zrejme (PM) je ekvivalentnd s
1o
—oU T Yu—max,

ktora dava
u=1. (8.6)

Dosadenim do stavovej a adjungovanej rovnice dostavame, ze

i =—2*+1, x(0)=05, (8.7)
b=z +32%, (1) =0

Systém ([8.7)—(8.8]) predstavuje dvojbodovi okrajovi tlohu pre tento priklad.
Okrajovi ulohu (8.1)—(8.5) malokedy vieme riesit analyticky. Niekedy sa da uloha

analyzovat graficky, pomocou fdzového portrétu. Takito moznost riesenia si ukazeme
v nasledujuicej kapitole pri analyze fazového portrétu Ramseyho modelu. V pripade,
ze pozname vsetky data tlohy (funkcie a konstanty), mézeme okrajovii tlohu riesit
numericky.
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8.2 Numerické riesenie okrajovej ulohy

Moznosti numerického rieSenia dvojbodovej okrajovej tlohy si ukdzeme na pripade
rieSenia okrajovej tlohy z Prikladu [8.1]

RieSenie pomocou Excelu. Budeme riesit okrajovi tlohu (8.7)—(8.8) najprv
pomocou Excelu. Za tym tcelom ulohu prevedieme na diskrétnu. Nahradime derivacie
diferenciami

dr  Axr  a(t+ At) — x(t)

TTa T At At ’
o A (i A -yl
dt At At

a dosadime do rovnic (8.7) a (8.8)), ¢im dostaneme

ot + At) = x(t) + [—z(t)* + ¥ (t)]At, z(0)=5
Yt + At) = (t) + [z(t) + 3z (t)*Y ()] At, (1) = 0.

Tento systém podmienok uz mozno riesit pomocou Excelu a jeho funkcie ,Hladanie
rieSenia“.

o Zvolime At = 0,01 a ¢(0) = —0,2 (to znamend "nastrelime"pociatoénti hodnotu
pre ¥; je zrejmé, ze skutoéna hodnota bude ind).

o Otvorime prazdny excelovsky harok, do premennej A budeme vpisovat hodnoty x a
do premennej B hodnoty . Pomocou funkcie ,,Vloz* vlozime do buniek pociatoéni
hodnotu z(0), nastreleni hodnotu (0) a predpis na vypoéitanie dalsich hodnét.
To znamena

VLOZ do Al
VLOZ do B1

VLOZ do A2 = Al + (—A1"3+ B1) % 0,01

VLOZ do B2 = Bl + (A1 + 3% (A1°2) % B1) 0,01

« Vyzna¢ime bunky A2, B2 a7z A101, B101. V ponuke "Upravy'vyberieme "Vyplnit
dolea Excel doplni vysvietenu tabulku - itera¢ne podla vzorca, ktory sme zadali.
Vidime z vysledkov, Ze toto rieSenie nespliia koncovit podmienku ¥(1) = B101 = 0.
Aby sme nasli takéto rieSenie prejdeme k dalSiemu kroku.

o V ponuke "Nastrojedtvorime funkciu "Hladanie riesenia’, ktora nam ponikne okno,
ktoré v nasom pripade vyplnime nasledovne:

NASTAVIT BUNKU B101
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B3 Microsoft Excel - Priklad.xls

EB&X

i) Fle Edit View Insert Format Tools Data Window Hep s ion for helf -8 X
D0 3 belpor (3] % BB - F ) - 2 sl R B o) =) 0
tig e 99 o 3 g |21, 2 3] Yo Reptywith changes. .. EndRevien. [

Al - £ 5
A [ B 1 C =

1[5 102 =
| 2 [=AT+{A1"3+B1;0.01 = B1+(A1+3A172)B1)0.01
| 3 [=A2+(-A203+B2)"0.01 = B2+(A2+3(A2°2)'B2)0.01 E
| 4 [=A3+(-A33+B3"0.01 = B3+(A3+3(AP2)BI0.01
| 5 [=Ad+(-A273+B4)"0.01 = BA+(A4+3(AL2)B4)0.01
| 6 |=AG+(-A5"3+B5"0.01 = BE+(A5+3(AS*2)'B5)0.01
[ 7 |=AG+(-A83+B6)"0.01 = BE+(AR3(AG2)B6)0 01
[ 8 |=AT+(-AT"3+B7)0.01 = BTHAT+3(AT2)BT)0 01
|9 |=AB+(-A8"3+B8)"0.01 = BEH(AG3'(AS2)B8)"0 01
|10 [=A9+(-A93+B9)0 01 = BO+(AI+3 (AP 2)BI) 0 01
|11 [=AT0H-AT034B1070 01 |= BA0+(A10+37(A10°2)B10)°0 01
|12 [=AT1HEATIGIBTI0 01 = B11+(AT1+37 (A1 121 B11)10 01
|13 [=A124(-AT2031B12)0 01 |= B12+(A12437(A12°2)B12)°0 01
|14 [=AT3H[-AT334B1370 01 |= B13+(A13+37(A132)B13)°0 01
|15 [=AT44[-AT4431B14Y0 01 |= B14+(A14437(A192)B14)0 01
| 16 [=A15+(-A15'3+B16)0 01 = B15+(A15+37(A15°2)B15)0 01
|17 [=AT6+(-A16'3+B16)°0 01 | = B16+(A16+37(A16°2)'B16)°0 01 a
W 4 » W\ Sheetl  sheet2 / sheet3 / 3 | >
ipen- b Jauwshepes- N N IO EH A G B E S L-A-===adf
Ready

Obr. 8.1: RieSenie systému diferencidlnych rovnic (8.7) a (8.8]) pomocou Excelu - krok 1.

CIEL.OVA HODNOTA
MENENA HODNOTA

po spusteni ndjde pociatoéni hodnotu ¢ (0)
—0,0007 v B101.

0,62395 v A101 a (1)

0]

0, 10437, ¢o sa objavi v B1, z(1)

et el T
By changing cell: 81
[ OK ] [ Cancel ]

Obr. 8.2: RieSenie systému diferencialnych rovnic a (8.8)) pomocou Excelu - krok 2.

« Nakoniec moZeme nechat graficky vystup pomocou funkcii "Vlozit", "Graf', "Cia-

rovy", Dalej".

Riesenie pomocou Matlabu. Numerické rieSenie systému diferencialnych rovnic
pre z a v mozno najst aj pomocou Matlabu. V tomto pripade mozno vychadzat priamo
70 systému a bez potreby jeho diskretizacie. Kedze ide o systém obycajnych
diferencidlnych rovnic s okrajovymi podmienkami (tzv. boundary value problem, BVP),
na jeho riesenie je navhodnejsia matlabovska funkcia ,bvp4c*. Matlabovsky kod ma v

tomto pripade nasledujici tvar:

1+ function okrajova_uloha
t=0:0.01:1;

2
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Obr. 8.3: Riesenie systému diferencidlnych rovnic (8.7)) a (8.8]) pomocou Excelu - krok 3.

3 solinit = bvpinit(t,[0.2 0]); 7 pociatocny odhad

4 options = [];

5 sol = bvp4c(Q@system_of_ode,@boundary_conditions,solinit,options);
6 solution = deval(sol,t);

7 plot(t,solution(l,:),’-ro’,t,solution(2,:),’~-.b’)

8

9

legend(’x’, ’psi’)

10 function dxpsi = system_of_ ode(t,xpsi)

11 X = xpsi(1);
12 psi = xpsi(2);
13 dxpsi = [ -x"3 + psi; % diferencialna rovnica pre x
14 X + 3*x"2%psi ];  diferencialna rovnica pre psi

16 function result = boundary_conditions(xOpsiO,xTpsiT)
17 result = [ xOpsiO(1)-5; 7 pociat. podm. v tvare x(0)-5=0
18 xTpsiT(2) 1; 7% koncova podm. v tvare psi(T)=0

Vsimnime si, ze argumenty funkcie ,bvpdc®, ktord je uvedend na riadku 5
tohto matlabovského kdédu, zahinaju aj referencie na funkcie, ktorymi sa defi-
nuje systém diferencidlnych rovnic pre vektorovii premennt zpsi := (z(t),(t))”
(funkcia ,system_of ode®), ako aj prislusné okrajové podmienky (funkcia
,boundary conditions*). Poznamenajme, Ze premennd z0psi0(1) (uvedend na riadku
17) zodpoveda prvému prvku vektora zpsi v bode 0 (t.j. (0)). Analogicky, premennda
xTpsiT(2) (na riadku 18) zodpoveda druhému prvku vektora xzpsi v bode T' (t.j. ¥(T)).

Vystupom z vyssie uvedeného programu je graf zobrazeny na Obr. [8.4]
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—o—X
—-— psi

. . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 8.4: Riesenie systému diferencidlnych rovnic a (8.8) ziskané pomocou Mat-
labu.

8.3 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 8.1. Ako sa zmeni okrajovy problém v Priklade , ak pociatoénii podmienku
(a volny koniec) zmenime nasledovne:

a) x(0) =1, z(1) volné
b) z(0) =5, z(1) = 2.

Rieste takto zmenené ulohy numericky, zobrazte x(t), ¥(t) a u(t) graficky.

Uloha 8.2. Optimélny lov ryb. Majitel rybnika sa rozhoduje, kolko ryb mé v kto-
rom obdobi vylovit tak, aby jeho celkovy diskontovany zisk bol ¢o najvacsi. Nech z(t)
oznacuje mnozstvo ryb v rybniku, vyjadrené ako cast celkovej kapacity rybnika. Pred-
pokladajme, zZe mnozstvo ryb na zaciatku a na konci planovacieho horizontu je dané.
Dalej nech u(t) oznacuje tempo vylovu / predaja ryb v ¢ase t. Predpokladame, Ze Gisty
zisk z vylovu p(u) je rastica a rydzokonkavna funkcia u. Tdto tlohu mozno sformulovat
ako tlohu optimalneho riadenia s pevnym c¢asom a pevnym koncom nasledovne:

T
maX/ e "'p(u)dt, T pevné,
0
(

t=xz(1—-1z)—u,
z(0) = xo dané,
z(T) = xp dané,
z(t) € [0, 1],

u(t) > 0.
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a) Napiste podmienky PPM pre vnitorné rieSenie (t.j. rieSenie, kde x(t) € (0,1)) a
u(t) > 0), zdovodnite 1° # 0.

b) Z tychto podmienok odvodte diferencidlnu rovnicu pre u. (Navod: Z podmienky
maxima vyjadrite ¢ a dosadte do adjungovanej rovnice.)

¢) Stavova rovnica a diferencidlna rovnica z Casti b) spolu tvoria systém dvoch neline-
arnych obycajnych diferencidlnych rovnic. Nacrtnite fazovy portrét tohto systému
a urcte charakter stacionarneho bodu.

d) Pomocou Matlabu najdite a zobrazte riesenie podmienok PPM (fazovy portrét
aj vyvoj stavovej a riadiacej premennej v zavislosti od ¢asu) pre konkrétnu volbu
funkcie zisku p(u) = In(1+wu) a r = 1/2. Porovnajte vyvoj riesenia pre rdznu pocia-
toénu a koncovi podmienku a rozny casovy horizont, zmeny opiste a ekonomicky
interpretujte.

e) Pre volbu funkcie p uvedenu v ¢asti d) diskretizujte systém diferencidlnych rovnic
pre x a u a tento systém rieste ako okrajovi ilohu pomocou nastroja Solver / Goal
seeker v programe Excel.

Uloha 8.3. Marketing telekomunikaénej firmy. Predpokladajme, Ze zisk teleko-
munikacnej firmy H,O, ktord len nedavno vstupila na trh, je rasticou a konkadvnou
funkciou (P) poctu ludi, ktori poznaji jej produkt (tento pocet oznac¢me x, v mil.).
Trhovy podiel moéze firma ovplyvnit dobre cielenym marketingom, pricom intenzitu
marketingovej kampane ozna¢me u. Naklady na marketingova kampan st kvadratickou
funkciou premennej u. Nech § > 0 oznacuje mieru poklesu poc¢tu Iudi oboznamenych s
produktom. Tento model mozno sformulovat nasledovne:

#(t) = u(t) — da(t),
z(0) = o,

x(T) = xr

x(t) > 0,

u(t) >0,

kde r, 8, 2o, 7 st dané kladné parametre a funkcia P spliia predpoklad lig(l) P'(x) = 0.

a) Pomocou tvaru stavovej rovnice a ohranicenia na riadenie ukazte, ze ohranicenie
na stavovi premennt mozno z formulacie tlohy vypustit a teda ide o tlohu bez
ohraniceni na stavové premenné.

b) Sformulujte podmienky PPM pre vnttorné rieSenie wu(t) > 0. Zdovodnite, ze

W0 = 1.
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8.3. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

¢) Pomocou tychto podmienok vyjadrite diferencidlnu rovnicu pre . Navod: Z pod-
mienky maxima vyjadrite 1) a dosadte do adjungovanej rovnice.

d) Nadrtnite fazovy portrét systému diferencialnych rovnic pre z a u v priestore (x, u)
a urcte charakter stacionarneho bodu.

e) S vywzitim pocitaca nakreslite trajektérie optimalneho riadenia pre tri rozne hod-
noty T (T = 1, T = 20, T = 40), pre P(z) = /= a pre hodnoty parametrov
0=01ar=0.05a

Vysledky interpretujte.
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Kapitola 9

Ramseyho model a analyza fazového
portrétu.

V predchddzajicej kapitole sme okrajovi tlohu (8.1)—(8.5) riesli numericky. V tejto
kapitole ju budeme riesit pomocou analyzy fazového portrétu. Na ilustraciu tejto me-
tody nam posliazi zadkladny model neoklasickej tedrie ekonomického rastu oznacovany
ako Ramseyho model. Na konci kapitoly svoje pozorovania rozsirime na vSeobecnejsie
ulohu.

9.1 Formulacia Ramseyho modelu na konecnom ca-
sovom horizonte

Ramseyho model vedie na nasledovni autonémnu tlohu optimalneho riadenia s diskon-

taciou, ktoru v tejto casti budeme najprv uvazovat na koneénom c¢asovom horizonte.

V Casti sa k nemu vratime a budeme ho uvazovat aj na nekoneénom c¢asovom
horizonte. Tento model sa moze sformulovat nasledovne:

max /OT e "'U(c(t))dt, T pevné, (9.1)
k(t) = f(k(t) = 0k(t) — c(t), te[0,T], (9.2)
k(0) = ko, (9-3)
k(T) = kr, (9.4)

kde k oznacuje kapital na jednotku prace a ¢ spotrebu. O uzitkovej funkcii U(c) pred-
pokladame, Ze je definovand pre vietky kladné ¢ a spliia predpoklady U € C?, U'(c) > 0
a U”(c) < 0 spolu s limitnymi podmienkami

lim U'(¢) = oo, lim U'(¢) = 0.

c—0+ c—00

O produkénej funkeii f (k) predpokladame, ze je definovana pre vSetky nezaporné k,
pricom f(0) = 0 a Ze spliia analogické vlastnosti ako U, t.j. f € C?, f'(k) > 0, f”(k) <0
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9.2. OKRAJOVA ULOHA PRE RAMSEYHO MODEL

lim f'(k) = oo, ]}LHOlO f'(k)=0. (9.5)

k—07t
Konstanta 6 > 0 je mierou znehodnocovania kapitalu, konstanta » > 0 mierou netr-
pezlivosti spotrebovavat. Dalej, ko, kr a T st kladné konstanty.
Vsimnime si, ze v pripade, zZe zanedbavame amortizaciu kapitalu 6 = 0 a ak predpo-
kladdme linedrnu produkénu funkciu f(k) = ik, kde i je kladnd konsStanta, dostaneme
tlohu o optimélnej spotrebe z Prikladu [I.2]

9.2 Okrajova tuloha pre Ramseyho model

Aplikujme na tato tlohu nutné podmienky optimality a odvodime z nich okrajovy
problém. Hamiltonova funkcia prislichajica k tejto tlohe ma tvar

H(k,c, 1) = ¢ e™"U(c) + ¢(f (k) — 0k —c).

Potom adjungovanou rovnicou je

= (6= f(k), (9.6)
podmienkou transverzality je
v(T) = x (9.7)
a podmienkou maxima je
H(k,c,) =4 % "U(c) +(f(k) — 0k —c) — max . (9.8)

Ak by ¢° = 0, tak by sme v podmienke maxima hladali maximum linedrnej funkcie 1c
na otvorenom intervale (0, 00). Extrém by sa nadobudol, iba ak by bolo ¢ = 0. Funkcia
W(t) vsak spltia adjungovand rovnicu 1%} ktora linedrna a homogénna a teda ak v
nejakom t je 1 (t) = 0, tak potom je 1 (t) = 0. Potom z podmienky transverzality
dostavame, ze aj x = 0, ¢o je spor s poziadavkou (¢°,x) # 0. Moézeme teda dosadit
1 = 1 do podmienky maxima . V tejto podmienke maxima hladame volny extrém
- maximum konkavnej funkcie, a teda maximum sa nadobuda tam, kde derivacia H
podla ¢ je rovna nule. Z toho dostavame, ze

P(t) = e U (c(t)), Vte[0,T). (9.9)

Derivovanim podla casu dostaneme
Y = —re U (¢) + e U (). (9.10)
Dosadenim do adjungovanej rovnice dostaneme po uprave nasledovnu di-

ferencialnu rovnicu pre c:
_ Ul
- U”(C)

¢

[r 44— f'(k)]. (9.11)
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Poznamenajme, ze pre tuto tlohu budeme vedief neskor dokazat, ze nutné podmienky
optimality st aj postac¢ujice (vid. Priklad . Z toho vyplyva, Ze optimdlny tok
spotreby a kapitalu dostaneme rieSenim okrajového problému daného rovnicami
a a podmienkami a (9.4).

V pripade, ze pozname konkrétne zadanie funkcii a konstant vstupujicich do for-
mulécie tlohy, mozeme vzniknuti okrajovi ilohu numericky riesit, napriklad pomocou
Excelu (analogicky ako v ¢asti alebo Matlabu (pozri Priklad . V nasledujicom
budeme tuto tlohu riesit vseobecne, pomocou analyzy fazového portrétu.

9.3 Analyza fazového potrétu pre Ramseyho model

(a) Rovnovdzne stavy pre systém rovnic (9.2) a (9.11)) dostaneme z podmienok k=0a

¢ =0, to znamena

c= f(k) - 6]{:7
U'(c)
U(e) 0 alebo f'(k) =r+4.
7 predpokladov na funkciu f/(k) vyplyva, 7e existuje prave jedno k také, ze f'(k) =
r 4+ 6. Potom ¢ := f(k) — 0k a mame rovnovazny stav (k,¢). Otazkou vsak je, ¢i
U'(c)

existuje také ¢, ze Tl = 0. Je zrejmé, ze tato rovnost nemdze platif pre ziadne ¢ > 0
(kvoli predpokladom na funkciu U). Zéaroven pre ¢ < 0 nemé vyznam, pretoze funkcia
U nemusi byt pre zdporné hodnoty vobec definovana. Ukazeme vsak, ze pre kazdua

funkciu U, ktora vyhovuje stanovenym podmienkam, plati

Ul
(:1—1>I(?F U”(C)

— 0. (9.12)

Pre kazdé ¢ > 0 totiz plati

c U/l(f) ]
G d¢ =InU'(c) — Cl_l)rgl+ InU'(¢c) = —o0.
Kedze hodnota podielu %l/l(((f)) je koneénda pre kazdé ¢ > 0, predchadzajica rovnost
implikuje, ze
U//(C)
im = —00
=0+ U'(c) ’

z ¢oho uz vyplyva rovnost (9.12)). Znamena to, Ze rovnovaznymi bodmi st aj body (0, 0)
a (k,0), kde k splna rovnost f(k) = dk.

(b) Izokliny dostaneme ako mnoziny bodov, v ktorych plati ¢ = 0 alebo k& = 0. Vieme,
7e ¢ = 0 prave vtedy, ked ¢ = 0 alebo k = k, kde f'(k) = r+6. Dalej k = 0 préave vtedy,
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9.3. ANALYZA FAZOVEHO POTRETU PRE RAMSEYHO MODEL

f(k)

Obr. 9.1: Fazovy portrét pre Ramseyho model

ked ¢ = f(k)— k. Prvou izoklinou je v priestore (k, ¢) priamka k = k, druhou priamka
¢ = 0 a trefou krivka ¢ = f(k) — 0k. VySetrime priebeh funkcie c(k): k — f(k) — ok.
Z predpokladov na f(k) vyplyva, ze ¢(0) = 0, ¢(k) je konkdvna a nadobtida maximum
v jedinom bode, ktory oznacime ky;, kde f'(ky;) = 0. Pretoze f'(k) je klesajuca, tak
0 <k < k. Zrejme 0 < k < ky < k < co. Priebeh izoklin je na obr. . Smer Sipok
vyznacuje pohyb v smere rasticeho casu.

CM

10

— e = = . k
40 60 80 100

Obr. 9.2: Trajektoérie systému rovnic (9.2) a (9.11) pre U(c) = Inc (k = 100)

(c) VySetrime teraz typ rovnovdzneho stavu (l%, ¢). Pretoze 1’ a 1) je nelinearny
systém, tak typ rovnovazneho stavu zistime z vlastnych ¢isel Jakobiho matice J v (k, ¢).
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Zrejme
g: :f(lz:)—5>() pretoze k < kay,
(k)
Ok
2l =—-1<0,
(k)
¢ U'(2) Ly
gl _ U@ pgy <,
Ok|ie  U"(0)
¢ 11 I A
- =0, lebor+d— f'(k)=0v (k,¢é),
acl; .
(k)
a teda
flky—6 -1 >0 <0
J— — = detJ <0.
U” f”( ) 0 <0 =0

Z toho vyplyva, ze J ma dve rozne vlastné c¢isla, z ktorych jedno je kladné a druhé
zéporné, a teda rovnovazmy stav (k, &) je typu sedlo. Trajektorie systému rovnic
a (9.11]) st teraz zobrazené na obr. . Z uvedeného vyssie vsak vieme, Ze medzi nimi
musi byt optimalna trajektéria pre dand tlohu.

(d) Ako teraz najst optimalnu traj ektériu pre Zadanfl tlohu? Dosial sme nikde nevyuzili
poc1atocnu a koncovi podmienku (9.3)) a . Uvazujme teraz situaciu pre pripad,
e kg < k a kp > k. Podiatotni podmlenku k(O) = ko a koncovi podmienku k(7") =
kr spliia celé kontinuum kriviek, ktoré pretinaju zvislé priamky k = kg a k = kr a
lezia pod sedlovou cestou konvergujicou k rovnovaznemu stavu zlava a sedlovou cestou
vychadzajicou z rovnovazneho bodu a smerujicou doprava. O tom, ktorda z tychto
kriviek bude riesenim pre zadani hodnotu, teraz rozhodne hodnota koncového casu 7'

9.4 Numerické rieSenie Ramseyho modelu

Priklad 9.1. Numerické rieSenie Ramseyho modelu pre konkrétne hodnoty
parametrov. Predpokladajme, Ze produkéna funkcia v Ramseyho modeli je v tvare
f(k) = Vk a funkcia uZitoénosti ma tvar U(c) = y/c. Dalej budeme predpokladat,
ze pociatona hodnota kapitalu kg = 0.5 sa méa zvysit na koncovi hodnotu kr = 2.
Hodnoty parametrov vyjadrujicich mieru amortizacie a diskontni sadzbu st 6 = 0.25
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9.4. NUMERICKE RIESENIE RAMSEYHO MODELU

a r = 0.25. Diferencialne rovnice (9.2) a (9.11)) st potom v tvare

/%::\/E—dk:—c,

- 2 <5+- 1 >
c= —2c r——
2k

ak = 1, ¢ = 3/4. Pomocou programu Matlab vykreslime riesenie tohto systému pre
dva rozne dlhé ¢asové horizonty, konkrétne pre T'=5 a pre T' = 20. Samotny program
vyzera nasledovne:

© 00 N O O b W N

N N N N NN NN R R R s R s R s s
N oo o WN BB O © 00 N O U W N = O

RamseyModel

subplot(1,3,1);

t = 0:0.01:5;

rl = Ramsey(t,0.25,0.25,0.5,2);
plot(t,r1(1,:),’-b’,t,r1(2,:),’-.b");
subplot(1,3,2);

t = 0:0.01:20;

r2 = Ramsey(t,0.25,0.25,0.5,2);
plot(t,r2(1,:),’-r’,t,r2(2,:),’-.r’);
subplot(1,3,3);
plot(r1(l,:),r1(2,:),’-b’,r2(1,:),r2(2,:),’-r’)

function result = Ramsey(t,r,d,k0,kT)

solinit = bvpinit(t,[0.5 1]); %initial guess

options = [];

sol = bvp4c(Qsystem_of_ode,@Qbound_cond,solinit,options,r,d,k0,kT);
result = deval(sol,t);

function dkc = system_of_ode(t,kc,r,d,k0,kT)

dkc = zeros(2,1); ' stlpcovy vektor
dkc (1) = sqrt(kc(1))-d*xkc(1)-kc(2);
dkc(2) = -2xkc(2)*(d+r-1/(2*sqrt(kc(1))));

function result = bound cond(kc 0,kc T,r,d,k0,kT)

result = zeros(2,1);

result(1l) = kc_0(1)-kO; ’ pociatocna podmienka v tvare k(0)-k0=0
result(2) = kc_T(1)-kT; % koncova podmienka v tvare k(T)-kT=0

Program je analogicky ako kéd uvedeny v Priklade [.1] kde mdze Citatel ndjst aj

podrobnejsie vysvetlenie jeho struktiry a vyznamu najdodlezitejsich prikazov.

Vysledkom programu su grafy zobrazené na Obr. [9.3]
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JE—— —— ko) preT=5
L5 S N ] 18- (k,c) pre T = 20

Obr. 9.3: Priebeh rieseni Prikladu [9.1] Obrézok vlavo hore: Priebeh k(t) a ¢(t) v Ram-
seyho modeli s T' = 5. Obrazok vlavo dole: Priebeh k(t) a ¢(t) v Ramseyho modeli s
T = 20. Obrézok vpravo: Porovnanie rieSeni pre T'=5 a T' = 20 v priestore (k, ¢).

MézZeme si vsimnuf, ze v pripade kratsieho ¢asového horizontu je pozadovany rast
hodnoty kapitélu rozlozeny pomerne rovnomerne na celom ¢asovom horizonte (vid graf
vlavo). Na druhej strane, v pripade dlhsieho ¢asového horizontu sa otvara moznost
ponechat isty ¢as hodnotu kapitdlu v okoli rovnovaznej trovne k = 1, ku ktorej sa
kapital zvysi z pociatocnej hodnoty kg = 0.5 po kratkom obdobi nizsej spotreby v
porovnani s jej rovnovaznou troviiou ¢ = 0.75 (pozri graf v strede). Kratko pred koncom
planovacieho horizontu je vSak potrebné opéat znizit spotrebu, aby sa kapital mohol
dalej zvysit az na pozadovani hodnotu ky = 2.

9.5 Vseobecnejsi pohlad na analyzu fazového por-
trétu

V tejto casti sa budeme zaoberat analyzou fazového portrétu pre nasledujuci tvar ilohy
optimalneho riadenia, ktory sa ¢asto vyskytuje v ekonomickych modeloch:

max /OT e "F(x(t),u(t))dt, T pevné,
#(t) = f(z(t),u(t), te€][0,T],
2(0) = o,

9(x(T)) = 0.

Ide o tlohu s jednorozmernou stavovou aj riadiacou premennou, ktora je s vynimkou
diskontného faktora autonémna. Uloha nezahfna ziadne ohranic¢enia okrem pripadného
ohranicenia na koncovy stav.
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Predpokladajme, Ze Hamiltonova funkcia je rydzo konkdvna v premennych (z,u) a
funkcia ¢ je linedrna v z. Tieto predpoklady st v ekonomickych tlohach ¢asto splnené.
Ako ukdzeme neskor (pozri Vetu a Poznamku 2 za touto vetou), tato vlastnost
spolu s podmienkou ¢° = 1 zabezpecuje, Ze podmienky Pontriaginovho principu ma-
xima su zaroven postacujicimi podmienkami pre optimalne riesenie a rieSenie spiflajﬁce
tieto podmienky je zaroven jedinym optimalnym riesenim.

Analogicky ako v ¢asti[7.1] definujme Hamiltonovu funkciou vztahom vyjadrujicim
jej okamziti hodnotu v case t

H(x,u,vp) = F(x,u) + ¢ f(z,u). (9.13)
7 podmienky maxima potom vyplyva, Ze optimdlne rieSenie musi spliiat rovnost

Ho(z,u, ) = Fy(x,u) + ¢ fu(x,u) =0, (9.14)

pricom z dovodu vyssej prehladnosti sme pouzili oznacenie parcidlnej derivacie podla
prislusnej premennej formou dolného indexu. Zaroven vieme, ze adjungovana rovnica
ma v tomto pripade tvar

=1 — H(x,u,1). (9.15)
Podmienka maxima, adjungovana rovnica a stavova rovnica teda spolu tvoria systém
troch rovnic, z ¢oho dve rovnice su diferencidlne. Zaroven mame tri nezname funkcie
x(t), u(t) a ¥(t). Zdkladnd myslienka analyzy fazového portrétu spociva v elimindcii
jednej z tychto troch funkcii pomocou podmienky maxima, ¢im dostaneme systém
dvoch diferencidlnych rovnic s dvoma nezndmymi. Vdaka uvedenému sposobu riesenia
ulohy, v ktorom sa diskontny faktor nezahina do Hamiltonovej funkcie, je tento systém
diferencialnych rovnic autonémny. Mozeme preto analyzovat fazovy portrét trajektorii
rieSeni tohto systému.

Pri rieseni konkrétnych tloh je z hladiska interpretacie ziskaného fazového portrétu
vyhodné eliminovat adjungovani premennt a fazovy portrét zobrazit v rovine (x,u),
podobne ako vo vyssie uvedenom rieseni Ramseyho modelu. My sa vSak budeme za-
oberat postupom vyuzivajicim eliminaciu riadiacej premennej, ktory mozno povazovat
za vSeobecnejsi.

KedZe sme predpokladali, ze Hamiltonova funkcia je rydzo konkavna v premennych
(x,u), jej parcidlna derivacia H, je rydzo rastica funkcia u. Z rovnosti preto
mozZeme vyjadrit u ako funkciu x a ¢: v = u(z,v) a teda

Ho(x,u(x,),9) = 0. (9.16)

Dosadenim do stavovej rovnice a adjungovanej rovnice dostame systém dvoch auto-
némnych diferencidlnych rovnic prvého radu v tvare

T = f(z,u(x,)), (9.17)
b =1 — Halz,ulz, ), ). (9.18)
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Zaujima nas charakter pripadnych stacionarnych bodov tohto systému. 7Z teérie dife-
rencidlnych rovnic (pozri aj Prilohu B) vieme, Ze charakter stacionarneho bodu (1))
mozno urcit pomocou jakobianu uvedeného systému diferencialnych rovnic v danom
bode. Jakobidn ma tvar

N A A AN Ou(d ) A~ Ou(@
J = fo(#,0) + fu(@ @) 5 ful, 2) 255 | 9.19)
(8, 00) = Ha(@, 8,0) 2GD [ (3, 8)— Hy (2, 0, ) 200

A

kde @ := u(%,v). Vdaka predpokladu, ze Hamiltonova funkcia je rydzo konkavna v u,
dostavame implicitnym derivovanim vztahu ((9.16)):

3“(9071?) _ Hmu( ) (

T,u
or  Huu(z,u(

9), ¥)
), ¢)

ou(z,v)  fulz,u(z,v))

S0 Ha(au(ev),y)

Tieto vztahy vyuzijeme k tomu, aby sme pri oznaceni

X
T

a:= fo(2,a)+ fu(:?;,a)au(a‘z @/))7 (9.20)
b= fu(i:,a)%gy, (9.21)
¢ Hy (1, 0) — Ho (3,1, 9) O ) (9.22)

J = (Cé . E a) . (9.23)

Vlastné ¢isla tejto matice st

1
Mo = 5 (7’ + \/rQ —da(r —a) + 4bc> . (9.24)

Pokial st tieto vlastné ¢isla redlne, vacsie z nich je urcite kladna (pretoze pre diskontny
faktor plati » > 0). Mensie z vlastnych ¢isel pritom moze byt kladné, nulové alebo zéa-
porné. Na druhej strane, pokial vlastné ¢isla nie si redlne, ich redlna cast je kladna.
Znamena to, ze uvedeny stacionarny bod je bud nestabilny, alebo je to sedlo. Sedlovy
charakter pritom dostdavame v pripade realnych vlastnych hodnét s navzajom opac¢nym
znamienkom, nestabilny charakter vo vsetkych ostatnych pripadoch. Z uvedeného do-
vodu sa v ekonomickych modeloch s konkavnou Hamiltonovou funkciou najcastejsie
stretavame s tym, ze stacionarny bod je typu sedlo.
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9.6 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 9.1. V Priklade|9.1| odhadnite ¢asovy priebeh k(t) a ¢(t) pre iné mozné kombi-
nacie pociatocného a koncového stavu vzhladom na vypocitany rovnovazny stav a pre
malé a velké hodnoty ¢asu T' (napr. ko = 2,kr =4 a ky = 2, ky = 1/2). Zakreslite ich
do fazového portrétu. Vypocitajte numericky.

Uloha 9.2. Dokézte, Ze ak matica A typu 2 X 2 ma zaporny determinant, potom m4
dve rozne realne vlastné cisla, z ktorych jedno je kladné a druhé zaporné.

Uloha 9.3. Na ktorom mieste analyzy fdzového portrétu sme pouzili predpoklady
(9.5)7 Ako by sme mohli tieto predpoklady oslabit?

Uloha 9.4. Model produkcie a zasob (production-inventory model)

PAPIER & SYN, s.r.o., popredny vyrobca papiera, vyraba papier pre roznych
odberatelov. Ich dopyt je vSsak premenlivy a nemozno ho predpovedat tuplne presne.
Podnik preto musi udrziavat istd tiroven zasob vyrobeného papiera, aby dokazal tento
meniaci sa dopyt v ¢o najvacsej miere uspokojit. Vyhodou moznosti tvorby zasob je
aj to, ze umoznuju skladovat prebytkovi produkciu v ¢asoch nizkeho dopytu, a nie je
preto potrebné prilis menit velkost produkcie. Téa je totiz zavisla od vybavenia papierne
a jej velké zmeny su prilis nakladné. Na druhej strane, skladovanim papiera vznikaja
dodatocné naklady, ktoré si sictom nakladov na fyzické skladovanie, poistenie a pod.,
a uslého zisku z penazi viazanych v zasobach, ktoré takto nemézu byt trocené.

Predpokladajme, Ze papieren pozna optimalne mnozstvo zasob, ktoré potrebuje
udrziavat na sklade. Cielom je udrziavat troven zasob ¢o najblizsie tejto hodnote, ale
zaroven udrziavat uroven produkcie ¢o najblizsie k jej optimélnej hodnote. Tuto lohu
mozno formulovat nasledovne:

A

min Lt (1) — B+ (P() - PP) dt, T dané,

I(t) = P(t) - s,
1(0) = I dané,
I(T) = Ir dané,
P(t) = 0,

kde

I(t) objem zésob (inventory) — stavovd premennd,
P(t) miera produkcie (production rate) — riadiaca premenna,

miera predaja (sale rate) (s > 0) — dand konstantna,

optimélna troveii produkcie (P > 0) - dand konstantna,

t)

t)

s

I optimélna troveii zasob (I > 0) -— dan4 konstantna,

p

r diskontna sadzba (r > 0), kde predpokladame, ze I> r(s— ]5),

87



RAMSEYHO MODEL A ANALYZA FAZOVEHO PORTRETU.

a)
b)

f)

Sformulujte podmienky PPM pre vnitorné riesenie P(t) > 0 a ¢° = —1.

Z tychto podmienok vyvodte diferencidlnu rovnicu pre P. (Navod: Z podmienky
maxima najdite podmienku pre ¢, podmienku derivujte podla casu a nasledne
vyuzite adjungovani rovnicu.)

Stavova rovnica a diferencidlna rovnica pre P spolu tvoria systém dvoch linearnych
diferencidlnych rovnic pre (I, P). UrcCte staciondrny bod systému, ukazte, ze ide o
sedlo a nacrtnite fazovy portrét systému v priestore (I, P).

Pomocou Matlabu zobrazte fazovy portrét systému pre konkrétnu volbu paramet-
rovr:O.O5,f:1,I5:1,s:1.

Numericky spocitajte okrajovy problém a graficky zobrazte ¢asovy priebeh riadenia
a jeho odozvy pre roznu pociatocnu a koncovi podmienku a rézny ¢asovy horizont.
Volte také hodnoty parametrov zy (napravo vs. nalavo od staciondrneho bodu) zr
(napravo vs. nalavo od stacionarneho bodu), 7' (malé vs velké hodnoty), aby ste
zobrazili vsetky kvalitativne odlisné priebehy rieseni. Zmeny opiste, dajte do stuvisu
s nac¢rtnutym fazovym potrétom vyznacenim prislusnych trajektorii a ekonomicky
interpretujte. V&imajte si, ktoré z tychto vnitornych rieSen{ spliiaju ohrani¢enie
ulohy, ktoré sme doteraz ignorovali.

Zddvodnite optimalnost najdenych rieseni.
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Kapitola 10

Bolzova uloha

Pomocou vysledkov z Kapitoly 6 odvodime nutné podmienky optimality pre Bolzovu
ulohu. Aplikujeme ich na riesenie 1ilohy o obchodovani s komoditami.

10.1 Formulacia Bolzovej tilohy

Pod Bolzovou tlohou rozumieme UOR, kde téelova funkcia obsahuje aj funkciu kon-
cového stavu systému, t. j. je to uloha

T
max .J := / Ot x,u)dt + p(x(T)), T — pevné alebo volné
0

= f(t,z,u), te]0,T],
z(0) = xo,

kde ¢ : R* — R, p € C? a T moZe byt volné alebo pevne dané. Ostatné data a funkcie
spliiaji rovnaké predpoklady ako tloha Kapitoly 6.

Podobne ako v tlohe z Kapitoly 6, aj tu moézeme definovat Hamiltonovu funkciu
pomocou adjungovanej premennej v predpisom

H(t,,u, g, ¢%) = " fO(t, 2, u) + 07 f(t, 2, u). (HF)
Pomocou nej zapiseme adjungovand rovnicu formalne v skratenom tvare

, oOHT
Y= 5 (AR)

a podmienku maxima schématicky naznacenu ako:

H — max. (PM)

uelU

Budeme vidiet, ze pre Bolzovu tlohu mozno sformulovat nutné podmienky optimality
v terminoch prave uvedenej Hamiltonovej funkcie a k nej prisluchajicej (AR) a (PM).
Nutné podmienky odvodime z podmienok pre Lagrangeovu tlohu z Kapitoly 6.
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BOLZOVA ULOHA

10.2 Odvodenie PPM pre Bolzovu tlohu

Je zrejmé, ze nutné podmienky optimality pre vyssie sformulovani Bolzovi tlohu budi
rovnaké ako pre tulohu, kde ku J bude pripocitana konstanta, t. j. icelovou funkciou
bude

T= [ 1Pt w it + pa(T) — p((0))

Podmienky odvodime tak, ze J prevedieme na Lagrangeov tvar:

T= [ e+ [ St = [ 10w )+ @) ()it

To je uz tloha v standardnom tvare. Adjungovanti premennti pre tito tilohu oznac¢ime
1 a Hamiltonova funkcia bude mat tvar

ﬂ(t7 x? U’? IL’ féz;o> - wo(fo(t7 x’ U) + @l(x)f(t, I7 u)) + &Tjﬂ(t? I7 u)

Aplikujeme na tito tlohu PPM (pouzijeme iba formélny skrateny zapis jednotlivych
podmienok). To znamend, (1%, x) # 0, ¥° > 0, adjungovana rovnica m4 tvar

= (Ziran) - (2) (4R)

z ¢oho po uprave dostavame
Go (25N o (Pes) o (2200\ o ()5
Ox Ox? Ox Oz Ox '
Podmienka transverzality méa tvar
~ dg T __
im=(5) v (PT)
podmienka maxima 3 -
V) +0Tf - max (PM)

a plati prislusnd podmienka stacionarity podla typu tlohy. Upravou podmienky ma-
xima dostavame

WP+t = max, (PM)
kde sme oznacili .
T =% + 97,
t. J. ~
U=+ (W) (10.1)
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10.3. RIESENIE ULOH

Odvodme pre tito novit premenni diferencialnu rovnicu
¢=@+iW%W
B R o )
o e )

¢o je adjungovana rovnica v Standardnom tvare. Aki koncovi podmienku bude splnat

Y7 Zo vztahu (10.1)) dostavame
- (op\T ag\" ap\"
W(T) =+ ((;;) WO = ((,;) X+ (ai) 0 (PT)

Vidime, ze jediné, ¢o sa zmenilo oproti ulohe s Lagrangeovou tucelovou funkciou, je
podmienka transverzality. Odvodeny vysledok mozeme sformulovat do vety.

Veta 10.1 (PPM pre Bolzovu ulohu). Oproti ilohe s Lagrangeovou ticelovou funkciou
sa v Bolzovej ulohe zmeni iba podmienka transverzality. To znamend, Ze namiesto pod-

mienky
w(T) = (W}T

mame v Bolzovej ilohe podmienku

o) = (PEINY (226D 40

Poznamka: 7 odvodenia nutnych podmienok a z Poznamky 3 v Kapitole 6 vyplyva,
ze v pripade, Ze tloha mé volny koniec, tak y = 0 a ¢° = 1.

10.3 Riesenie uloh

Pouzitie Vety ilustrujeme na rieseni nasledujicej tlohy.

Priklad 10.1. Obchodovanie s komoditami. Pri obchodovani s komoditami (ta-
kymi ako psSenica, kdva, nafta) obchodnici nakupuji a znova predavaji komodity s
ciefom ziskat profit. Moznost tspechu zavisi na sezéonnych a dlhodobych zmenéch ceny
komodit. Velkd cast umenia tspesného obchodnika zévisi od schopnosti robit presni
predpoved budtcich cien komodit na ¢o mozno najdlhsie obdobie. Ked je urobena
predpoved ceny na obdobie [0, 7], tak je mozné formulovat tlohu: treba urcit, kedy
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BOLZOVA ULOHA

maja byt komodity naktupené, kedy predané a kedy ma byt obchodnik pasivny, aby sa
maximalizovali aktiva, ktoré obchodnik vlastni v case T

Neskor, ked je zaznamenané skutocné spravanie ceny, je mozné vypocitat, aky
by bol byval maximalny profit, keby toto spravanie bolo zname a bola by pouzita
optimalna stratégia. Porovnanie medzi realizovanym a optimélnym profitom by mohlo
byt pouzité ako indikator na meranie obchodnikovych schopnosti.

V praxi su operacie predaja a ndkupu diskrétne, tu vsak pouzijeme spojity model,
ktory je prehladny a lahky na dalSiu analyzu.

Skor ako sformulujeme problém do tvaru tlohy optimalneho riadenia, zavedieme
niektoré oznacenia a upresnime predpoklady:

o x'(t) - mnoZstvo hotovosti v Case t;
o 2%(t) - mnoZstvo komodity v case t;

o p(t) - jednotkové cena v ¢ase t (dand funkcia);

o u(t) - rychlost preddvania, (—a < u < f3), zdporné hodnoty predstavuji nakupo-
vanie;

e [ - maximdlna povolend rychlost predavania (maximalny mozny pocet predanych
jednotiek komodity za jednotku ¢asu);

e «a - maximalna povolend rychlost nakupovania (maximalny mozny pocet nakipe-
nych jednotiek komodity za jednotku casu);

o vlastnenie komodit vyzaduje poplatky za skladovanie, ktoré st imerné mnozstvu
drzanych komodit (s konstantou imernosti s > 0);

o sx? - cena za skladovanie mnozstva komodity z? za jednotku ¢asu;

o zac¢iname v éase t = 0, kedy vlastnime komodity o mnozstve a®> > 0 a mame k
dispozicii hotovost a' > 0;

e konecny stav nie je urceny, ale cielom je maximalizovat aktiva v case t = T, t.j.
2! (T) + p(T)2*(T).
Dostali sme teda tlohu:

max z'(T) + p(T)z*(T), T — dané
it = p(t)u(t) — sz?(t), t€0,T],

i = —ul(t),
7' (0)=a' >0
7%(0) = a* > 0,
u € [—a, f].
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10.3. RIESENIE ULOH

Thato ulohu budeme riesit pri predpoklade, ze o = f = 1. Znamena to, ze maximalna
povolena rychlost predavania sa rovna maximalnej povolenej rychlosti nakupovania.
Zaroven sme tym ulohu vyjadrili v takych jednotkach mnozstva komodity a casu, aby
maximalne rychlosti predaja ¢i ndkupu (vyjadrené v tychto jednotkéch) boli rovné
jednej.

Dostali sme tlohu s tzv. Mayerovou ucelovou funkciou, kde v Bolzovej tlohe je
podintegralna funkcia rovna nule. Ide o tlohu s pevnym c¢asom, s dvojrozmernym sta-
vom a volnym koncom. Volny koniec implikuje x = 0 a ¢° = 1. Dvojrozmerny stav
znamend, ze adjungovani premenns ma tiez dve zlozky, ktoré oznacime 9! a 1%

Aplikujme teda na tlohu odvodené podmienky PPM. Zrejme Hamiltonova funkcia
ma tvar

H = ! (pu — s2%) — g2,

adjungovana rovnica

Pt =0,
? = sy,
podmienka transverzality
vi(T) =1,
V*(T) = p(T)

a podmienka maxima
Y (pu — s2°) — Y*u — max
u€[—1,1]

Upravou podmienky maxima dostaneme

(1[)1]9 — ¢2)u —lsz® — max
ue[—1,1]

a vyjadrime riadenie ako funkciu adjungovanej premennej
I ak ¢'p —? >0,
u= —1, ak ¥lp —? <0,
neuréené, ak ¥'p —? =0.

Riesenim adjungovanej rovnice a podmienky transverzality je
Pt =1,
V() = s(t = T) + p(T).
Dosadenim do vztahu pre riadenie dostavame

1, ak p(t) —p(T)+s(T' —t) >0,
u(t) = -1, ak p(t) —p(T)+s(T'—1t) <0,
neurCené, ak p(t) —p(T)+ s(T —t) =0,
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a teda riadenie vieme urcit pre lubovolni cenovi funkeiu p(t) (az na singularny pripad
p(t) - p(T) + 5(T — 1) = 0).

Na dalsiu analyzu potrebujeme poznat konkrétny priebeh cenovej funkcie. Nech
napriklad cenova funkcia je dana nasledovnym predpisom:

(t) _ po —plt, ak t - [O,T/Q],
p po+p(t—T), aktel[T/2,T)

kde pg, p1 > 0. To znamena na polovicke uvazovaného obdobia najprv cena klesa rych-
lostou p; a na druhej polovici rastie tou istou rychlostou, v désledku ¢oho p(0) = p(T').
Oznacme

v(t) :==p(t) — p(T) + s(T —t).
Je Tahko vidiet, ze

= sT —t(p1 + s), ak t€[0,7/2],
v(t) = T(s—p1)+tpr—s), ak te[0,7T/2].

Znamienko funkcie v(¢) rozhoduje o tom, aké bude riadenie. Vsimnime si, ze
v(0) = sT, v(T) =0,

to znamenad, Ze spojita funkcia v(t) zac¢ina kladnymi hodnotami a koné¢i v nule. Nado-
budne niekde aj zaporné hodnoty?

Vidiet, ze na intervale [0,7/2] je v(t) vzdy klesajica. Na intervale [T'/2,T] jej
spravanie zavisi od znamienka vyrazu p; — s. Uvazujme vsetky tri moznosti:

(a) Nech s > p;. V tomto pripade je v(t) klesajica aj na [T'/2,T] klesajtica a pretoze
v(T) = 0, musi byt v(¢) > 0 na celom [0, T]. Z toho vyplyva, Ze u(t) =1 a 2%(t) =
a® — t. To znamen4, Ze cena za skladovanie je prili§ vysokd, a teda preddvame
maximalnou rychlostou.

(b) Pripad s < p; znamen4, ze na prvom intervale v(¢) klesd a na druhom rastie do
nuly. Z toho vyplyva, Ze existuje ts € [0,7/2] také, ze sT — ts(p; + s) = 0 a teda

ts = L. 7 toho dostévame, ze
p1+s

] ak t € [0,t4,
ut) = {—1, ak t € [t,, T).

To znamend, Ze najprv predavame maximalnou rychlostou a potom v urcitom
predstihu pred zmenou vyvoja ceny za¢neme maximéalnou rychlostou nakupovat.

(c) V pripade, ze s = p;, dostdvame

U(t):{sT—Qts, ak t € [0,7/2],

0, ak t € [T/2,T],
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a teda
ult) = : ak t € [0,7/2],
| neuréené, akte[T/2,T].

V tomto pripade teda nastala situacia, kedy riadenie nie je jednoznacne uréené z
podmienky maxima. Otazne teda je, akd hodnota riadenia je optimalna v tomto
pripade. VSimnime si, Ze pre cenu plati p(t) = st + py — sT, a teda p = s pre
t € [T/2,T]. Ukdzeme, ze hodnota tcelovej funkcie ¢(z(t)) sa v tomto pripade na
danom intervale nemeni a nezavisi od riadenia. Zo stavovej rovnice mame

F1(1) = —p() (1) — s%(1) = — S (P (1).
z ¢oho
' (t) = —p(t)2*(t) + K, te€[T/2,T]
a teda

$a(t)) = —a'(t) — p(t)a*(t) = —p(t)a*(t) — k +p(t)a*(t) = =k, t€[T/2,T].

To znamena, ze v tomto pripade je na danom intervale optiméalne akékolvek riadenie
(s hodnotami v intervale [—1,1]).

10.4 Ulohy na samostatné riesenie
Uloha 10.1. Lie¢ba infekcie. Rieste nasledujicu tlohu:

T 1
min/ 2dt + i(x(T))z, T volné,
0

t=—-x—u, tel0,T],
z(0)=a>1, x(T) volné,
u € [0,1].

Tiato tlohu mozno interpretovat ako medicinsky problém hladania optimalneho casu
operacie pri prebiehajicej infekcii. Uvazujme pacienta cakajiceho na operaciu, ktory
sa nakazil infekciou (z(t) - Groven infekcie). Pre vykonanie operacie je ziadice znizit
uroven infekcie. Keby sa nechal infekcii volny priebeh, pacient by ju sice zdolal, ale
mohlo by to trvat prili§ dlho. Preto sa pacientovi podavaju lieky (u(t) - vplyv liekov
na znizenie infekcie), ktoré urychluji zdolanie infekcie. Ucelova funkcia modeluje dve
konfliktné moznosti:

- redukovat infekciu a ¢akat s operaciou;

- operovat ¢im skor aj ked je infekcia vysoka.

95



BOLZOVA ULOHA

Uloha 10.2. N4jdite nejakd ekonomickd interpreticiu predchédzajicej tlohy.

Uloha 10.3. Uloha o optimélnej iidrzbe stroja. Zmena stavu stroja je popisand
rovnicou #(t) = —dz(t) + u(t), kde § > 0 je dand miera opotrebovania stroja a u
vyjadruje mieru Gdrzby stroja. Podiatoény stav stroja je dany. Ulohou je nédjst opti-
malnu mieru udrzby stroja, ktorda maximalizuje celkovy zisk: Ten je tvoreny ziskom
z vyuzivania stroja (ktory je linearnou funkciou jeho aktudlneho stavu) znizeného o
naklady na udrzbu stroja, ktoré si kvadratickou funkciou miery adrzby u. K tomuto
zisku vytvorenému postupne pocas doby vyuzivania stroja sa navyse pripocita zostat-
kova hodnota stroja na konci tohto obdobia, ktord je priamo imerna jeho stavu na
konci. Ulohu mozno sformulovat v Bolzovom tvare nasledovne:

max /OT <7T:E(t) - u(;f)2> dt + Sz(T), T dané

(t) = —o0x(t) + u(t),
z(0) = xg, «(T) volné,
u(t) € R,

kde m, S, §, xo, T st dané kladné konstanty.

(i) Sformulujte podmienky PPM pre ttto tlohu.
(ii) Ukazte, ze podmienky PPM st splnené s ¢/° # 0.
(iii) Néjdite rieSenie podmienok PPM (stac¢i ndjst riadenie, odozvu netreba).
T
) 5
(v) Zistite znamienko adjungovanej premennej pocas doby vyuzivania stroja a jej hod-
notu v case T'. Interpretujte.

(iv) Ukazte, ako sa meni u v zavislosti od vyrazu S — —. Tento vysledok interpretujte.

Uloha 10.4. Zivotny cyklus émeliakov. Predpokladajme, Ze Zivotny cyklus mozno
opisat nasledujicim zjednodusenym modelom:

max y(T), T pevné,
T=aur —br, a>b>0
y=01-ur,

z(0) =x¢ >0, x(T) volné,
y(0) =y >0, y(T) volné,
u(t) € [0, 1].

Stavova premennd x(t) oznacuje pocet robotnic, stavova premennd y(t) pocet kralovien.
Robotnice rozkladaju svoje tsilie bud na produkciu dalsich robotnic alebo kralovien,
¢o je vyjadrené riadiacou premennou u(t). Cielom kolénie je mat na konci obdobia

96



10.4. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

¢o najviac kralovien. Ukazte, Ze riesenie splnajiuce PPM pre tuto tlohu zodpoveda
skutoénému cyklu kolénie ¢meliakov znazornenom na obrézkuEl

Nest Development (summer)

CQueen anqiﬁg {spring)

Dueen Hibemales (winter)
Queens and Males (summer)

Obr. 10.1: Zivotny cyklus kolénie ¢meliakov.

Uloha 10.5. Odvodenie podmienok PPM pre tilohu v Mayerovom tvare.
Dana je nasledovna tiloha optiméalneho riadenia:

max ®(T), T volné

T = f(xa u)a

z(0) =0, =z(T)=xp, zr dané,
u(t) € R.

(i) Ulohu prevedte na tlohu v Lagrangeovom tvare a sformulujte pre iu PPM (pomo-
cou vety o podmienkach PPM pre standardni tlohu optiméalneho riadenia).

(ii) Ulohu nechajte v Mayerovom tvare, ale zavedte substittciu, ktorou vyjadrite ¢as
ako novi stavovi premenni. Sformulujte pre ttto ilohu podmienky PPM (pomo-
cou vety o podmienkach PPM pre Bolzovu tlohu).

(iii) Ukézte, ze podmienky odvodené v (i) a (ii) st ekvivalentné.

Uloha 10.6. Bolzova tuloha s neautonémnou funkciou koncového stavu.
Ukéazte, ze v pripade, ze funkcia ¢ zavisi nielen od x, ale aj od t, to znamena, ze

1Zdroj: http://www.bumblebee.org/lifecycle.htm
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maximalizujeme [ fO(t, z,u)dt + (T, 2(T)), kde T je volné, tak sa okrem podmienky
transverzality zmeni aj podmienka stacionarity na podmienku

H|,_ = = (T, 2(T)).

V pripade vyuzitia postupu z Poznamky 1 z Kapitoly 6 mozno odvodit

H(t,2(t), a(t), (1), 0°) = —/tT 8H(S’j<5)’gf)’w(s>’¢ ) ds— 0 (T, (1)), (10.2)

pre kazdé t € [0,77].
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Kapitola 11

Ekonomicka interpretacia PPM.
Dynamické programovanie

V diskrétnom pripade sme mali dva teoretické a praktické nastroje na analyzu tloh
optimalneho riadenia:

- princip maxima (ako nutni podmienku) a

- rovnicu dynamického programovania (ako nutni a postacujicu resp. len nutni
podmienku).

V spojitom pripade sme Pontrjaginov princip maxima uz formulovali a (na rozdiel
od diskrétneho pripadu, kde princip maxima plati iba za urcitych predpokladov pre
tlohy s pevnym casom) tu plati za velmi vSeobecnych podmienok. Ako je to s rovnicou
dynamického programovania?

V diskrétnom pripade RDP predstavovala ti¢inny néastroj na riesenie tloh a pla-
tila pri velmi vseobecnych predpokladoch. Uvidime, Ze v spojitom pripade je RDP
nutnou a postacujicou podmienkou optimality pri velmi Specidlnych a obmedzujicich
podmienkach.

Nasim cielom bude, bez nejakych velkych narokov na matematickd presnost, od-
vodit RDP pre spojité tlohy a ukazat suvis medzi RDP a PPM. Toto ndm umozni
zaujimavym sposobom interpretovat adjungovanti premenni ako tienovi cenu, ¢o ma
vyznam pri rieSeni niektorych ekonomickych tloh.
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11.1 Odvodenie RDP

RDP odvodime pre SUOR s pevnym casom. Kvoli lahsej interpretacii budeme uvazovat
tlohu na maximum, to znamena, budeme sa zaoberat tlohou

T

max/ (s, 2(s),u(s))ds, T - pevné
0

i(s) = f(s,x(s),u(s), s€[0,T],

z(0) = xo,

z(T) € C,

u(s) e U, se€[0,T].

Toto je tloha optimalneho prechodu z xy do C' na intervale [0,T]. V zévislosti od

podiatoéného casu 0 a pociatoéného stavu zo ju oznacime D(0,x). Podobne ako v
diskrétnom pripade, vnorime tito tlohu do systému tloh

D ={D(t,z), t€0,T], z € R"},

kde D(t,x) je tloha optimélneho prechodu z bodu = do C' na intervale [¢t,T]. To zna-
mend, ze D(t,z) je UOR dand nasledovne:

max Jp . (u(.)) := /tT (s, 2(s),u(s))ds, T - pevné

z(s) = f(s,x(s),u(s)), se€]t,T],

(t) ==

z(T) € C,
(s) e U

u(s)

8

s € [t,T).

Budeme predpokladat, Ze ak je tloha D(t,z) pripustnd, Ze potom mé aj optimélne
rieSenie. Dalej oznacime

Vt,z) = Iil(a)X Jra(u(.)),

kde maximum hladdme cez vsetky pripustné riadenia wu(.). Je zrejmé, ze tato funkcia
nemusi byt definovand pre vsetky ¢ € [0,7] a x € R™. Tato funkcia sa nazyva hodnotovd
funkcia pre systém loh D. Podobne ako v diskrétnom pripade, aj tu plati princip
optimality.

Veta 11.1 (Princip optimality). Ak u(.), (.) si optimdlne pre D(t1,x),t; <ty < T,

potom (.) ‘ 2(.) ‘ o] st optimdlne pre D(tg, Z(ts)) .

[tQ 7T] ’

Dékaz: Je tuplne analogicky ako v diskrétnom pripade [12, Veta 2.2]. O
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Na zdklade tejto vety modzeme pre optimélne riadenie 4(.) a jeho odozvu Z(.) pi-
sat 4(t) = v(t,2(t)), t. j. plati analégia Dosledku 2.2 z knihy [I2], ale len v jednom
smere. Opacné implikdcia vo vSeobecnosti neplati. Ak by sme totiz funkcie v(¢,x),
ktoré mozu byt nespojité v premennej z, dosadili do stavovej rovnice, dostali by sme
diferencidlne rovnice &(t) = f(z(t), v(t, z(t))) nespojité v stavovej premennej, pre ktoré
neplati klasicka tedria diferencialnych rovnic.

Teraz odvodime RDP. Nech V (¢,z) € C*! je hodnotova funkcia. Potom

V(t.x) = max /t " 0(s, w(s), uls))ds

t<s<T

u(s)
t<s<t+h
t+h<s<T

C ax [/t“’h f0<87x(3)7u(s))ds+/:h fo(ij(s),u(s))d% -

t+h T
= max / (s, 2(s),u(s))ds + max / O(s,2(s),u(s))ds| =
u(s) t u(s) Jt+h
t<s<t+h t+h<s<T

t+h
= Iil(%§{ l/t fo(s,x(s),u(s))ds+V(t+h,x(t—l—h))} =

t<s<t+h

O

5 (t,z) + (¢, x)f(t,x(t),u(t))) h + o(h)] :

u(s) ox

t<s<t+h

- [f“(g,x@),u(@)hwu,w+(

kde £ € [t,t + h]. Pouzili sme vetu o strednej hodnote integrdlu na prvy scitanec a
Taylorovu vetu na druhy. Porovnanim zaciatku a konca tohoto odvodzovania dostaneme

N oV (t,x)

- E u(s) ox

t<s<t+h

n (,2)h = max lfo(é“,x(f),wf))h F@t,a(t), u(t))h + O(h)] :

Vydelime hodnotou h a prejdeme k limite pre h — 0. Dostaneme

G tn) = e | (e a0 + P 0100, 0]

¢o je rovnica dynamického programovania, pre ktord méame okrajovii podmienku:
V(T,z) =0, prex € C.
Oznacme
G = {(t,z) | 3 prip. riadenie pre D(t,x) }.

Veta 11.2 (Rovnica dynamického programovania). Nech

e Vnaitro G° mnoZiny G je husté v G;
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e V:G =R, VeCl
e v:G—=>UCR™, veC, v lipschitzovskd v x

o« KaZdé riesenie x(s) diferencidlnej rovnice (s) = f(s,x(s),v(s,x(s))) spliajice
pociatocni podmienku x(t) = x existuje na celom intervale [t,T] a splia : x(T) €
C, (s,z(s)) € G pre vsetky s € [t, T].

Potom v je optimdlna spdtnd vizba a V je hodnotovd funkcia pre systém wloh D vtedy
a len vtedy, ked

ov 0 ov
_5@7‘%) - f (ta $7U(t7‘r>) + 87(257:17).]0(757 ZE,U(t, J:)) -

ov

_ 0 hld

- I'z?ea(,}f( f (t,[[‘,U) + 833' (t7 w)f(t,x,u) )

V(T,z) =0, xze€C.
Poznamky:
1. V autonémnej tlohe s volnym ¢asom je V(t,z) = V(z), a teda %:/ = 0.

2. Predpoklady spojitosti a spojitej diferencovatelnosti kladené na funkcie v a V' nés
neuspokojuju, lebo st prilis silné. Vacésina tloh ich nesplia.

11.2 Vztah RDP a PPM

V tejto casti ukdzeme, ako sivisi RDP s PPM (s (AR) a (PM)) pre autonémnu tlohu
s volnym koncom a bez ohrani¢eni na riadenie. Nech 4(.), #(.) si optimalne, nech
V(t,x) € C? je hodnotova funkcia a v(t, z) je optimalna spitna vizba a nech st splnené

predpoklady Vety Zrejme u(t) = v(t, 2(t)) a plati

oV 0/ ov ., .. B
ov . 0/ o oV
= E(t,x)—i—f (x,u)—k%(t,x)f(x,u) = 0. (11.1)
Oznac¢me v
0._ T._ 9 -

Potom vztah (11.1)) déva
(@) + " f(,8) = max (&, 1) + 7 f(#,u)]
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¢o je (PM) s 1% = 1. Treba este odvodit (AR). Zo vzorca pre ¥(t)” dostdvame

OV 02V 02V 02V 02V
T __ 2 A\ A vV SV N ov ~ R

Toto zatial vobec nepripomina (AR). Pomdzeme si pomocou RDP. Uvazujme RDP
najprv pre £ = & , u = v(t, &) = 4. Zrejme

W (2) oy g 4 V(D)

T oy =0

Teraz uvazujme RDP pre x Tubovolné a pre u = 4 = v(t, &). Pre toto [ubovolne zvolené
x hodnota @ nemusi byt tou, kde sa maximalizuje vyraz v RDP, a preto
oV (t,x)
ot

8V(t,x)f<x’ﬁ) <0

0 ~
+ oz, a) + I <0.

Funkcia na Tavej strane posledného vyrazu teda nadobida svoje maximum v bode
x = z. Aplikujme nutné podmienky optimality:

o (oV(t,e) o .. OV(tz), _
<8t+f(x,u)+ 7 f(x,u)) = 0.

=z

ox

To znamena

V(L) | 0f(#4)  OV(1.7)

Oxot Ox Ox? /(@) Ox v 0
Dosadime do vyrazu pre i) a dostaneme
ox Ox or
- afo T 8f T
i=— () - (5) » (AR)

a to je (AR) s ¢ = 1.

Toto celé sme robili formélne a nestarali sme sa o opravnenost jednotlivych operacii.
Dalo by sa to urobit aj korektne, pri formulovani ur¢itych predpokladov, cely vyklad
by vsak bol dlhy a neprehladny.

11.3 Ekonomicka interpretacia PPM

V predchadzajucich castiach sme hovorili o tom, ze PPM je dobrym néastrojom na
kvalitativnu analyzu ekonomickych tloh. Mnohé ekonomické tilohy sa daju formulovat
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ako tlohy optimalneho riadenia. Aplikdciou PPM na takéto ulohy sa daju odvodit
mnohé kvalitativne vlastnosti takychto tloh.

Vyznam ekonomickej interpretacie adjungovanej premennej. Pri aplikacii
PPM na ekonomické ulohy je dolezité vediet spravne ekonomicky interpretovat od-
vodené matematické vztahy. K tomu je treba mat urciti ekonomicku predstavu o veli-
¢inach vstupujucich do analyzy. O vstupnych veli¢inach, pomocou ktorych formulujeme
dany problém, je zvycajne dobra ekonomickd predstava (napr. x mnozstvo kapitalu,
u vstup, rozhodnutia ovplyviiujice mnozstvo kapitalu, fO uZitok, zisk, ndklady). Vy-
sledky analyzy vsak byvaju formulované aj prostrednictvom pomocnych veli¢in, kto-
rymi si v pripade PPM adjungované premenné. Preto pre pochopenie odvodenych
vztahov pri kvalitativnej analyze je dolezité vediet vhodne ekonomicky interpretovat
aj tieto premenné .

Adjungovana premenni ako tienova cena. Odvodili sme, ze adjungovana pre-
menna, ktora vstupuje do formulacie PPM, je vlastne gradientom hodnotovej funkcie
(podla stavovej premennej), t. j.

oV (t,z)
)y = 22
v(H)" = S0
Pouzitim Taylorovej vety dostavame
oV
V(t,z + Az) = V(t,z) = a—(t, z)Azx + o(Ax).
x

V pripade, Zze Az je jednotkovy prirastok, tak v (¢) vyjadruje linedrnu ¢ast prirastku
hodnotovej funkcie, t. j. margindlnu hodnotu jednej jednotky kapitalového majetku
v ¢ase t. Kazdd zlozka v'(t) uddva, nakolko je cenné mat ,malt“ jednotku premen-
nej stavu z'(t) za predpokladu, Ze sa pre zvySok pldnovaného obdobia bude pldnovat
optimalne. Pritom w(¢) je tienova cena, pretoze nepredstavuje na kapitalovom trhu
panujicu trzni cenu, ale iba firemnu, vnitorni, uc¢tovnicku cenu, ktora hodnoti doda-
tocnu jednotku kapitalu.

Rozmer ceny adjungovanej premennej. Ukazeme teraz, ze adjungovana premenna
méa rozmer ceny. Ak tcelova funkcia mé rozmer ekonomickej hodnoty (ako uzito¢nost,
zisk, trzba, néklady) a zlozky stavovej premennej maji rozmer mnozstva t. j.

[J] = [cena].[mnozstvo] a [2'] = [mnoZstvo),
potom adjungovana premenna ma rozmer ceny, lebo

W= 2 =

[cena][mnoZstvol

= [cena).

[mnozstvo]

Ekonomicka interpretacia podmienky maxima. Vsimnime si teraz, ze podmienku
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maxima z PPM mozno tiez ekonomicky interpretovat. Podmienka maxima hovori, Ze
v kazdom c¢asovom okamziku sa ma maximalizovat vyraz

H=f"+¢"f=f"+y¢"i,

kde H je vlastne suc¢tom bezprostredného zisku a hodnoty zmeny kapitalovych zasob.

11.4 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 11.1. UvaZujme nasledujicu UOR:

T u?
J:/ v

max ; (x 5

t=u, tel0,T],

z(0) = zg, x(T) volné.

)dt, T pevné

V zmysle definicie z podkapitoly [11.1} je to uloha D(0, ).

(a) Definujte pre to € [0,7] a 9 € R prislusnd dlohu D(ty, z¢), a hodnotovi funkciu
V(to, Io).

(b) Vycislite V (to, xo). Vyuzite pri tom, Ze v tomto konkrétnom pripade je PPM aj
postacujicou podmienku optimality.

(c) Preverte, ¢i v tomto pripade plati vztah medzi hodnotovou funkciou a adjungova-
nou funkciou odvodeny v podkapitole [11.3]

Uloha 11.2. Rovnica dynamického programovania. Dand je nasledovng tloha
optimalneho riadenia:

min/ e " (az? + bu?) dt,
0

T = u,

z(0) = xy > 0 dané,

kde a > 0 a b > 0 st dané. Napiste pre tuto tlohu spojitii verziu rovnice dyna-
mického programovania v tvare parcidlnej diferencidlnej rovnice, kde neznamou je
hodnotova funkcia V(x,t). Tdato rovnicu vyrieste, pricom riesenia hladajte v tvare
V(x,t) = e "tex?. Néjdite tvar optimalnej spétnej véizby.
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Uloha 11.3. Linearno-kvadraticka tiloha. Ukézte (stad¢i formalnym odvodenim),
ze pre linearno-kvadraticku tlohu

T
min/ (C(]TQI‘+UTRU)dt, T pevné,
0
&= Ax+ Bu, tel0,T],
U=R", C=R"
kde Q = QT > 0a R = R" >0, je hodnotova funkcia V dani v tvare Vit,z) =
2T W (t)z, pricom W (W = WT > 0) je rieSenfm tzv. Riccatiho diferencidlnej rovnice

dW
T WA+ AW —WBR'B™W +Q =0, W(T)=0.
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Kapitola 12

Ulohy s ohraniceniami na stavové
premenné

V tejto casti sa budeme zaoberat tlohami optimalneho riadenia, v ktorych sa budu
vyskytovat niektoré z ohraniceni typu a) h(z(7")) > 0 na koncovy stav, b) ohranicenia
zmiesané¢ho typu [(z(t),u(t)) > 0, v ktorych je riadiaca aj stavova premennd stucasne
a c) Cisté stavové ohraniCenia g(x(t)) > 0, v ktorych vystupuje iba stavova premenn.

12.1 Ohranicenia typu nerovnosti na cielovy stav

S ohraniceniami na koncovy stav sme sa uz stretli v predchadzajicich castiach pri
popise mnoziny koncovych stavov C, ovSsem boli formulované len pomocou rovnosti.
Teraz pripustime, aby mnozina C' koncovych stavov bola definovand nielen pomocou
rovnosti, ale aj pomocou nerovnosti, to znamena, ze

C=A{z|g(x) =0, h(x) =0},

kde g : R* = R, h: R* — R", g,h € C. Z podmienky x(T) € C teda dostavame, 7e
musi platit
9(x(T)) =0, h(z(T)) = 0.

Pre takto zmenenti mnozinu C' sa podmienky PPM zmenia iba v podmienke transver-
zality, a to nasledovnd'}

T T

EIXeRl,EI/\E]RTzw(T): M X+ m A, (PT)
Ox Ox
pricom pribudne podmienka komplementarity
Mh(z(T)) =0, A>0 (PK)

a namiesto (¢, x) # 0 aplikujeme podmienku (¢°, x, \) # 0.

. 7z . 7’ 7z . 0 i i 7. v .
'Pritom predpokladdme linedrnu nezévislost vektorov %% spolu s %im pre aktivne ohranicenia
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Priklad 12.1. Nech stavovd premennd je jednorozmerna a C' = {x | > a}, kde a
je dané ¢islo. To znamend, ze h(z) = x — a. Dosadenim do (PT) a (PK) dostavame

d(r — a)
Ox

Pretoze ¥(T) = A, pomocnu premenni A moézeme vylucit a dostaneme podmienky:

W(T) =0, Y(T)(x(T) — a) = 0.

Z nich moézeme vyvodit, Ze ak z(T) > a, potom ¥(T) = 0. A naopak, ak ¢(T) > 0,
potom z(T') = a.

W(T) = A=A A>0, Aa(T) —a) =0.

Poznamka: Vsimnime si, ze podmienka transverzality je analégiou Kuhn—Tuckerovej
vety v nelinedrnom programovani. Vektor y odpoveda Lagrangeovym multiplikdtorom
pre ohranicenia typu rovnosti a A je multiplikdtor odpovedajici ohrani¢eniam typu
nerovnosti, je nezdporny a splia aj podmienku komplementarity.

12.2 Ohranicenia na stavové a riadiace premenné

V tejto casti budeme predpokladat, ze v tlohe sa vyskytuji ohranicenia sticasne na
riadiace aj stavové ohranicenia, ktoré maju platit na celom ¢asovom horizonte, t.j pred-
pokladame, ze

[(z(t),u(t)) >0,t €0,T],

kde [ : R"x R™ — R* | € C*'. Takéto ohrani¢enia nazyvame ohrani¢eniami zmiesaného
typu. Poznamenajme, ze v tedrii optimalneho riadenia je nezavisle premennou u a jeho
odozva x je zavislou. Preto pri ohrani¢eniach zmiesaného typu je mozné zabezpecit
splnenie ohranic¢enia priamo volbou prislusného riadenia. Z tohoto dévodu sa s ohra-
ni¢eniami zmiesaného typu naraba v principe rovnako ako s ¢istymi ohrani¢eniami na
riadenie. Jediny rozdiel, je, Ze sa v podmienke maxima maximalizuje cez u spliiajice
okrem podmienky u € U aj podmienku [(x,u) > 0 , pricom sa takito podmienka
maxima zvycajne preformuluje pomocou Kuhn Tuckerovej vety. Preto vo formulacii
PPM bude vystupovat aj funkcia p(t) > 0, ktord je vlastne Lagrangeovym multiplika-
torom pre ohranicenie I(z(t),u(t)) > 0 v kazdom ¢ase ¢ € [0, T] a prislusnd podmienka
komplementarity. Okrem Hamiltonovej funkcie

H(z,u, 90, ¢) = 4 fO(2,u) + " f(z,u)

budeme potrebovat aj Lagrangeovu funkciu

Lz, u,° 1, p) = H(w,u, 4%, 0) + p I, w).

Podmienky PPM sa oproti iloham bez ohranic¢eni na stavové premenné zmenia E]

2Pritom predpokladdme linedrnu nezavislost vektorov o (zu) g;u)

ni¢eniam.

pre i odpovedajice aktivnym ohra-
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a) v podmienke maxima, ktora teraz bude vyjadrend pomocou funkcie L a bude mat
v optimdlnom riadeni 4(t) a odozve Z(t) tvar

L((t), a(t), v°, 1 (¢), u(t)) = max L(&(t), u, ", (1), u(t)),

pricom zaroveii plat{ podmienka komplementarity u(t)71(2(¢),a(t)) = 0 a nezé-
pornosti u(t) > 0;

b) v AR, ktord bude mat v optimédlnom riadeni @(t) a odozve Z(t) tvar

b = (aL(@(t),w)é;b ,zb(t),u(t)))

Ly (af“(fsg;,a(t))f - (W)U (t) - <W>TM (t

12.3 Ohranicenia len na stavové premenné

Niekedy sa v ulohach optimalneho riadenia vyskytuji aj ohranic¢enia typu nerovnosti,
ktoré zahrnaju iba stavové ohranicenia, t.j.

q(z(t)) >0, t €[0,T],

kde g : R* — R*, g € C'. Takéto ohrani¢enia nazyvame ¢isté stavové ohranicenia.
Pomerne c¢asto sa vyskytuju v ekonomickych tlohéch pri dynamickom modelovani eko-
nomického rastu a to najmé v tvare nezédpornosti stavovej premennej x(t) > 0. Nutné
podmienky optimality st pre ¢istymi stavovymi ohrani¢eniami zlozitejsie, pretoze sta-
vova premennd (a tym aj splnenie prislusného ohranicenia) je ovplyvnitelné len ne-
priamo, cez riadenie. Podobne ako v predchadzajicom pripade sa nutné podmienky
formulujui pomocou Lagrangeovej funkcie

L(z,u, 00,4, 1) = H(x,u, 9, 0) + v q(2).

kde zdroven plati podmienka komplementarity v(¢)” q(#(t)) = 0 a nezdpornost v(t) > 0.
S takto definovanou Lagrangeovou podmienkou sa potom formuluju AR a PM ana-
logicky ako v predchadzajucom pripade. Podstatny rozdiel oproti predchadzajicemu
pripadu vsak je, ze prislusna adjungovana funkcia moze byt nespojita v bodoch nespo-
jitosti optimalneho riadenia. Tato skutocénost moze viest k tomu, ze nemame dostatok
podmienok na uréenie adjungovanej premennej (resp. na urcenie vsetkych nezndmych
vstupujicich do PPM). Preto chybajice informécie o lavostrannych a pravostrannych
limitach adjungovanej funkcie sa v. PPM pre takéto tlohy formuluju v dalSich pod-
mienkach.
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12.4 Uloha o optimalnej spotrebe s podmienkou
typu nerovnosti na koncovy stav

V tejto casti sa opat budeme zaoberaf tlohou o optiméalnej spotrebe. Na rozdiel od
predchédzajiceho pripadu vsak teraz budeme predpokladat, ze koncova hodnota ka-
pitdlu k(7T) nie je zadand, ale ma byt len nezaporna. Tiez ziadame, aby spotreba c¢(t)
nadobtdala len nezaporné hodnoty. To znamena budeme riesit nasledovni tilohu

max /OT e "U(c(t)) dt,

k(t) = ik(t) — c(t), t € [0,T],
k(0) = ko > 0,

c(t) >0,

k(T) > 0.

Na tejto tlohe si ukdzeme spdsob pouzitia tedrie prezentovanej v ¢asti [12.1] Zaroven
budeme snazit odpovedat na nasledovni otazku kvalitativnej analyzy: méze nastat
situacia, ze pri optimalnom spravani ostane kapital na konci uvazovaného obdobia
nevycerpany? Respektive, pri akych podmienkach na uzitkovi funkciu bude optimalne
nevycerpat iplne kapital na konci a optimélne bude k(7T") > 07

Pre zaciatok o uzitkovej funkcii U predpokladajme, ze

U:R;, - R, UecC? lim U(c) =00, U <0.
c—0t

Vsimnime si, ze oproti predchadzajicemu pripadu neziadame, aby U bola rastica.
Namiesto toho ziadame, aby bola splnena limitna podmienka, ktord nam zabezpeci, ze
pre malé hodnoty spotreby bude uzitkova funkcia rast a teda pdsobi ako bariéra pre
vylicenie pripadu nulovej spotreby.
Adjungovana rovnica ma tvar '
Y =—ip
a jej vieobecnym riesenim je 1(t) = Ae™", kde A je nejaka, zatial neznama, konstanta.
Délezitym poznatkom zatial je, ze 1 (t) nemeni znamienko, je stéle bud kladné, bud
zaporné, alebo nulové. Podmienka transverzality dava ¢(T) > 0 a Y(T)k(T) = 0,

podmienka maxima
PPe U (c) + ap(ik —c) — max .

Vylti¢me najprv moznost ° = 0. Ak by 1° = 0, potom z podmienky maxima mame

Y(ik —c¢) — max .

Vidime, Ze mame hladat maximum (vzhladom na c¢) linedrnej funkcie —tc na mnozine
¢ > 0. Riesenie tejto tulohy zavisi od znamienka ), pritom 1 moze byt len kladné, alebo
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12.4. ULOHA O OPTIMALNEJ SPOTREBE S PODMIENKOU TYPU
NEROVNOSTI NA KONCOVY STAV

zédporné (pripad ¢ = 0 je v spore s podmienkou, Ze 1° a 1) nesmii byt stcasne rovné
nule). Ak ¥ < 0, funkcia —1c je rastiica a teda na mnozine ¢ > 0 neméd maximum. Ak
1 > 0, tak —1)c je klesajica a nadobiida maximum pre ¢ = 0. Pretoze v tomto pripade
je ¥ > 0 v kazdom case, je c¢(t) = 0 pre kazdé t € [0, T]. Odozvou na takéto riadenie
je k(t) = koe ™, ktoré sme dostali dosadenim riadenia c(t) = 0 do stavovej rovnice a
podiato¢nej podmienky. Pretoze v zadani mame, ze kg > 0, tak k(T") > 0. Pretoze sme
mali aj 1 (t) > 0, dostali sme sa do sporu s podmienkou komplementarity. Mdzeme
teda polozit ¢¥° = 1 (tiloha je na maximum).
Podmienka maxima nam teraz dava

H=eU(c) +9(ik — c) — max

¢o je maximalizacia rydzokonkavnej funkcie H. Z predpokladov kladenych na uzitkova
funkciu (bariérovost a rydzokonkavnost), vyplyva, ze krajny bod ¢ = 0 nemoze byt rie-
senim podmienky maxima. RieSenie podmienky maxima teda vypocitame z podmienky

9H — (), t.j. z podmienky e "*U’(¢) — v = 0, resp.

de
U'(c) = . (12.1)

Ideme teraz hladat podmienky, pri ktorych by mohla nastat situacia, ze l%(T ) > 0.
Vsimnime si, v tomto pripade podmienka komplementarity dava ¢ (7') = 0. To je vSak
mozné len vtedy, ak A = 0 a teda aj 1(t) = 0 pre vSetky ¢. Dosadiac 1 (t) = 0 do (|12.1))
dostaneme, ze pripad k(7T') > 0 mdze nastat, ak

existuje také ¢* > 0,ze U'(c*) = 0. (12.2)

V takomto pripade polozime c¢(t) = ¢* a pozrieme sa, ¢i prislusna odozva spliia pod-
mienku £(7") > 0. RieSenim

o = ik — ¢*, k(0) = ko

dostédvame .

. t . )
B(t) = ey + [ €09 (=")ds = ey — (1 - 7))
0 ]

V koncovom case ma teda platit podmienka

*

K(T) = e[k — (1 — e=T)] > 0,
i
¢o je ekvivalentné s podmienkou
ik > c*(1 — ™). (12.3)
Dostali sme teda, ze ak je splnené (12.2)) a ((12.3)), tak c¢(t) = ¢* moze byt optimalnym
tokom spotreby, pricom hodnota kapitalu na konci uvazovaného obdobia bude nespot-
rebovana. V pripade, Ze nie je splnend podmienka (|12.2)) tak nastédva pripad k(7)) =0

(t.j. A > 0 a riadenie sa uréi z (12.1)) pre konkrétne U. V tomto pripade je kapital
spotrebovany na konci obdobia.
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ULOHY S OHRANICENIAMI NA STAVOVE PREMENNE

12.5 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 12.1. Uloha so zmiesanym ohranicenim na stavovu a riadiacu pre-
mennti. Dana je nasledovné tloha optimalneho riadenia:

1
max/ x(t) dt,
0

(i) Pokuste sa odhadnut riesenie.

(ii) Sformulujte PPM pre tiito ilohu. Ohranic¢enia na riadenie (vratane ¢istych ohra-
niceni na u) zaclente do Lagrangeovej funkcie.

(iii) Overte, ¢i je splnend podmienka regularity.
(iv) Ukazte, Ze podmienky PPM st splnené s ¢° = 1.

(v) Ukézte, Ze rieSenie

(1) = 1, ak t € [0,1n 2]
YT Y1+2m2 -2, akte (In21]

(1) = el —1, ak t € [0,1n2]
o 1-2In2+2t akte (In2,1]

spliia podmienky PPM.
(vi) Ukazte, Ze pri rieSeni uvedenom v ¢asti (v) st multiplikdtory prislichajice ohra-
niceniam na riadenie nespojité.

Uloha 12.2. Uloha s ohrani¢enim na koncovy stav v tvare nerovnosti. Njdite
riadenie a jeho odozvu, ktoré splinaji podmienky PPM pre nasledovnu tlohu:



12.5. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

Uloha 12.3. Modifikicia tlohy o optimélnej spotrebe. Dand je nasledujica
formulacia tlohy o optimélnej spotrebe s linearnou funkciou uzito¢nosti a s ohrani¢enim
na spotrebu zhora:

T

max/ e "u(t)dt, T dané,
0

o(t) = ax(t) — u(?),

x(0) = 2o > 0 dané,

z(T) >0,

0 <wu(t) < ax(t).

Ulohou je maximalizovat celkovii diskontovant spotrebu nejakého statku, ktorého

mnozstvo rastie rychlostou a% za ¢asovi jednotku. Investicie do dalsieho navysenia
statku (ax — u) st ireverzibilné, t.j. v kazdom ¢ase mozno spotrebovat tolko, kolko sa
prave vyrobilo. Predpokladajme, Ze a, r st dané kladné konstanty, a > r.

a)

b)

c)

d)
e)

f)

g)

Dokazte, ze vdaka ohrani¢eniu na riadiacu premenni mozeme z ulohy vynechat
ohranic¢enie na koncovy stav, pricom formulacia tilohy zostane ekvivalentna povod-
nej.

Sformulujte podmienky PPM pre tuto tlohu s vyuzitim Lagrangianu (po vynechani
podmienky na koncovy stav). Podmienky sformulujte presne v tvare vety, uvedte
aj podmienky regularity, spojitost multiplikdtorov a pod.E|

Dokazte, ze podmienky regularity st splnené. Navod: Vyuzite, ze pre xy > 0 ne-
mozno dosiahnut x(t) = 0 pre ziadne ¢ € [0, 2] (toto tvrdenie dokazte).

Vylaéte pripad ¢° = 0.

Dokazte, ze nutné podmienky optimality maju jediné rieSenie v tvare

o, ak t € [0, 7]
u(t) = {ax(t), ak t € (1,71

alebo

u(t) = ax(t), pre kazdé t € [0, T.
Nacrtnite priebeh adjungovanej premennej, odozvy a multiplikdtorov pre toto ria-
denie. Névod: Vyuzite, ze u(t) = az(t) minimalne na nejakom Iavom okoli bodu
T.
Vysledok z Casti e) (t.j. priebeh riadenia, odozvy a adjungovanej premennej) eko-
nomicky interpretujte a vysvetlite.
Zistite, ako sa zmeni 7, ak sa zvysi a alebo xg. Interpretujte/vysvetlite.

3Za predpokladu regularity je podmienka nenulovosti multiplikdtorov v tvare (1°,4(t)) # (0,0)
vt € [0,T].
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Kapitola 13

Optimalita riadeni vyhovujucich PPM.
FExistencia optimalnych riadent

PPM je len nutnou podmienkou optimality. RieSenim podmienok PPM teda zis-
kame kandidatov na optimalne riesenie. Ako zistit, ¢i st naozaj optimélnym rieSenim?
Doteraz sme uz mali sformulovant jednu postacujicu podmienku optimality. Bola nou
rovnica dynamického programovania sformulovand vo Vete [I1.2] Pouzitie tejto vety na
overenie optimalnosti ma vsak viacero nedostatkov, ktoré ju robia na tento tcel skoro
nepouzitelnou. V prvom rade tato veta plati iba pri urcitych obmedzujicich predpo-
kladov, ktoré s malokedy splnené. Navyse jej pouzitie by ziadalo urcit kandidatov na
optimalne riesenie pre jednotlivé x, t, vycislenie hodnotovej funkcie a overenie, ¢i spliia
RDP. V tejto kapitole sa obozndmime s inymi vysledkami tedrie optimalneho riadenia,
ktoré daju praktickejsie nastroje na overenie optimality rieSeni podmienok PPM.

13.1 Existencia optimalnych riadeni

Riesenim PPM castokrat ziskame jediného kandiddta na optimdlne riadenie. Ak by
sme vedeli z nejakych inych zdrojov, Ze pre danu tilohu existuje optimalne riadenie, tak
potom tento kandidat musi byt optimalnym riadenim. Jednym z moznych postupov je
teda overit existenciu. Pri rieseni tilloh motivovanych aplikaciami je spravidla existencia
optimalneho riesenia intuitivne zrejmé. Existuju vsak hlboké vysledky z teérie optimal-
neho riadenia, ktoré umoznuju pre vacsinu uloh pomerne pohodlne overit existenciu.
Jednu takuto vetu sformulujeme pre Standardnt tlohu sformulovanu v ¢asti 5.1}

Veta 13.1 (Existencia optimalnych riadeni). Nech U a C' st uzavreté a nech

(b) mnozina Q(x) je konvexnd pre kazdé x, kde

Q(z) = {(v°,v) e R"™ | v < fO(z,u),v = f(z,u),u € U}
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13.2. POSTACUJUCOST PPM

Ak existuje aspon jedno pripustné riadenie, potom em’stujeﬂ aj optimdlne.

Vsimnime si, Ze podmienka (a) je prazdna, ak U je ohrani¢end. Podmienka (b) je
splnend, ak U je konvexnd, f je linedrna v u a f° je konkdvna v u pre kazdé .

13.2 Postacujicost PPM

V tejto casti sformulujeme a dokdzeme vetu, ktora hovori, Ze za ur¢itych dodato¢nych
podmienok je PPM nielen nutnou, ale aj postacujicou podmienkou optimality. Tato
veta sa bude tykat Standardnej autonémnej tlohy s pevnym casom. Veta sa casto
oznacuje ako Arrowova.

Veta 13.2 (PPM ako postacujica podmienka optimality). Nech a(t), Z(t) su pripustné
pre SUOR s pevnym casom a nech spolu s v° = 1, W(t) splriaji podmienky PPM. Nech
pre kazdé 1 je funkcia

H(x,%) := max H(z,u, 1))

uelU

konkdvna v premennej x a nech funkcia g(x) (definujica mnoZinu koncovijch stavov)
je linedrna, t.j. g(xr) = Gz + . Potom 4(t) je optimdine riadenie. Navyse, ak H° je
rydzokonkdvna, tak 4 je jediné optimdlne riadenie.
Dékaz Nech 4, #, v spliiaji predpoklady vety. To znamend, ze

&= f(z,4), 2(0)=mz, GZT)+~=0,

, I u(T) =Gy,
H(%,4,v) = max H(Z,u,v), kde H(x,u,) = fO(z,u)+ T f(z,u).

Nech w(t), z(t) st lubovolné iné pripustné riadenie a jeho odozva. To znamend, ze

&= f(z,u), x(0)==z9, Gz(T)+~vy=0,
u(t) e U, tel0,T].

Chceme dokazat, ze J(u) — J(@) < 0. Najprv odhadneme nasledovny rozdiel

H(x,u,¢) = H(#,0,4) < max H(z,u,¢) — H(#,0,9) = H(2,¢) - H(,¥)

IT4ato veta zarucuje existenciu optimélneho riadenia v triede meratelnych funkcii
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OPTIMALITA RIADEN{ VYHOVUJUCICH PPM.
EXISTENCIA OPTIMALNYCH RIADENi{

Tu sme vyuzili najprv, ze H(%,4,v) = H°(#,v), potom konkdvnost H® a nakoniec
obélkovi vetu. Pocitajme teraz

¢o bolo treba dokazat. O

Poznamky:

1. V pripade, Ze médme tlohu na minimum, znenie Vety [13.2] sa zmeni len v definicii
Hamiltonovej funkcie, kde H(x,u,v) = —f(z,u) + ¢ f(z,u) v dosledku toho, Ze
Y = —1. To znamen4, Ze aj v tomto pripade predpokladdme konkévnost funkcie
HO.

2. Vetu mozno zovSeobecnit aj na neautonémne tlohy, kde fO = fO(t,z,u) a
f=f(t,z,u). Potom H = H(t,z,u,1) a vo vete staci Ziadat, aby H°(t, z,) bola
konkdvnou v x pre kazdé ¢ a t (pozri Ulohu .

3. Predpoklad Vety o konkévnosti H? je splneny, ak H(x,u,1) je konkdvna v
(x,u) a U je konvexnd (lebo maximum konkavnej funkcie cez konvexni mnozinu
je konkdvna funkcia). To znamena, Ze napriklad, ak f°(z,u) je konkdvna v (z,u)
a f(xz,u) je linedrna v (z,u), potom H(z,u,1) konkdvna v (x,u) pre kazdé ¢ a
teda ak U je konvexna, tak H%(z,1) je konkavna pre kazdé 1.

Nasledujtici priklad ukéZe, ze predpoklad konkdvnosti H%(z, ) je slabf ako predpoklad
konkavnosti H(x,u,1) v (z,u) pre kazdé 1.

Priklad 13.1. H° kontra H. Uvazujme nasledovnii tilohu

T
max/ (u? — x)dt,
0

T = u, t€[0,T], T — pevné,
z(0) = x9, ue€l0,1].
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13.3. ULOHY NA SAMOSTATNE RIESENIE

2

Pre tuto tlohu zrejme H = u® — = + ¢u nie je konkdvna (je rydzokonvexnd) v u. Na

druhej strane

H® = —x + max (u® + Yu) = —2 + max{0, 1 + ¢}

u€(0,1]

je pre kazdé pevné 1 linedrna v x (a teda konkdvna) a teda si splnené postacujice
podmienky. Vyriesme tito tlohu. Pretoze tloha ma volny koniec, tak mame (7") = 0
a mozeme polozit ¥° = 1. Z tohoto a z adjungovanej rovnice ¢ = 1 dostévame Y(t) =
t —T. 7 podmienky maxima dostavame

o t=-T=9< -1
YTl t—T =y > -1

To znamena, ze ak T' > 1, tak optimalnym riadenim je

[0 tefo,T—1
YTl ter-1,1)"
Ak T <1, tak u = 1. O

Priklad 13.2. Postacujicost PPM v Ramseyho modeli. Podla Arrowovej vety
a Poznamky 2 st nutné podmienky optimality pre Ramseyho model aj postacujuce.
Naozaj, Hamiltonova funkcia H(t, k, ¢, 1) = e ""U(c) + 1 (f (k) — 0k — ¢) je konkdvna v
k aj v ¢ pre kazdé ¢ > 0 a t. Pritom v tomto pripade je ¥ dané vztahom a teda
vzhladom na predpoklad na U’ nadobtida len kladné hodnoty, preto je H® konkévna.

13.3 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 13.1. Sformulujte a dokdzte analégiu Vety pre neutonémnu tlohu spominant
v Poznamke 2. Sformulujte a odévodnite analégiu Poznamky 3.

Uloha 13.2. Z prikladov, ktoré sme riesili na prednaskach resp. ako DU, si vyberte
jeden a ukazte pren, ze riadenie, ktoré sme nasli pomocou PPM, je optimalne.
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Kapitola 14

Linedrna tloha najrychlejsieho
prechodu

V tejto casti sa budeme zaoberat tzv. linedrnou tlohou najrychlejsieho prechodu. Hoci
takéto tlohy sa nevyskytuju v ekonomickych aplikaciach, tato iloha bola v pociatkoch
vzniku tedrie optimalneho riadenia Siroko analyzovana a skiimand, najméa pre svoju
jednoduchu struktaru. Vysledky pre nu dosiahnuté potom tvorili urcité vychodisko pre
analyzu zlozitejSich tloh. V tejto ¢asti uvedieme niektoré zakladné poznatky o takejto
tlohe a na priklade o najrychlejSom premiestneni (Priklad si ukazeme, ako mozno
pre takéto tlohy ziskaf optiméalne riadenie v tvare spatnej vézby.

14.1 Formulacia linearnej 1lohy mnajrychlejsieho
prechodu

Pod linearnou tulohou najrychlejsiecho prechodu budeme rozumiet tlohu v ktorej je
diferencidlny systém linearny, t.j. f(x,u) = Ax+ Bu, (kde A a B st konstantné matice
prislusnych rozmerov) a minimalizujeme ¢as, to znamend, ze f° = 1 a T je volné. Aby
takéto tloha s poc¢iatocnou podmienkou z(0) = xy mala netrividlne riesenia, je zrejmé,
ze koncovy stav nemoze byt tplne volny a preto budeme ziadat, aby koncova hodnota
x(T') sa rovnala nejakej predpisanej hodnote xr # xy. Aby sme pre tlohu s pripustnymi
riadeniami zabezpecili existenciu optimalneho riadenia, budeme (podla Vety 0
existencii) ziadat aby U bola kompaktna a konvexna. Dostavame tak nasledovni tlohu,
ktort oznacime (L)

T
min/ 1dt
0
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14.2. PPM PRE LINEARNU ULOHU NAJRYCHLEJSIEHO PRECHODU

pri podmienkach

t) = Ax(t) + Bu(t), te€[0,T], T volné,

Hamiltonova funkcia pre tiato ilohu ma tvar

H(z,u, 4%, 9) = ¢ + 9" (Az + Bu).

14.2 PPM pre linearnu tulohu najrychlejSieho pre-
chodu

Aplikujme na tlohu (L) podmienky PPM v optimalnom 4a(?), 2(t), t € [),7]. To zna-
mena, existuje také (% (t)) # 0, ze v kazdom t € [0,T] je splnend adjungovana
rovnica

U(t) = —ATe(1) (14.1)

a podmienka maxima a stacionarity
W+ T ()(A2(t) + Ba(t)) = max[y)® + ¢ (£)(A(t) + Bu)] = 0. (14.2)

Je zrejmé, ze takato podmienka maxima v poslednom vyraze je ekvivalentnd s pod-
mienkou maxima v tvare:

YT (t)Ba(t) = maxy’ (t)Bu, (14.3)

uelU

kde sme vynechali ¢leny, ktoré od u nezéviseli. Dostali sme teda pre tlohu (L) adjun-
govanu rovnicu v tvare a podmienku maxima v tvare . Vsimnime si, ze
ani v ani v (14.3) nevystupuje 1°. Toto vSak stéle vystupuje spojené s 1 (t) v
podmienke (¢°,9(t)) # 0. VyuZijic podmienku stacionarity, t.j. posledni rovnost v
, budeme vediet tiuto podmienku vyjadrit len pomocou 9 (t) # 0. Naozaj, nech
by ¥(t) = 0, potom z dostaneme, ze 1° = 0 a to je spor. Dostali sme teda

nasledovnu vetu:

Veta 14.1 (PPM pre (L)). Nech a(t), Z(t), t € [0,T] st optimdlne riadenie a jeho
odozva _pre ulohu (L). Potom existuje také netrividlne riesenie 1(t) adjungovanej rov-
nice , Ze v kaZdom t € [0,T] je splnend podmienka maxima )

Doékaz. My sme vyvodili tato vetu z Vety pre vSeobecnt tilohu optiméalneho riade-
nia. V knihe [3] odsek 2.3.5 mozno néjst priamy dokaz PPM pre (L). O
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LINEARNA ULOHA NAJRYCHLEJSIEHO PRECHODU

14.3 Uloha na syntézu optimalneho riadenia

V tomto odseku budeme riesit ilohu o najrychlejSom premiestneni (pozri Priklad .
Budeme ju riesit pri vSeobecne zadanej pociatocnej podmienke a pevne zadany koncovy
stav umiestnime do pociatku siradnej sustavy stavového priestoru. To znamena, ze
budeme riesit tlohu

min T’

pri podmienkach

il (t) = 2°(t),t € [0,T), Tje volné,
() = u(t),

2H(0) = x5, 2N(T) =0,

7*(0) =25, 2*(T) =0,

u(t) € [-1,1]

Pre tuto dlohu dostavame adjungovant rovnicu v tvare

V() =0,

D(t) = =9 (b),
ktorej riesenim je

Ui(t) = a,

V2 (t) = —at + b,
kde a a b st konstanty. Podmienka maxima ma tvar

WA = max V¥,
ue[—1,1]
ktorej riesenim je
1, ak ¥2(t) > 0
a(t) = -1, ak ¥2(t) < 0.

neurcené, ak ¥?(t) =0
Pretoze 1 (t) # 0, tak aspoil jedno z ¢isel a, b musi byt rozne od nuly a teda ¥?(t) = 0
moze platit najviac pre jedno ¢. V takomto ¢ potom uréime hodnotu u(t) ako limitu
u(t) sprava, ind¢ optiméalne riadenie méze nadobudat iba hodnoty 1, alebo —1, pricom
z jednej hodnoty na druhi moze preskocif najviac raz. Do uvahy prichadzaju iba 4
stratégie:

(a)
()

te 0,7, (b) a(t)=-1, telo,T],

at) =1,
. 1, ak t € [0,t) -1, akte|[0,t)
at) = {—1 ak t € [t1,T]’ (d) alt) = { 1, aktetT]
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14.3. ULOHA NA SYNTEZU OPTIMALNEHO RIADENIA

Trajektoria optimalnej odozvy musi pozostavat z trajektorii rovnic

(+) (=)
it =22, it = 22, (14.4)

2 =1,

Ich trajektorie vyhovuju diferencidlnym rovniciam

dx! dx!
_— :L‘Q, _— —1‘2,
dx? dx?
ktorych rieSenim dostaneme
1 L9 1 L 2y
x :2(56) +c, x ——5(:1:) +c,

Obr. 14.1: Trajektorie systémov diferencidlnych rovnic (14.4)).

Cez zaciatok prechddza z kazdého zo systémov (+), (—) prave jedna trajektoria, a
to, ! = 1(2?)?, resp. 2! = —3(2?)%. Oznacime tu ich Cast, ktord je zloZend z bodov
prechédzajicich bodom 0 (v smere rastiiceho t) ako w™ resp. w™. Z bodov na w™, resp.
w~ a iba z nich sa mozno dostat do 0 pomocou konstantného riadenia s hodnotou 1,
resp. —1. Pretoze optimalne riadenie moze preskocit z +1 na —1, resp. naopak najviac
raz, si mozné iba dva pripady: Odozva prebieha najprv po trajektorii rovnice (+),
prejde na w™ a po nom sa dostane do 0, alebo najprv po trajektorii rovnice (—) prejde
na w' a po nej sa dostane do 0 (pozri Obr. .

121



LINEARNA ULOHA NAJRYCHLEJSIEHO PRECHODU

wo

(+) (+)

Obr. 14.2: Syntéza optimalneho riadenia.

Z Obr. nie je tazké vyvodit, Ze pod krivkou w = w™Uw™ ana w' sa bod optimdlne;
odozvy musi pohybovat po trajektorii systému (+4), nad w a na w™ po trajektérii sys-
tému (—). Pretoze trajektorie takto zloZené z trajektérii systémov (+), (—) jednoznacne
pokryju R?, je tymto pravidlom ku kazdému zaciatoénému bodu jednoznaéne uréené
riadenie 4(t), ktoré sa da vyjadrit v tvare optimélnej spatnej vazby 4(t) = v(x(t)), kde

v(z) = +1, ak z je pod w alebo na w™
| -1, ak x je nad w alebo na w™,

alebo inac¢ zapisané

(2) = +1, ak 22 < 0 a z' <1/2(z%)?, alebo 2! < —1/2(2?%)?
VT =1, ak 2! > 1/2(22)2, alebo 22 > 0 a 2! > —1/2(22)? .

Riesenie plne odpovedd intuicii: Vozik musime maximalnou silou roztlacat, az kym sa
nedostaneme do stavu, z ktorého ho moézeme este maximalnou brzdiacou silou ubrzddif.
(Mnozina tychto bodov je prave w.) Pre kazdy pociatoény stav sme tak dostali jediné
riadenie spliiajice podmienky PPM, ktoré prevadza bod zo do 0. Pretoze tloha spliia
podmienky existencnej vety, tieto riadenia si aj optiméalne.

Ako teraz ndjdeme optimélne riadenie #(t) pre dany pociatoény bod x? Ukazeme
si to pre taky bod zg, ktory je pod &arou w, teda spliia 22 < 0 a 2! < 1/2(2?)?,
alebo ' < —1/2(2%)? . Pre takyto bod je v(xg) = 1 a teda optimdlna odozva sa
spociatku bude pohybovat po trajektérii systému (+), kym nedosiahne w~. To znadi,
ze bude platit 4(t) = 1 pre ¢t € [0,t1], kde t; > 0 je také, ze z(t1) lezi na w™, t.j.
2(t1) = —1/2(2%(t1))? a 2%(t1) > 0. RieSenim systému (+) dostdvame

1
PAt) = a5 +t,  2'(t) =5+ adt+ 5152
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a teda t; musi byt nezapornym riesenim kvadratickej rovnice

1 1
zy + gt + 2t2 2(a:§+t)2,

/1

Dosadenim do vyrazu pre dostavame

tl “ .’L‘O

Pre t > t; bude trajektériou odozvy 22(t) krivka w™, teda bude platit a(t) = —1.
Riesenim druhej rovnice systému (—) dostavame

£.].

1
B(t) = 5(28)* — 2 — (= t1) = =5 + 2 5 (@f)* —wp — 1.

V case T, kedy odozva dosiahne cielovy bod (0,0), musi platit 2 (T) = 0, z c¢oho

dostédvame
224 /
Ty + - 350

1, ak 0 <t < —af +/5(23)? —

at) = 1 k — a2+ /2222 — b <t < —22+2,/(a2)? - 1
y a Ty + 2950 To > 1= —T 2\ Lo Lo

14.4 Normalita

Celkove teda dostavame

V predchadzajicom priklade sme vedeli z podmienky maxima jednoznacne vyjadrit
riadenie ako funkciu adjungovanej premennej a pre kazdy pociatocny stav sme nasli
jediné optiméalne riadenie. Toto riadenie bolo po ¢iastkach konstantné a nadobudalo
len krajné body mnoziny U. Takémuto riadeniu budeme hovorit mantinelové. V tomto
odseku ukazeme, ze podobna vlastnost bude platit pre Sirsiu podtriedu tzv. norméalnych
uloh (L), i ked nasledujuci priklad ukaze, Ze to nie je iplne vSeobecna vlastnost tloh
(L).

Priklad 14.1. Pre ulohu:

min T’
it =ut, 2'(0)=1, 2NT)=0,
i =u? 2°(0)=0, 2*T)=0,

ut € [-1,1], w*€[-1,1],
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je optimélne kazdé riadenie také, ze 4 (t) = —1a f; 4%(t)dt = 0. Prvé zlozka optimélne;j
odozvy je 21(t) = —t+1 a optimdlny cas je T = 1. Vidime teda, Ze v tomto priklade iba
prva zlozka optimalneho riadenia ma vlastnost mantinelovosti. Druha zlozka ju nemusi
spliiat. Zvolme jedno optimélne riadenie pre ttto lohu také, Ze jeho druhd zlozka nie
je mantinelovd a pozrime sa, ako takéto riadenie spliia podmienky PPM.
Adjungovand rovnica pre tiito tlohu ddva riesenie ¢!(t) = c a ¢*(t) = d, kde ¢ a d st
konstanty. Podmienka maxima potom déava

cut + du?® — max
ule[-1,1],u2e[-1,1]

a jej rieSenim je

+1, ak ¢ >0 +1, ak d >0
u'(t) = -1, akc< 0, u*(t)= -1, ak d < 0.
neurcené, ak ¢ =0 neurcené, ak d =10

Je teda zrejmé, ze pre zvolené optiméalne riadenie je ¢ < 0 a pre druhu zlozku opti-
malneho riadenia teda nastava pripad d = 0, kedy riadenie nie je jednoznacne urcené
podmienkou maxima.

Podme analyzovat situaciu pre vSeobecny pripad v snahe najst nejaka postacujicu
podmienku k tomu, aby riadenie bolo jednoznacne uré¢ené podmienkou maxima. Kvoli
jednoduchosti budeme predpokladat, ze

U:U1X"-XUm, kde UZ':[Oéi,BZ‘]7 1=1,...,m. (145)

Pre takto zvolené U bude podmienka maxima ([14.3]) ekvivalentnd so sytémom m pod-
mienok
YT D0l (t) = max ()Tt i=1,...,m,
ure|a;,Bi

kde b@ je i-ty stipec matice B. RieSenim tychto podmienok dostdvame

Bi, ak ¥ ()76 >0
u'(t) = o, ak ¥(t)Tv) < 0.
neuréené, ak 1 (t)Tb® =0

Viimnime si, ze ak je pocet bodov t, v ktorych 1 (t)7b®) = 0 konec¢ny, potom dodefi-
nujeme u'(t) v tychto bodoch ako limitu sprava a teda riadenie je urcené jednoznacne.
Bude nés teda zaujimat pripad, ked je nekonec¢ne vela bodov t takych, ze ¢(t)Tb) = 0,
pretoze iba vtedy nie je u’(t) jednoznacne uréené z podmienky maxima. V tomto pri-
pade vSak z vlastnosti funkcie 1 (t) (je to analytickd funkcia) vyplyva, ze

Y()Tr =0 (14.6)
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Derivovanim ((14.6)) podla t a vyuzitim adjungovanej rovnice dostaneme
()T A =0 (14.7)
opakovanim tohoto postupu dostaneme
()T ARD =0 (14.8)

atd. az .
Y()TA D =0 (14.9)

Vztahy (14.6) az ((14.9) mdzeme zapisat do jedného maticového vyrazu
w(t)" (b9, AbD, A%, A1) = 0 (14.10)

Pretoze 9(t) # 0, tak (14.10) implikuje, Ze matica
M= (b@, AbD . AZpD ,A”—lb“')) (14.11)

mus{ byt singuldrna. Predpoklad, Ze u'(¢) nie je jednoznac¢ne uréené z podmienky ma-
xima nds doviedol k singularite M®. Z toho vyplyva, Ze predpoklad regularity M* za-
bezpedi, Ze u'(t) bude jednoznacne vyjadrené z podmienky maxima.

Systém & = Ax + Bu, kde A a B st konstantné, s oblastou riadenia U danou sa
nazyva normdlny, ak pre kazdé ¢ = 1, ..., m plati, ze

det (b, Ap®, A0, A1) £ 0,

kde b® je i-ty stipec matice B.

14.5 Mantinelovost a jednoznacnost

V tomto odseku uvedieme bez dokazov niektoré zakladné vlastnosti norméalnych systé-
mov.

Veta 14.2 (Mantinelovost a jednoznanost). Nech je systém & = Ax + Bu, kde A
a B su konstantné, s oblastou riadenia U danou normdlny. Potom pre lubo-
volne zvoleny pociatocny a koncovy stav existuje najviac jedno optimdlne riadenie pre
prislichajicu ulohu najryjchlejsiecho prechodu a toto riadenie je mantinelové, t.j. je po
ciastkach konstantné a nadobida iba krajné body mnozZiny U.

Poznamenajme, Ze odvodenie, ktoré sme robili v predchadzajicom odseku, nie je tupl-
nym dokazom tejto vety. My sme totiz ukézali, ze k danému 1(t) existuje jediné ex-
tremalne riadenie (t.j. spliiajice podmienku maxima). K jednoznacnosti by bolo treba
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dokézat, kazdé optimélne riadenie je extremélne vzhladom na to isté ¢ (t). Tento dokaz
mozno najst v 3.

Ulohy, s ktorymi sme sa zaoberali mali najviac jeden bod prepnutia. V knihe [3] je uve-
deny a rieSeny jeden priklad ulohy (L), opisujici harmonicky pohyb linedrnej pruziny,
ktoru treba v najkratsom case zastavit. Tento priklad vedie na normalny systém a teda
optimalne riadenia st mantinelové. Pocet prepnuti optimalnych riadeni vsak mdze byt
velmi velky a je zavisly od pociatocnej podmienky. Nasledujica veta formuluje pred-
poklady, pri ktorych je mozné odhadnuf pocet prepnuti optimalneho riadenia.

Veta 14.3 (Veta o n intervaloch). Nech je systém © = Ax + Bu, kde A a B si
konstantné, s oblastou riadenia U danou normalny a nech vsetky vlastné cisla
matice A su redlne. Potom kaZdd zloZka optimdlneho riadenia pre prislusni wlohu (L)
md najviac n — 1 bodov nespojitosti.

14.6 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 14.1. UvaZzujme tlohu najrychlejsicho prechodu riesent na prednéaske.

a) Vyuzitim vysledkov z prednasky urcte optimdlne riadenie a optimalny cas v pri-
pade, Ze x) = —1, 23 =0.

b) Podobnym spésobom ako na prednaske najdite optimalne riadenie a optimalny ¢as
ak xg lezi nad w.

Uloha 14.2. Najrychlejsia tazba ropy. Najdite optimélne rieSenie (riadenie aj
odozvu) pre nasledujicu tlohu optiméalneho riadenia:

min 7T,
T = —-Y,
Y = u,

z(0) = x9 > 0 dané, «x(T) =0,
y(O) =Y > 0 dané? y(T> = 07
ue[-1,1],

kde v > 0 je dand konstantna. Ak x oznacuje zostatkové mnozstvo ropy v nejakej oblasti
a y uroven technologického vybavenia sliziaceho na tazbu ropy, uvedeni tilohu mozno
interpretovat ako tlohu ¢o najrychlejsieho vytazenia zasob ropy v danej oblasti vratane
likvidacie pomocného technického vybavenia. Urobte syntézu optimalneho riadenia pre
tuto ulohu.
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Uloha 14.3. Urobte syntézu optimélneho riadenia pre lohu najrychlejsieho prechodu
it = —z' +u, 2 (T) =0
i’ =2 +u, 2*(T) = 0, lu| < 1.

Uloha 14.4. Zistite, & je systém @' = v!, @2 = 2! + 42, @ = 22 +u' +u? s
oblastou riadenia U = [—1, 1] x [—1, 1] normalny.
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Kapitola 15

Singularne optimdlne riadenia

Singularne riadenia sa pomerne casto vyskytujui v tlohach, ktoré maju Hamiltonovu
funkciu linearnu v riadeni. Vedd na pojem zlatého stredu a magistraly. Optimalne je
potom to pripustné riadenie, ktoré odozvu ¢o najrychlejsie dovedie na magistralu a co
najdlhsie ju na magistrale udrzi. Pojem singuldarneho riadenia si najprv vysvetlime na
priklade, ktory je modifikaciou tzv. Solowovho neoklasického modelu z makroekono-
mickej tedrie rastu.

15.1 Priklad tdlohy na singularne riadenie

Priklad 15.1. Solowov model ekonomického rastu. V tomto odseku sa budeme
zaoberat tlohou:

max /0 N1 = s0)) f(k(D)dE, T pevné,
k(t) = s(t) f(k(t)) — ok(t), te[0,T],
1(0) = ko,

s(t) € [0, 1].

V tejto ulohe je stavovou premennou kapital k, ktory sa exponencidlne znehodnocuje
konstantou tmernosti 0 > 0. Funkcia f(k) je produkénd funkcia, o ktorej predpokla-
ddme, ze f € C?, f(0) =0, f'(k) > 0, f"(k) <0, limy_,o+ f'(k) = oo limy_,, f'(k) = 0.
Riadiacou premennou je s € [0, 1], je to ¢islo, ktoré urcuje, aka ¢ast vyprodukovaného
kapitdlu sa znova investuje. ZvySok sa spotrebovava. Ucelovd funkcia teda predstavuje
mnozstvo kapitdlu ur¢eného na spotrebu v priebehu daného ¢asového horizontu [0, 7).

Poznamka: Na rozdiel od nasho prikladu, Solowov model znamy z makroekonomie
sa neformuluje ako tloha optimélneho riadenia. Uvazuje sa v nom iba dynamika dané

diferencidlnou rovnicou pre k, pricom s je konstantnd velicina. Analyzuje sa rovnovdzny
stav, kedy k = 0, ¢o nastava, ak dvojica (s, k) splina sf(k) — 0k = 0 a teda s = %.

Pre takéto (s,k) potom vieme vyjadrit spotrebu (1 — s)f(k) = f(k) — dk a této je
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maximdlna v bode k., kde f'(k,) = §. Takato volba hodnoty k a s sa v makroekonémii
nazyva zlaté pravidlo kapitédlu.

Co dostaneme riesenfm nutnych podmienok optimality pre tato tlohu? Kedze ide o
tilohu s volnym koncom, tak (7)) = 0 a mdzeme poloZit ¢° = 1. Adjungovand rovnica
ma tvar

V= —(1=5)f'(k) = U(sf'(k) = 0),

podmienka maxima dava

f(k) — ¥k + s( — 1) f(k) — max

s€[0,1]
a jej riesenim dostavame

1, ak ¥(t) > 1
§(t) = 0, ak (t) < 1.
neurcené, ak ¢(t) =1

Vzhladom na to, Ze ¢ spliia pomerne zlozitd diferencidlnu rovnicu, nevieme povedat,
¢i 1 (t) = 1 nastane iba v kone¢nom pocte hodnot ¢ a preto musime pripustit moznost,
ze (t) = 1 na intervale nenulovej dlzky. Predpokladajme teda, Ze na nejakom netri-
vidlnom intervale I je ¢(t) = 1. (Takyto interval nazyvame singularny.) Potom zrejme
Q/J(t) =0, pre t € I a z adjungovanej rovnice dostavame

0=1=—(1—s)f"(k) = (sf'(k) = d), (15.1)

z ¢oho vyplyva, ze
f'(k(t)) =0, prekazdét e I. (15.2)

Z vlastnosti funkcie f (jej derivacie rydzomonoténne klesaji z oo do 0) vyplyva, ze
existuje prave jeden bod k, taky, Ze

flk.) = 0.
7 toho vyplyva, 7e na I je k(t) = k. a teda aj k(t) = 0, z Goho vyplyva
0=k, =38f(k,) — 0k,, prekazdétel. (15.3)
Vyjadrenim z poslednej rovnice dostaneme, Ze 1(t) = 1 na I implikuje, Ze
3(t) =s, = Ok pre kazdé t € I. (15.4)
f(k2)

Z predpokladov kladenych na f vyplyva, ze s, € [0, 1] (pozri Obr. |15.1)). Dostavame

teda
1, aky(t)>1

3(t)=4 0, akw(t)<1. (15.5)
ey, akv(t) =1
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Yy
y = 6k
f (k) A
fk.)
k. k k

Obr. 15.1: Vyznamné body na produkénej funkcii.

Hodnota s, je singularnou hodnotou riadenia a v tomto priklade jej hovorime aj zlaty
stred. Predstavuje urciti rovnovahu medzi spotrebou a investiciami, resp. medzi sticas-
nou a budicou spotrebou, ktoru je optimalne udrziavat z dlhodobého hladiska. E]
Vztah napoveda, ze optimalne riadenie sa moze skladat iba z tsekov, na kto-
rych je hodnota riadenia rovna bud niektorej z krajnych hodnot intervalu [0, 1], alebo
hodnote zlatého stredu. Zatial vSak ni¢ nevieme, ktoré z tychto tsekov, v akom poradi
a kolkokrat sa vyskytni. K tomu potrebujeme vysetrit ¢asovy priebeh adjungovanej
funkcie .

Pretoze ¥(T) = 0 a 1(t) je spojitd funkcia, tak existuje ¢t; < T také, ze 4(t) = 0 na
[t1,T]. Analyza spravania sa 1(t) nalavo od ¢; je narocnejsia a zavisi aj od stavovej
premennej k. Celkove c¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od kg a T
a kvalitativnu analyzu odvodime v jednom z dalSich odsekov pomocou syntézy opti-
malneho riadenia. Iny spoésob analyzy mozno néjst napr. v [3]. Na tomto mieste teraz
uvedieme, ze postupnost tisekov méze byt iba nasledovna:

0, t €[0,ty)

(1) 8(t)=145ss  tE[ta,t1), preky>k, (15.6)
0, te[t,T]
1, t €10,t2)

(1) 8(t) =198,  tE][ta,t1), preky <k, (15.7)
0, telt,T]

kde 0 < t; <ty < T. V pripade, ze kg = k., prvy usek nenastava, t.j. 0 = t5. Druhy
usek (t9,t1) je singularny a jeho dlzka zavisi od celkového ¢asu T'. V pripade, ze T je
mensie ako urcita kritickd hodnota, tak ¢t = t; a teda singularny tsek nenastane.

'Vgimnime si, Ze hodnota (s, k) odpovedd zlatému pravidlu kapitalu.
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Singularny tsek v priestore stavovej premennej sa niekedy oznacuje aj ako magistrala.
Rovnako ako v tejto, aj v mnohych dalsich tlohach sa pozoruje jav, ze ked je cas T
dostatocne dlhy, tak optimalnym spravanim je ¢o najrychlejsie sa dostat na magistralu
a ¢o mozno najdlhSie na nej zotrvat. Priebeh spotreby a kapitalu v zavislosti od ¢asu
pre vSetky uvedené pripady je zndzorneny na Obr. a

sk sk
k 0 k 0
k. k

' . ’ AN

C. R c. ]

ti=t T t ) t1 T t

Obr. 15.2: Priebeh kapitalu k a spotreby s v pripade kg > k., pre a) malé T (vlavo) a
b) velké T' (vpravo).

sk sk

/ ko

ko k(t)

k{t)

s(f) <{f)
ti=12 T t tr t1 T t

Obr. 15.3: Priebeh kapitalu k a spotreby s v pripade kg < k, pre a) malé T (vlavo) a
b) velké T' (vpravo).

15.2 Definicia singularneho riadenia

Interval, na ktorom optimadlne riadenie @ (t) nemaximalizuje Hamiltonovu funkciu ostro
(t.j. 4(t) nie je jedinou hodnotou, pre ktort sa v podmienke maxima nadobuda maxi-
mum) sa nazyva singuldrny. Ak optimalne riadenie mé singularny netrivialny interval,
tak sa nazyva singularne. Hodnota odozvy na singularnom tseku sa nazyva magistrala.
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Poznamenajme, Ze so singularnym riadenim sme sa uz stretli v Priklade o obcho-
dovani s komoditami. V tomto priklade sme dostali, ze ak s = p;, tak na intervale
[T'/2,T] hodnota tcelovej funkcie nezavisi od riadenia. To znamend, ze optimélna je
akakolvek hodnota riadenia z intervalu [—1, 1], ktord zrejme nemaximalizuje Hamilto-
novu funkciu ostro. Takéto riadenia st singularne takpovediac trividlne, ako dosledok
nejednoznacnosti optimalnych riadeni. V Priklade o Solowovom modeli, bola situ-
acia odlisna. Napriek tomu, ze Hamiltonova funkcia v pripade ¢ = 1 nadobtudala svoje
maximum pre kazdé s € [0,1], dokdzali sme pouzitim nutnych podmienok vyssieho
radu najst jedini hodnotu riadenia s,.

15.3 Nutné podmienky optimality vyssieho radu

Singularne riadenia sa velmi casto vyskytujui v tilohach linearnych v riadeni, kde Ha-
miltonova funkcia ma tvar

H(z,u,,9°) = K(2,9,¢%) + Lz, v, ¢°)u.

Pre takéto tlohy vieme vyvodit nutné podmienky optimality vyssieho radu, ktoré moézu
zuzit mnozinu moznych hodnét optimélneho riadenia na singularnom tseku. Ak totiz
I je netrivialny singularny interval optimélneho riadenia, potom zrejme plati

L(2(t),(t),¢°) =0mna I (15.8)
a z podmienky stacionarity dostavame pre autonémne tlohy
K(2(t),4(t),¢") = konst na I (15.9)
pricom, ak je T" volné, tak konst=0.

Pretoze rovnice ((15.8)) a (15.9)) platia pre kazdé ¢ € I, tak aj ich derivéicie platia pre
kazdé t € I, t.].

L d&’L 0
dt a2 7 ’
dK K
dt a2 ’

kde derivacie platia do takého radu, do ktorého existuju derivacie. Tieto rovnosti pred-
stavuju uz spominané podmienky vyssieho radu.

Poznamka 1: Vsimnime si, ze v pripade Solowovho modelu z Prikladu 15.1, sme zo
vsetkych podmienok vyssieho radu pouzili iba % = 0 na singularnom intervale I,
kde L(x,1) = 0. Naozaj, v tomto priklade bolo L(z,v¢) = (¢» — 1)f(k) = 0 na I, ¢o
vzhladom na predpoklady na f a skutocnost, Ze nas zaujimalo iba kladné k, viedlo k
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podmienke v (t) = 1. Preto podmienka ‘i—f = 0 v nasom priklade znamenala w = 0.
Dosadenim hodnoty ¢ z adjungovanej rovnice a hodnoty ¢ = 1 do tejto podmienky
sme dostali rovnicu , z ktorej s vypadlo a ziskany vztah ((15.2) predstavoval
nelinearnu rovnicu len s neznamou k. V nasom priklade rovnica mala jediné
rieSenie, ktoré sme oznacili k.. To znamenalo, Ze na I bola stavovd premenna rovna
hodnote k., predstavujicej magistralu. Kedze stavova premenna bola na I konstantna,
tak bola prava strana stavovej diferencialnej rovnice rovna nule , z ¢oho bolo
mozné najst hodnotu zlatého stredu ((15.4), t.j. singularneho riadenia na I. Uvedeny

postup sa dé zovieobecnit - vid Uloha [15.5]

Poznamka 2: V pripade, Ze tloha je autonémna s diskontnym faktorom, je vyhodné
pouzit “current value” formulaciu PPM. Pre modifikdciu Solowovho modelu s tic¢elovou
funkciou v tvare [y e (1 — s)f(k)dt tak jedingmi zmenami bude posunutie hodnoty
magistraly na hodnotu spliiajicu podmienku f/(k) = § + r a zmena adjungovanej
rovnice na ¢ = —(1—s)f'(k) —(sf'(k) — 8 —r). Toto sa prejavi iba uréitym posunom
fazového portrétu pri syntéze optimalneho riadenia. Vid Uloha m

15.4 Syntéza optimalneho riadenia pre Solowov
model

Nasim cielom je teraz ukazat, ze optimélne riadenia v Solowovom modeli z odseku 15.1
mozu byt iba v tvare popisanom na konci odseku vzorcami (15.6)) a (15.7). Vyuzijeme
pri tom, zZe stavova a adjungovana funkcia sa spravajui podla

k= sf(k)— Ok, (15.10)
U =—(1—s)f'(k) = v(sf'(k) - 9), (15.11)

kde podla je s(t) po ciastkach konstantnd funkcia nadobtdajica iba hodnoty
0,1, s,. To, ktora z tychto troch hodnot v danom case t nastane, zavisi od znamienka
vyrazu ¥(t) — 1.

Na analyzu preto pouzijeme metédu syntézy jednotlivych fazovych portrétov, odvode-
nych zo systému (15.10)—(15.11) pre jednotlivé pripady (s =0, s = 1 a s = s,), do
jedného spolo¢ného portrétu. Z portrétu pre s = 0, vezmeme cast leziacu v polrovine
1 < 1, z portrétu pre s = 1, vezmeme cast v polrovine ¢ > 1. Priamka 1) = 1 bude
¢iarou prepnutia, kde bude mozné prejst z trajektorii jedného systému na druhy. Na
tejto ¢iare hodnota k = k, predstavuje vsetky trajektorie systému f pre
s = s,. Kedze nas zaujimaju iba kladné odozvy, sta¢i nam analyzu robit v polpriestore
k> 0.

Zakreslime najprv fazovy portrét systému (15.10)—(15.11f) v pripade s = 0, t.j. dany
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systémom diferencialnych rovnic:

k= —ok,
b = —f'(k) + 6.

Z prvej rovnice mame k < 0 < k > 0, z ¢oho Vyplyva ze v polpriestore £ > 0 hodnota
k stéale klesa. Z druhej rovnice mame b=0s9¢ = , kde predpoklady kladené na

f implikuju priebeh krivky ¢ = Vykresleny na Obr ¢ervenou ciarou. Zrejme
nad touto ¢iarou v rastie a pod 1 nou klesa. Trajektorie potom maju priebeh naznaceny
na Obr. [I5.4] Z tohoto portrétu nds najviac bude zaujimat cast leziaca v polpriestore
Y <1

k= k
Obr. 15.4: Trajektorie systému ((15.10)—(15.11)) pre s = 0.

Analyzujme teraz fazovy portrét systému ((15.10)—(15.11) v pripade s = 1, t.j. dany
systémom diferencidlnych rovnic:

k= f(k) — ok,

b= —(f'(k) = ).
7 prvej rovnice mame k = 0 < f (k) = 0k, ¢o nastéva, vzhladom na prepoklady kladene
na f, prave v dvoch bodoch, a to v k = 0a v k = k, kde k > k, (vid obr.
toho vyplyva, ze nalavo od k = k hodnota k rastie a napravo klesa. Z druheJ rovnice

mame 1) = 0 < (f'(k) — 6)Y = 0, ¢o nastava prave vtedy, ak ¢» = 0 alebo k = k..
Z toho vyplyva, zZe nalavo od k = k, hodnota 1 klesd a napravo rastie. Mame dva
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Obr. 15.5: Trajektorie systému ((15.10)—(15.11)) pre s = 1.

rovnovazne stavy (0,0) a (k,0) typu sedlo. Trajektérie st zobrazené na Obr. Z
tohoto portrétu nas najviac bude zaujimat cast leziaca v polpriestore ¢ > 1.
Spojenim relevantnych casti pre ¢ < 1 resp. ¥ > 1 oboch portrétov do jedného por-
trétu dostavame mozny priebeh trajektorii zobrazeny na Obr. [15.6] Tu hodnota (., 1)
je hodnotou odpovedajicou riadeniu rovnému zlatému stredu. Na Obr. [15.6] s zobra-
zené trajktorie spliiajice podmienky PPM v Solowovom modeli bez ohladu na zadant
pociatocénu a koncovii podmienku. Vzhladom na Poznamku 3 z podkapitoly 13.2 o
postacujicosti PPM, optimalnymi budd pre nasu dlohu tie trajektérie, ktoré spliaju
pociatoéni podmienku k(0) = ko a podmienku transverzality ¢(T") = 0, kde ko a T st
dané hodnoty. To znamena, ze ako optimalne rieSenia pre nasu tlohu prichadzaja do
uvahy trajektorie fazového portrétu z Obr[I5.6) za¢inajice v k = ko a konciace v ¢ = 0.
Takychto trajektorii je vela, ktora z nich to bude, a aky bude jej kvalitativny priebeh
bude zavisiet od hodnoty 7', ale aj od polohy k, vzhladom na k..
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k k k k ks k

Obr. 15.6: Syntéza Obréazkov15.5

Ak je kg < k., tak sa najprv pohybujeme po trajektoriach systému s = 1 a na konci
po trajektériach systému s = 0. Z jednej hodnoty na druhti mozeme preskocit najviac
raz, a to prave na ciare prepnutia v = 1. Ak je T dostatocne velké, tak dosiahneme
rovnovazny stav (k,, 1) odpovedajici zlatej hodnote s, a pripadne v nej zotrvame. Ak
je cas T priliz maly, tak prva cast nenastava a optimalnymi si iba casti trajektorii
systému s = 0.

Ak je kg > k., tak na zaciatku aj konci sa pohybujeme po trajektériach systému
s = 0. Ak je hodnota T dostatocne velkd, tak dosiahneme rovnovazny stav (k,,1)
odpovedajuci zlatej hodnote s, a pripadne v nej zotrvame. Zotrvavanie v rovnovaznom
stave odpoveda singularnemu tseku.

Vidime potvrdenie hypotézy o postupnosti jednotlivych tsekov formulované na konci

podkapitoly 15.1 prostrednictvom vzorcov (15.6)—(15.7) a Obr. a |15.3| Zaroven
vidime, ze pre kazdu kladni hodnotu pociatoc¢ného stavu existuje jedind optimalna
trajektoria.

Takto ziskany spolo¢ny portrét umoznuje analyzovat tlohu nielen pre volny koncovy
stav, ale aj pre ITubovolne zadany koniec - vid Uloha .
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15.5 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 15.1. Nekoneéne vela optimalnych riadeni. Uvazujme o tlohe

a) Ukézte, ze iloha ma nekonecne vela optimélnych riadeni, pricom kazdé pripustné
riadenie je optimalne.

b) Ukazte, ze kazdé optimalne riadenie (dokonca aj také riadenie, ktoré nadobuda iba
krajné body intervalu [0, 1]) je singuldrne.

Uloha 15.2. Optimalne trajektorie v Priklade . Na Obr. Vyznaéte trajek-
térie, odpovedajice tilohe Solowovho modelu z Prikladu [I5.1] (dloha s volnym koncom)
v pripade malého T a velkého T' pre pociatoéné hodnoty ko postupne rovné hodnotam
k1, ko a k3 vyznacenym na obrazku. Ako sa s meniacim kg kvalitativne meni spravanie
riadenia a odozvy?

Uloha 15.3. Solowov model s pevnym koncom. Na Obr. Vyznaéte trajektorie,
odpovedajice tlohe Solowovho modelu s pevnym koncom k(7T') = kr v pripade malého
T a velkého T'. Ako sa kvalitativne meni spravanie pre pociato¢né hodnoty kg postupne
rovné hodnotam ki, ko a k3 vyznacenym na a pre hodnoty kr < kz, kr = kz, kr €
(kfz,];’), k’T = ];5 a kIT > E’?

Uloha 15.4. Solowov model s diskontéciou. Analogicky ako sme v Priklade 15.1
kvalitativne vyriesili Solowov model, vyrieste aj jeho modifikaciu, kde do ucelovej fun-
kcie vloZite diskontny faktor e=". Pouzite pritom "current value'formuldciu PPM. Po-
rovnajte tento model s Ramseyho modelom a najdite vztah medzi ¢(t) a s(t). Porov-
najte hodnotu zlatého stredu a magistraly v takto modifikovanom Solowovom modeli
s hodnotou rovnovazneho stavu v Ramseyho modeli.

Uloha 15.5. ZovSeobecnenie postupu zo Solowovho modelu. Majme nasledovni
ulohu

max LR (@ () + Fy(a()u(t)) dt,
i(t) = fi(z(t) + fr(x(t))u(t),
z(0) = a,
u(t) € U.
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kde F, Fy, f1, fo st dané hladké realne funkcie, T" > 0, r > 0 a a su dané parametre,
U je dany uzavrety interval a z(T") je volné.

a) Ukazte, Ze rovnica na urcenie hodnoty magistraly je dana v tvare:

0= —F(@) fo(2) fi(2) + Fa() f3(2) fo(2) + Fi (2) f3 (2) = Fa(2) 2 (@) f1(2) + Fa(@) fa(2)r

b) Predpokladajme, Ze tato rovnica ma len izolované rieSenia. Ak4 je potom hodnota
singularneho riadenia v, odpovedajica hodnote jednému z izolovanych rieseni x,?7

Uloha 15.6. Uvazujme nasledovni tlohu optimélneho riadenia

max /()Tx(t)Z dt,
#(t) = u(?),
z(0) = a,

ue [-1,1],

kde T" > 0 a a st dané konstanty. (a) Najdite pre tito tdlohu hodnotu singuldrneho
riadenia a hodnotu jeho odozvy. (b) Pomocou syntézy prislusnych fazovych portrétov (v
priestore x a 1)) analyzujte mozné priebehy optimalneho riadenia a odozvy pre rozlicné
hodnoty a.

Uloha 15.7. Studentova dilema. Student sa rozhoduje, aki ¢ast svojho ¢asu by mal
venovat $tidiu a aki ¢ast zarobkovej ¢innosti (brigdde). Cast venovani vzdeldvaniu
oznacme u. Brigada mu pomoze zvysit aktudlny prijem, avsak vzdeldvanie je investiciou
zvysujtcou prijem v budicnosti. Uroveti vedomosti §tudenta « je okrem ¢asu straveného
studiom ovplyviiovana aj mierou samozabiidania § > 0.

Tuato tlohu mozno sformulovat nasledovne:

max /OT cx(1 —u)dt,
T =u—ox,

z(0) =0,

u € [0, 1],

kde T, ¢ a § su dané kladné konstanty. (a) Najdite pre ttato tlohu hodnotu singularneho
riadenia a hodnotu jeho odozvy. (b) Pomocou syntézy fazovych portrétov (v priestore x
a 1) analyzujte priebehy optimélneho riadenia a odozvy pre rozlicné hodnoty 7'. Kvoli

jednoduchosti uvazujte c=1a § = %

Uloha 15.8. Reklamny model.
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Uvazujme nasledovnu tlohu optimdalneho riadenia

T

max/ (6 — ) dt,
0

t=u(l—z)—u=x,

z(0) = a,

u € [0,10],

kde T'> 0 a a € [0,1] st dané konstanty.

a) Pomocou vety o porovnavani rieseni diferencialnej rovnice ukazte, ze hodnoty odozvy
na pripustné riadenia pre uvedentu tlohu lezia v intervale [0, 1].

b) Najdite pre tuto tlohu hodnotu singuldrneho riadenia (zlatého stredu) a hodnotu
jeho odozvy (magistraly).

¢) Uvazujte modifikiciu tejto tlohy s diskontnym faktorom e™* v tcelovej funkeii.
Odvodte hodnotu zlatého stredu a magistraly pre takto modifikovanti tlohu. Pouzite
pri tom "current value'"formulaciu PPM.

d) Pomocou fazovych portrétov urobte (pre pévodni aj modifikovani tlohu) syntézu
optimalneho riadenia a vyznacte optimalne trajektorie v pripade malého T' a velkého
T.

e) Obe tlohy st Specidlnym pripadom urcitého reklamného modelu, ktory v litera-
tire nesie meno svojich autorov. Vyhladajte na internete alebo v kniznici prislusny
vseobecny model, zistite jeho presné pomenovanie, vSseobecnu verziu, vyznam a ekono-
micki interpretaciu jednotlivych premennych a parametrov. Navod: (Sethi Thomson)

t
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Cast IV

Ulohy optimalneho riadenia s
nekonecnym casom
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Kapitola 16

PPM pre ulohu na nekonecnom
casovom horizonte

V tejto a nasledujicej kapitole sa budeme zaoberat tilohami na nekoneénom ¢asovom
horizonte. Takéto tlohy sa vyuzivaju hlavne v ekonomickom modelovani.

16.1 Formulacia standardnej tlohy

Pod standardnou tulohou optimalneho riadenia na nekone¢nom ¢asovom horizonte bu-
deme rozumiet lohu (N)

max .J := ; Ot z(t), u(t))dt, (16.1)
(t) = f(t,z(t),u(t), te]l0,00), (16.2)

x(0) = xo, (16.3)

tllglo x(t) € C, (16.4)
u(t) e U, te€l0,00). (16.5)

Poznamenajme, Ze oproti iloham na koneénom c¢asovom horizonte ziadame, aby pre
pripustné riadenie @(t) a jeho odozvu #(t) integral [;° fO(¢, 2(t), @(t))dt konvergoval.

16.2 Pontrjaginov princip maxima

Pre tlohy s konec¢nym ¢asom platil Pontryaginov princip maxima ako nutna podmienka
optimality. Sformulujme podobniu vetu pre ulohu (N) na nekoneénom casovom hori-
zonte a dokazme ju pomocou Vety sformulovanej pre tlohy s pevnym casom.

Veta 16.1. Nutné podmienky, nekone¢ny horizont. Nech i(t) je optimdlne ria-
denie a z(t) jeho odozva pre (N). Potom existuje konstanta ¢¥° € R a spojitd funkcia
P(t) : R — R” také, Ze

(i) (W°,4(t)) #0,4° >0
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(ii) ¥ (t) riesi adjungovani rovnicu

g (af%,f(t),a(t»)T - <af<t,as<t>,a<t>>>T

1/)(t) B or or

¥

(ii1) pre kazdé t € [0,00) je splnend podmienka maxima

UL a(t), a(t) + T f(t 2 (1), a(t) = max(y° Ot 2(t), w) + ¥ f(t2(1), w)).

uelU

Poznamka: Vsimnime si, Ze na rozdiel od formulécii Pontrjaginovho principu maxima
pre tlohy na konefnom ¢asovom horizonte, Veta [I6.1] negarantuje splnenie limitne;
verzie podmienky transverzality (PT) ani podmienky stacionarity (PS).

Dékaz. Nech 4(t) je optimalne riadenie a #(t) jeho odozva pre ulohu (N). Zvolme
postupnost {7} — oo, pricom 7} > 0. Pre kazdé T}, definujme nasledovnii tlohu
optiméalneho riadenia na konecnom casovom horozinte s pevnym ¢asom 7} a pevnym
koncom ur¢enym hodnotou &(7%), t.j. ulohu (Kr,)

max /0 0 (1), ult))dt (16.6)
#(t) = f(tx(t),u(t)), ¥iel[0,Ty, (16.7)
2(0) = o, (16.8)
2(T) = (Ty), (16.9)
u(t) e U, Vtel0, Tyl (16.10)

Uvazujme teraz jedno lubovolne zvolené Ty. Je zrejmé, Ze zZenie riadenia 4(t) a jeho
odozvy na interval [0, 7], je optimalne riadenie a odozva pre (Kr,) . Keby totiz neboli
optimélne existovalo by iné pripustné riadenie u(t) a jeho odozva Z(t), t € [0, T}], pre
(Kr,), pre ktoré by platilo

/OTk O, 2(t), a(t))dt > /OTk fO(t, (1), a(t))dt. (16.11)
Zostrojme riadenie i
a(t) = {58 a?{kttee[%@) (16.12)

Jeho odozva bude mat tvar

ak t € [0, T}]

= :Z'(t)a
) = {:@(t), ak t € [T}, 00) (16.13)

Pretoze koncovd podmienka z (7)) = (7)) na stavovi premennt ndm zabezpedila, ze
akakolvek odozva na pripustné riadenie sa musi dostat do bodu Z(7}) a dalej sa musi
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spravat ako optimalne Z(t). Zrejme teda @(t), t € [0, 00) je pripustné riadenie pre tlohu
(N) a pre hodnotu tucelovej funkcie v tomto riadeni plati

J(@) = /0 T, # (), alt))dt = /0 0 ), a))dt + T:O £t 2(8), a(t))dt >

> /0 0 (), a(t))dt + /T °° FO(t,2(1), a(t))dt = J(a), (16.14)

kde sme vyuzili vztah (16.11)). Dostali sme, ze J(@) > J(4), ¢o je spor s predpokladom,
ze U(t) je optiméalne riadenie pre tlohu (N). Teda musi platit, Ze prislusné ztzenie 4(t)
je optimdlne aj pre tlohu (Kr,). Z optimality #(t), a(t), kde t € [0,7}], pre ulohu
(K7,) vyplyva, Ze pre tito tlohu plati Pontrjaginov princip maxima (Veta [6.1). To
znamend, Ze existuje takd konstanta ¢? € R, a spojitd funkcia ¥(t) : R — R", Ze
platia nasledovné podmienky

(1) (R, ve(t) #0, ¥R =0
(ii) v, (t) riesi diferencidlnu rovnicu

(af°<t,:z<t>,a<t>> ) ~ (af@,:z-(t),a(t)))T

U(t) = =y

ox ox ¥r(t)

(iii) pre kazdé t € [0, 00), pre ktoré je 4(t) spojitd plati
UL (), a(t) + T f (L E (), a(t) =
= max [0 fO(t, 2(t),u) + T f(t,2(t),u)] = konst.

uelU

Poznamenavame, ze indexom k oznacujeme prislusné funkcie a konstanty prislichajice
k tlohe (K7,). Oznac¢me si ¢ (0) = Ay. Z podmienky (i) vyplyva, ze (¢f, Ax) # 0.
Pretoze podmienky Pontrjaginovho principu maxima su jednoznac¢né az na multiplika-
tivnu konstantu, mozme predpokladat, Ze ||(¢?, Ax)|| = 1. Z postupnosti {(¥?, Ax)} je
teda mozné vybrat konvergentni podpostupnost (kvoli jednoduchosti ju budeme ozna-
¢ovat rovnako ako povodni), ktora konverguje k nejakému (4%, A) # 0 . Viimnime si,
7e adjungované funkcie rozsirené o nulti zlozku (9, 1% (t)) spliiaji ti istd homogénnu
lineérnu diferencialnu rovnicu

(5)--(®" @) (5). w019

ibaze pre kazdé k je to na inom intevale [0, T;] a s inou pociatoénou podmienkou

(d}k(o)) - (Ak) . (16.16)
¥(0) oy

143



PPM PRE ULOHU NA NEKONECNOM CASOVOM HORIZONTE

Oznac¢me ®(t,ty) fundamentalny systém rieseni systému ((16.15)). Potom

(C0)-sen(l). e

<w(t)> — B(1.0) (;;)) Le [0,00). (16.18)

Definujme funkciu

wO
Zrejme takto definovand adjungovana funkcia je netrividlnym riesenim (AR) pre kazdé
t € [0,00). Navyse, vzhladom na linearnost Hamilitonovej funkcie v premennej (1%, ),
zo splnenia podmienok

VRSOt (), 6t)) + o () F (£ 2(2), (1)) = max(l fO(t 2(2), w) + g () f (¢, 2(2), u)]
pre kazdé t € [0, T},] dostdvame, Ze pre kazdé t € [0, 00) plati podmienka
VUL (), t)) + T () F (E 2(2), 6(t)) = max(¥OfO(t, 2(t), u) + ¥ () f (1 2(E), ).

Tym je veta dokazana.

O
Poznamka 1. Veta vo vSeobecnosti neddva dostatok podmienok na urcenie opti-
malneho riadenia, pretoze chyba podmienka transverzality. Tento nedostatok Vety
sa vsSak neprejavi v pripade tloh, kde mnozina C' z podmienky pozostava z je-
diného bodu, t.j. iloha je s pevnym koncom. Jednu takuto tilohu budeme riesit neskor
v podkapitole [17.3]
Poznamka 2. Analogicky ako pre tlohy s koneénym casom aj tu definujeme Hamilto-
novu funkciu

H(t,z,u, 4% ¢) =40 fO(t, x,u) + " f(t, x,u)

a pomocou tejto funkcie mozno zapisat aj adjungovand rovnicu a podmienku maxima.
V pripade, zZe je uloha autonémna, tak vynechavame ¢t z mnoziny argumentov H, v
pripade, ze ¥° = 1, vynechdvame aj /.

Poznamka 3. Vsimnime si, ze pri odvodzovani nutnych podmienok pre tlohu (N) na
nekone¢nom ¢asovom horizonte z podmienok pre ulohu (K7,) s pevnym Casom, sme
nikde neuvazovali podmienku stacionarity pre tilohu s pevnym casom. Tato by podla
Poznamky 1 v Kapitole 6 mala pre tlohu (Kr,) tvar

A o T OH (s,2(s),4(s), Vr(s), 1)
H(t, 2(t), a(t), vi(t), ¥2) :_/t (3, %(s) 8(3) k() ¥k)
Aj v pripade, zeby sa nam podarilo zdovodnif limitny prechod v integrali na pravej

strane ([16.19)), neziskali by sme tym Ziadnu uzitoéni informéciu, pretoze ¢ (T};) =

X kde X st nezndme konstanty. V nasledujticej kapitole viak pouzijeme iny pri-

stup k odvodzovaniu nutnych podmienok, kde zakladom budu urcité tlohy sice s pev-
nym koncom ale s volnym ¢asom, kedy 17! (T},) = 0. Pre autonémne tlohy (pripadne

aj s diskontnym faktorom) sa ndm tak podari vyvodit limitnt podmienku stacionarity.

ds — P (Ty), (16.19)
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16.3 Poznamka o podmienke transverzality

Pretoze tvrdenie Vety sme dostali prevedenim tlohy (N) na postupnost uloh s
pevnym koncom, pre ktoré je podmienka transverzality prazdna, t.j. nedéava ziadnu
informaciu o koncovom stave (T"), vo Vete sme nedostali ziadnu podmienku
transverzality. Ako ukazuje nasledujuci priklad, tato podmienka vo vSeobecnosti ani
nemusi vzdy platit.

Priklad 16.1. Majme tlohu:

max J = /0 (1 = 2())ult)dt, (16.20)
#(t) = (1 — 2(t)ul?), (16.21)
z(0) =0, (16.22)
0<u<l. (16.23)

Vsimnime si, Ze f = f° a preto mdzeme ((16.20) napisat v tvare
J = /0 xdt = tli>nolo x(t) —x(0) = tlg& z(t) =: z(00)

teda optimdlne riadenia budu tie, pre ktoré je x(co) maximalne. Z rovnic (1.2.15) az
(16.23]) vidiet, ze pre malé ¢ je x(t) rastice a rastie pokial (1 — x(t)) > 0.

Polozme u(t) = 1. Je zrejmé, Ze toto riadenie zabezpecuje najrychlejsi mozny rast pre
x(t), ovsem iba pokial x(t)) < 1. Vypocitajme odozvu pre toto riadenie. Z (16.21])
dostaneme, ze & = (1 — x) a teda z ([16.22)) vyplyva, Ze odozvou je z(t) = 1 — e~ . Pre
tito odozvu je z(t) < 1, pre kazdé t € [0, 00), pricom

tliglox(t) = 1.

Z toho vyplyva, Ze u(t) = 1 je optimalme riadenie a maximélnou hodnotou tcelove;
funkcie je hodnota 1.
Vsimnime si, ze aj pre riadenie u(t) = % plati, ze jeho odozva v limite sa blizi k 1.
Skutocne

i =

DO | —

(1—x)

a teda 2(t) = 1 — e~ 2 a znova dostaneme, Ze limy_,., 2(t) = 1. Z toho méme, 7e aj toto
riadenieje optimalne.
Pozrime sa, ako to je s PPM. Hamiltonova funkcia ma tvar

H(z,u, ¢ ¢) = (1 = 2)u+ (1 — 2)u = (1 — z)u(¥” + ). (16.24)

H je linedrnou funkciou premennej u a jej maximalizovanim cez u € [0, 1] dostaneme
1, ak (1 —xz)(W"+¢) >0

u= 0, ak (1 —2)(W° +1) <0 (16.25)

neurcené,  ak (1 —z)(¥° +1¢) =0
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Pretoze u(t) = % je optimalne riadenie, spitia PPM a teda musi pre toto riadenie platit
(1 —x(t))(W° + 1(t)) = 0 pre vSetky t € [0,00). Z toho mdme, ze bud (1 — z(t)) = 0
alebo (% + 4(t)) = 0. Vieme , ze x(t) < 1, pre vietky ¢t € [0,00) z ¢oho vyplyva, Ze
musi platit druha moznost

PO+ (t) =0 (16.26)

pre vsetky ¢ € [0, 00). Podla podmienky (i) z vety 6 vieme, Ze jedinym riesenim rovnice
(16.20) je
P=1 oYt)=-1.

Tym sme ukézali, Ze podmienka transverzality lim; ., 1(t) = 0 nemusi vzdy platit.

Poznamenajme, ze existuju predpoklady, za ktorych plati aj podmienka transverzality
v tvare

tli>rg> v(t) =0.

Spominané predpoklady st vsak v takom tvare, ze sa prakticky nedaji overit a preto sa
nimi nebudeme zaoberat. V dalsej kapitole uvedieme jeden typ tloh, pre ktoré mozno
odvodit aspon ur¢itt limitni podmienku pre Hamiltonovu funkciu.

16.4 Postacujice podmienky optimality

Rovnako, ako sme vo Vete odvodili postacujice podmienky optimality pre tlohu
s konecnym c¢asom, mozno odvodif postacujice podmienky optimality pre tlohu (N).

Veta 16.2. Postacujice podmienky, nekoneény horizont. Nech u(t), &(t) su
pripustné pre ulohu (N) a nech spolu s ° = 1, 4 (t) spliaji nutné podmienky optimality
dané Vetou|16.1. Nech pre kaZdé ¢ a t je funkcia

HO(t,z,4)) = max H(t,z,u,1)

konkdvna v premennej x a nech pre kazdé xz(t), ktoré je odozvou na nejaké pripustné
riadenie u(t) dlohy (N), je splnend nasledujica limitnd podmienka:

tli}m () (x(t) —2(t)) >0 (16.27)
Potom 4(t) je optimdlne riadenie. Navyse, ak H° je rydzokonkdvna, tak @ je jediné
optimdlne riadenie.

Dékaz Vid Uloha[16.1]

Vzhladom na to, Ze Veta nedéva dostatok podmienok na urcenie izolovanych rieseni,
nutné podmienky spliia ¢asto celé kontinuum kriviek. Pomocou podmienky
sa da casto ukazat, ze spomedzi tychto rieseni je optimalne to, ktoré konverguje k
rovnovaznemu stavu. Budeme to vidiet v Kapitole 17.4

146



16.5. RIESENIE ULOH

16.5 Riesenie uloh

Priklad 16.2. Optimalna spotreba s pevnym koncom. Opét sa budeme zaoberat
ulohou o optiméalnej spotrebe, tentoraz na nekonec¢nom casovom horizonte. To znamena,
ze budeme maximalizovat diskontovani spotrebu v priebehu nekonecného casového
intervalu

max /OOO e lnc(t)dt, (16.28)
ked mame dant zmenu kapitalu
k(t) = ik(t) — c(t), (16.29)
pociatocny stav kapitalu
k(0) = ko > 0 (16.30)

a dalej vieme, ze kapital musime na konci spotrebovat
tlggo k(t) = 0. (16.31)

Vzhladom na [n v icelovej funkcii implicitne predpokladame, ze v kazdom pripustnom
(a teda aj v optimalnom) riadeni je ¢(t) > 0. Na tlohu sa teda pozerame ako na
ulohu bez ohranic¢eni na riadenie. NapiSeme nutné podmienky optimality v takomto
optimélnom riadeni, ktoré si dané Vetou [I6.1] KedZe pravéd strana stavovej rovnice
je linedrna v riadeni ¢, mézeme podla Poznamky (a) polozit ¢ = 1. Adjungovana
rovnica ma potom tvar

B(t) = —i(t). (16.32)

a Hamiltonova funkcia
H(k,c,y°, ) =e ™ Inc+ ¢(ik — c) (16.33)

by mala v optimalnom ¢é(t) pre kazdét > 0 spliiat podmienku maxima, z ktorej vyplyva,
ze
1

&(t)
Vyriesenim adjungovanej rovnice (|16.32]) dostaneme, ze

—rt

—1(t) = 0. (16.34)

Y(t) = Ae™™, kde A je konstanta. (16.35)

Dosadenim ((16.35]) do (|16.34) dostaneme

1 ..
ét) = Ze<H>f, (16.36)

pricom zrejme A > 0. Lahko sa da ukazat, Ze v takomto riadeni integral v ucelovej fun-
keii konverguje (vid. Ulohu ex:nekonecny.horizont.0). Ostava urc¢it A. K tomu vyuzijeme
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skutocnost, Ze odozva na riadenie é(t) a pociatoénit podmienku ([16.30)) musi spliiat aj

limitna koncovi podmienku ((16.30)). Dosadime vztah (17.19]) do rovnice ({16.29))
. 1 ..
k(t) = ik(t) — Ze(H)t' (16.37)

Tuato diferencialnu rovnicu rieSime pomocou vzorca varidcie konstant. Dostaneme
. 1 .. o . 1 ./t
k(t) = ek — —/ elt=9)eli=nsgs — etk — —e”/ e "ds.
A Jo A o

Vypocitanim integralu dostaneme konecny vysledok pre k(t)

i) = e (ko - ;(1 ). (16.38)

Dalej ma platit koncovd podmienka pre stavovi premenni

lim k(t) = 0.

t—o00

Aby naozaj platila, musi ko — ﬁ(l — e~ ™) konvergovat k nule rychlejsie, nez rastie e’

do nekonecna. Nutnou podmienkou k tomu je, ze v limite plati podmienka

lim (ko N e”)) 0. (16.39)

t—o0 Ar

rt

Pretoze lim; ., e™" = 0, tak dostavame, ze musi byt

1
A=—. 16.40
or (16.40)
Ked dosadime A do (16.38) dostaneme, ze
k(t) = kel (16.41)

PretoZe tento vztah sme dostali len z nutnej podmienky kovergencie k(t) do nuly,
musime overif, ¢i je podmienka konvergencie naozaj splnend. Vidime, ze aby platila
koncova podmienka pre stavovt premennti, musi byt ¢ < r. Spotrebu ur¢ime dosadenim

(16.40) do (17.19) |
&(t) = korel =t (16.42)

Dostali sme teda, ze ak i < r, tak iloha mé jediného kandidata na optimélne riesenie
uréeného spotrebou &(t) podla (16.42) a jeho odozvou k(t) podla . Lahko sa
d4 dokézat (overenim predpokladov Vety @ - vid Uloha ), Ze toto riadenie je aj
optimalne. Pre ¢ > r Ziadny kandidat a teda ani optiméalne riadenie neexistuje.
Ukéazali sme, ze ked pozname nielen poc¢iatocni ale aj koncovii podmienku na stavovi
premennu, mame dostatok informacii na urcenie optimalneho riesenia.
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16.6 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 16.1. Dokézte Vetu m (Navod: Postupujte analogicky ako v dékaze Vety
13.2)

Uloha 16.2. Modifikujte Vetu pre minimaliza¢na ulohu.

Uloha 16.3. Ukéazte pre tlohu o optimélnej spotrebe z Prikladu ze
(a) ak je ¢(t) dané vztahom ((17.19)), tak integral v ucelovej funkeii (16.28) konverguje;
(26.41

(b) ak je /Aﬂ(t) dané vztahom (16.41)), tak v kazdom pripustnom k(¢) je splnend pod-

mienka ((16.27)).

Overte aj ostatné podmienky Vety a urobte zaver o optimalite &(t).

Uloha 16.4. Uloha na nekoneénom ¢asovom horizonte. N4jdite optimalne rie-
senie (riadenie aj odozvu) pre nasledujicu ulohu optimélneho riadenia:

o ]
min/ —e "2 dt,
0o 2
T=x+u,
z(0) = zo > 0 dané,
lim x(t) = 0,

t—o00

kde r > 0 je dany parameter.
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Kapitola 17

Nutné podmienky pre autonomnu
ulohu s diskontnym faktorom

17.1 Ulohy s diskontnym faktorom

Ako sme uviedli v predchadzajicej kapitole, Veta nedava dostatok podmienok na
urcenie optimélneho riadenia pre tlohy s volnym koncovym stavom. V tejto kapitole sa
budeme zaoberat Specidlnym typom tloh s volnym koncom, pre ktoré budeme vediet
odvodit dalsiu podmienku, do urcitej miery nahradzajicu chybajicu podmienku trans-
verzality. P6jde o ulohy autonémne, az na diskontny faktor v ucelovej funkcii (podobné
tlohy, ale na kone¢nom ¢asovom horizonte sme analyzovali v Casti|7.1]).

Standardny tvar takejto tilohy s diskontnym faktorom (DN) bude

max J : = /oo e " E(x(t), u(t))dt (17.1)
0
2(t) = fz(t),u(t)), Viel0,00), (17.2)
u(t) e U, VYte|0,00). (17.4)
Pre tuto dlohu je Hamiltonian definovany standartne ako
H(t,w,u,,9°) = ¢ F(z,u) + 9" f(2, ).
Vsimnime si, ze
Hi(t 0
OH(t 2,9, ¢") = —rp’e " F(z,u). (17.5)

ot

17.2 Limitna podmienka Hamiltonianu

Pre tuto dlohu platia nasledovné nutné podmienky optimality.
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Veta 17.1 (Nutné podmienky pre tlohu s diskontnym faktorom). Nech i(t) je opti-
mdlne riadenie a &(t) jeho odozva pre (DN). Potom existuji konstanta ° € R a spojitd
funkcia ¥ (t) : R — R™ také, Ze plati

(i) (W% (1) #0, ¢°>0
(17) ¥ (t) riesi adjungovani rovnicu

0) = e (am(gi,a(t»f _ (W(ﬂ;;ﬂ(t)))T (0

(iii) pre kazdé t € [0, 00) plati podmienka mazima

H(1, (1), (). (1), 0°) = max H (1, 5(0), u, 0(0).4).
a podmienka stacionarity
H(t,2(t),a(t),p(t),v°) = ry° /too e P F(Z(s),a(s))ds.
Désledok 17.1 (Limitnd podmienka Hamiltonidnu.).

. N N 0 o
Dokaz Vety Nech 4(t) je optimdlne riadenie a Z(t) je jeho odozva pre (DN),
kde t € [0,00). Zvolme si postupnost {7}}, kde T, > 0 a T, — oo. Pre kazdé T
si zadefinujme nasledovni neatonémnu Bolzovu tlohu s volnym ¢asom a s pevnym
koncom urc¢enym bodom 2(7}) pre zvolené Tj. Ulohu oznacime (BKr,)

max J 1= /OT e "F(x(t),u(t))dt + (T —Ty), T — volné, (17.6)
i(t) = f(z(t),u(t)), Vtel0,T], (17.7)
z(0) = o, (17.8)
u(t) e U, Ytel0,T], (17.10)
kde -~
o(r) = e’ /T e E () ) dr. (17.11)

Vsimnime si, Ze funkcia ¢(7) je dobre definovand R — R vdaka podmienke konvergen-
cie integralu v pripustnom riadeni.

Najprv sporom ukézeme, ze 4(t) a () pre t € |0, T], kde 7' = Ty, je optimalne rieSenie
aj pre tlohu (BKr, ). Teda predpokladajme, ze by 4(t) a Z(t) neboli optimélne pre
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tlohu (BK7,). Potom by muselo existovat iné pripustné riadenie @(t) a odozva Z(t) pre
t € [0, 7], kde T" > 0, ktoré by davalo vacsiu hodnotu tucelovej funkcie ako 4(t), Z(t)
pre t € [0,T}]. To znamena, ze

J(u) = /OT e "R (2(t), a(t))dt + er(@=i) [* e "R (2(t), a(t))dt >

Tk

> /OTke_”F(f(t) a(t))dt + e~ T /Ooe_”F(:%(t),@(t))dt. (17.12)

T
Prava strana nerovnosti (|17.12)) je vlastne

/0 T e R, a(t))dt.

Upravou lavej strany nerovnosti (17.12)) pouzitim substiticie s = t + 7T — T}, dostaneme

/OTe‘”F(ﬁz(t),a(t))dt+/;o eF((s — T+ Ty, als — T+ Ty))ds.  (17.13)
Dosadenim (17.13) do (I7.12) mame
/OT e TR (3 (t dt+/ “F(3(s — T+ Tp), (s — T + Tp))ds >
>/ “rtR(3(t), a(t))dt = J(a). (17.14)

Zostrojme riadenie a(t)

o a(t)) ak t € [O7T]
) = {a(t ~T+T), aktel[l 00)

Odozvou pre takéto riadenie bude

o #(t), ak t € [0,7]
T(t) = {@(t_f—ka), ak t € [T',00) "

Je to pripustné riadenie a podla dava vacésiu hodnotu tucelovej funkcie J ako
optimalne riadenie 4(t) pre ulohu (DN), ¢im dostavame spor. Z toho vyplyva, ze u(t),
Z(t) a T} musia byt optimélne aj pre (BKr,).

Mozeme teda na tiito tlohu aplikovat Pontrjaginov princip maxima. Uloha (BK7,) je
neautonémnou Bolzovou tlohou optimélneho riadenia, kde funkcia ¢ je tiez neauto-
némna a zavisi iba od koncového ¢asu. Na takéto dlohy sa vztahuje vysledok Ulohy
10.6, podla ktorého okrem standardnych podmienok PPM prislusna Hamiltonova fun-

kcia spliia vztah (10.2)), t.j.

/TaH(S  2(5), 4(s),1(s), ¥")

t s ds — V0or (T, 2(T)).

H(t,2(t),a(t),(t),9°) = -
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pre kazdé t € [0, T] Ak pre nasu tlohu (BKr,) s optimalnym ¢asom T = T}, oznadime
g, ¥} prislusnt adjungovant funkciu, tak dostaneme

T OH (s,2(s), a(s), ¥r(s), ¥p)
0s

ds — V0or(T — Tjp) |r=1,
(17.15)

H(t,3(0),0(0), ou(0),08) = - [
Pouzitim vztahu ((17.11]), ktory definuje funkciu ¢ dostaneme ze

00p(T = 1Tj)
%T

Tk

ae—r(T—Tk) 00
= oV () e "E(2(t),a(t))dt =
T=T} ’ or T=T} /

= —ufre T [T R (), a(e)de = —udr [T e R, a)de (17.16)

T T

Na druhej strane, pre derivaciu Hamiltonovej funkcie podla ¢ dostdavame
OH (s, 3(s), (s), ¥(s),¥°)

0s
Dosadime to do rovnice (17.15)) a dostaneme

= —0re " F(3(s), 4(s))ds

H (L, &(t),a(t), ¥r(t), 7)) = U3 /tTk re” " F(2(s), a(s))ds + 1y, /T:O e " F(2(t),a(t))dt =
— ) /t T e R (a(s), dls))ds. (17.17)

Existenciu konstanty 1° a funkcie 1(t) zo znenia vety teraz dostaneme limitnym pre-
chodom analogicky ako v predchadzajicej vete. Zo vztahu (17.17)) dostaneme v limite
pre k — oo
H(t, 5(8), 2(0), 0(8), 0°) = ro® [ e P(a(s), a(s))ds,
t

¢im je veta dokazand. O]

Veta[17.1]sa vztahuje k tlohdm s diskontnym faktorom. V Kapitole 15 sme uviedli sub-
stittiiciu, pomocou ktorej sme pre autonémne tlohy s diskontaciou odvodili autonémne
nutné podmienky optimality. Ta istd substiticiu mézeme pouzit aj v pripade tloh
na nekone¢nom casovom horizonte a Veta [I7.1] v terminoch okamzitej adjungovanej
premennej ¢ a Hamiltonidnu okamzitej hodnoty definovaného vztahom

H(w,u, 1, 0) = OF (2, u) + 07 f(x,u).
by potom znela nasledovne:

Veta 17.2. Nech (t) je optimdlne riadenie a &(t) jeho odozva pre (DN). Potom exis-
tujii konstanta ¥° € R a spojitd funkcia ¥ (t) : R — R™ také, Ze plati
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(i) (W0, 0(t)) #0, ¥°>0

(ii) Y (t) riesi adjungovand rovnicu

S0 — i) — 00 (am, i;;), a<t>>>T - (af@, #(t), a(t»)T

(iii) pre kazdé t € [0, 00) plati podmienka mazima

H(2 (1), at), ¥(1),4°) = max H(2 (1), u, P(t), ¢°),

uelU

a podmienka stacionarity

H(@(t), a(8), 0(0), 0°) = ri® [ e B (a(s), ils))ds.
¢
Désledok 17.2 (Limitnd podmienka Hamiltonidnu). Nech a(t), (t), ¢ (t), ¢v° si ur-
cené Vetou [I7.4. Potom pre Hamiltonidn sicasnej hodnoty plati nasledujica limitnd
podmienka

limy_ooe " H(2(t), a(t), (1), °) = 0.

17.3 Riesenie uloh

Priklad 17.1. Optimalna spotreba s volnym koncom. Opéft sa budeme zaoberat
ulohou o optimalnej spotrebe na nekoneénom casovom horizonte, ale uvolnime pod-
mienku na koncovy stav. To znamend, ze budeme riesit

max / T et In(e(t) dt,
0

f(t) = ik(t) — e(t),

]{7(0) = ko > 0,
tle k(t) > 0. (17.18)

To znamend, ze riesime t1 istu tlohu ako v Priklade iba podmienku sme
nahradili slabsou . Takéto uvolnenie koncovej podmienky sposobuje, ze Veta
nedava dostatok podmienok na urcenie izolovanych rieseni. Uvidime, ako nam v
tejto situdcii pomoze hlavny vysledok odvodeny v tejto ¢asti Dosledok [17.1]

Je zrejmé, zZe aj pre tuto ulohu je platné celé odvodzovanie z riesenia Prikladu az
po moment, kedy sme vyuzili limitnii podmienku . To znamena, Ze aj v tomto
pripade st riadenie, odozva a adjungovana funkcia dané vztahmi

&t) = ;e@‘—”t, h(t) = e <k:0 - /;“(1 - e—”)> W(t) = Ae (17.19)
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kde A > 0 je zatial neznama konstanta. V Priklade sme ju uréili z (16.31)), v tomto
pripade pouZijeme Dosledok [I7.1]
Pocitajme

H(# (1), a(t), 4%, ) = e " Iné(t) + (8)ik(t) — (0)e(t)

1 .. L 1
— et ( (z—r)t> Ae~ et (k? . 1— et ) A —it (i—r)t
e ln{ e + Ae ""ie" ( ko Ar< e ") e e
1
— ¢ <A (i— r)t> + AZ]CO . 7(1 . e—rt)

1
—rt —rt(s . —rt
=e "ln—+e z—rt+Azk—f+f—1e : 17.20
e = )+ Aiko— T+ (- 1) (17.20)
Vidime, ze vyraz na pravej strane ((17.20) obsahuje pét s¢itancov, z ktorych prvy,
druhy, a piaty konverguju do nuly pre ¢t — oo. Z toho vyplyva, Ze limitnd podmienka
Hamiltonianu dava, ze sucet treticho a stvrtého s¢itanca ma byt nulovy, ¢o znamena,
ze
1

= — 17.21
=, (17.21)

¢o je rovnaka podmienka, ako ndm vysla pre tlohu s pevnym koncom (pozri ((16.40))).
Po dosadeni A do (17.19]) dostavame

e(t) = kore™ k() = koeE, ap(t) = e t, (17.22)
ol
Vidime, 7e takéto é(t) a k(t) je pripustné pre tito tlohu (pre akikolvek kombindciu
parametrov 7 a i!), a teda je jedinym kandiddtom na optiméalne riesenie.
Ostdva overit postacujiicost. Je zrejmé, Ze v tejto tlohe je prislusna funkcia HO(z, 1))
konkavna v z, tak staci overit, ze pre kazdé pripustné k(t) je splnend podmienka

Lim () (k(t) — k(#)) = 0. (17.23)
Dosadenim ((17.22)) do (|17.23) dostavame:
1 —it (i—r)ty _ 713 1 —it 1 —7‘t
tliglo k’ore (k(t) — koe )= tllglo (kore k(t) — e > >0, (17.24)

pricom posledna nerovnost plati vdaka podmienke (|17.18]), ktord musi splnat kazdé
pripustné k(t).

Priklad 17.2. Linearno kvadraticka tloha. Ulohou bude

. 2 2
min J 1= / e "t (l; —aut T ) dt, (17.25)
0
@ =u, (17.26)
z(0) = o, (17.27)
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kde » > 0 a x( st konstanty. Je to minimalizacnd autonémna tloha s diskontnym
faktorom na nekone¢nom casovom horizonte. Pre stavovi premenni x mame dant len
pociatocnu podmienku a riadenie u nie je ohranicené.

Vsimnime si, ze ucelova funkciu, vieme prepisat do tvaru

1 o]
J= 5/ e (u — x)2dt > 0 (17.28)
0

a teda riadenie a jeho odozva dané vztahom (t) = Z(t) = e’ s pre tito tlohu
optimalne. Pozrime sa, akych kandidatov na optimalne riesenie dostaneme z nutnych
podmienok optimality pre tito tlohu (zrejme medzi nimi bude aj prave uréené opti-
malne riadenie).
Napisme najprv Hamiltonovu funkciu v tvare okamzitej hodnoty:

2 22 (u — )2

H(w,u,,9",) =¢°(% — 2u + 2)+wu=w07+¢u, (17.29)

pritom pod 1) budeme rozumiet okamziti hodnotu adjungovanej premennej. Kedze ide
o minimaliza¢nu tlohu bez ohranic¢eni na riadenie s linearnou diferencialnou rovnicou,
mozeme polozit Y0 = —1. V optimalnom riesen{ spliia Hamiltonova funkeia podmienku
maxima, ktord implikuje

oH
— =0. 17.30
50 (17.30)
Dosadme teda ((17.29) do (17.30]) a dostaneme
—(u—2x)+¢=0 (17.31)
a teda
v=u—umx. (17.32)
Pozrime sa na adjungovani rovnicu, ktord vyuzitim faktu, Zze ¥° = —1 a dosadeni m
rovnice (17.32)) nadobtuda tvar
V=1 —(u—z)=(r— 1) (17.33)

Z (17.32)) vidiet, ze u = 1 + x, ¢o mo6zme dosadif do (17.26)) a nasledne spolu s (|17.33))
dostavame homogénny systém diferencialnych rovnic

P=a+ e,
)= (r—1). (17.34)
Riesenim tohoto systému pre pociatocni podmienku ([17.27)) je
Y(t) = (r—2)Ae"
2(t) = AeU Y 4 (29 — A)el, (17.35)
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kde A je zatial neurCena konstanta. Tvar riadenia 4(t) zistime z ((17.26)), pretoze
i=7=A(r—1)e V4 (25— A)el. (17.36)

Aby boli riadenie i(t) a odozva x(t) pripustné, musi v nich (navyse od tloh na konec-
nom ¢asovom horizonte) integral (17.25)) konvergovat. To znamend, ze musi existovat
konecéna limita funkcie F'(T") pre T' idice do nekonecna, kde

F(T) = / L et R, alt))dt.

0

Pozrime sa na tento integral. M6zme ho upravit

1 /T 1 (T
F(T) == / e (0 — #)2dt = - / Tt A2V (1 9)244, (17.37)
2 Jo 2 Jo
Vy¢islenim integralu dostaneme
TV et g1 Laa v Lo o0 oy
F(T) = 2A (r—2)e 1] = 2A (r—2) 2A (r—2)e . (17.38)

Nés zaujima funkcia F'(T') v limite pre 7" idtce do nekonecna

. 1, L o . ()T
711_1}1;o F(T) = §A (r—2)— §A (r—2) 711_I>roloe : (17.39)
Z rovnice ([17.39) mozeme vidiet, ze ak r < 2, tak F(T') konverguje pre lubovolni
konstantu A a ak r > 2, musi byt A = 0. VSimnime si, ze ak by bolo r = 2, tak z

rovnice ((17.35)) dostaneme, ze
2(t) = zoe. (17.40)

Riadenie by v tomto pripade malo ten isty tvar ako jeho odozva
a(t) = xoe' (17.41)
a po dosadeni do tcelovej funkcii by sme dostali f9(#,4) = 0 a teda J = 0. Mame teda:
ak 7 > 2, tak 2(t) = a(t) = xpe’, »() =0, J=0.

Kedze 1(t) = 0, lahko vidiet, Ze st splnené aj postacujice podmienky optimality.
Vidime teda, ze v pripade r > 2 tedria umoznuje jednoznacne identifikovat optimalne
riadenie. Zlozitejsie to bude v pripade 0 < r < 2.

V pripade 0 < r < 2 totiz potrebujeme Specifikovat hodnotu konstanty A. K tomu
vyuzijeme Dosledok [I7.2] Pocitajme

(u— )

6_rtH(£> ﬁa ’QZ), 7700) = _¢OT + @DU (1742)
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Dosadenim riadenia ((17.36)) a jeho odozvy ([17.35) do Hamiltonovej funkcie dostaneme
na pravej strane rovnice ((17.42)) vyraz

et {—F;(A(T — 1)em V4 (15— A)et)? — (AU D 4 (zg — A)el)?|,

ktory moézeme upravit do tvaru

A2(7ﬂ_22)7“e("2)t + A(zo — A)(r —2). (17.43)

Limitna podmienka Hamiltonianu teraz implikuje, ze
A(xg— A)(r—2) =0.

KedZze rozoberame pripad 0 < r < 2, dostaneme tu dve moznosti, bud A = 0 alebo
A = xy. Pre A =0 je opat

#(t) = a(t) = zoe!, () =0, J=0. (17.44)

Toto riesenie je optimalne, kedze sa da lahko overit, Ze splia postacujuce podmienky
optimality. Na druhej strane, pre A = zy dostaneme

2(t) = zoe" ™V a(t) = xo(r — 1)V p(t) = (r — 2)ape" VL (17.45)

Riesenie (17.45)) vSak nie je optimalne, kedze

1 fo 1
J = 5/ e Mad(r — 2)%e2r it = —5,%8(7“ —2)>0.
0

17.4 Ramseyho model na nekonecnom horizonte

V tejto Casti nadviazeme na analyzu Ramseyho modelu v ¢asti[9.1] kde sme sa zamerali
na riesenie modelu na kone¢nom casovom horizonte a rozsirime ho na nekoneény ¢asovy
horizont.

Ramseyho model na nekone¢nom horizonte mézeme sformulovat nasledovne:

max /0 T e (e(t))dt (17.46)
k(t) = f(k(t)) — 0k(t) — c(t), Y t>0, (17.47)
k(0) = ko, (17.48)
Jim k(t) > 0. (17.49)

Vsimnime si, Ze oproti pévodnej formuldcii na konecnom ¢asovom horizonte (9.1)) —
(9.4 sa zmenila koncova podmienka, a to z podmienky na pevny koniec na podmienku
nezapornosti kapitalu v limite.
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Pripomenme, Ze nutné podmienky na konec¢nom casovom horizonte viedli na systém
diferencialnych rovnic

k) — 0k — c, (17.50)

()
U”(c)

s

¢ = [r+d— f'(k)]. (17.51)
Fazovy portrét tohto systému je znézorneny na Obr. 0.1} Uvedeny systém ma staci-
onérny bod (k, &) typu sedlo, ktorého obidve zlozky st kladné.

Pripomenme, zZe v pripade tloh na nekone¢nom horizonte je dodatoc¢nou podmienkou
na pripustnost rieseni konvergencia integralu v tcelovej funkcii. Ukdzeme, Ze v nasom
pripade je tato podmienka splnena a to prave vdaka ohraniceniu | m Vsimnime
si totiz, Ze vietky trajektérie, pozdlZ ktorych je od istého ¢asu hodnota kapitélu klesa-
juca (t.J. trajektorie leziace nad stabilnou sedlovou cestou) dosiahnu v konec¢nom case
zépornd hodnotu kapitdlu a preto nespliiajt podmienku , st teda nepripustné.
Na druhej strane, vo vsetkych ostatnych trajektoriach je spotreba ohranicena zhora,
¢o spolu s diskontnym faktorom zabezpecuje konvergenciu integralu v ucelovej funkcii.
Teraz ukézeme, ze jedinym optimélnym riesenim ulohy (17.46]) — (|17 49) je rieSenie
konvergujtice pozdlz stabilnej sedlovej cesty do staciondrneho bodu (k: ¢).

Ak oznacime ~
J(e) = / e~"U(c(t))dt,
0

potom musime ukézat, ze pre Iubovolné pripustné riadenie ¢&(t), ktoré je rozne od
riadenia c*(f) aspofi na nejakom netrividlnom intervale, plati J(¢) < J(c*). Odozvu
prislichajicu k tomuto riadeniu oznacme k(t). Vyuzitim definicie Hamiltonovej funkcie

J@) = J(e) = /0 e UED) - V(e (1)t

_/ { H(k 60 (k*,c*,¢)—¢(12—k*)}dt. (17.52)

Plati
H(k,,¢) — H(k*,¢",4) < max H(k, ¢,v) = H(K*, ¢*, ).

KedZze Hamitlonova funkcia H je separovand v premennych k a ¢ (t.j. mozno ju zapisat
v tvare Hy(k,c,v) + Ha(k,c, 1), tak plati

mgiXH(if,C,w) - H(ifvc*alb)a

preto
H(k,é,) — Hk*, ¢*,¢) < H(k, ", ¢) — H(k*, ¢, ).

S vyuzitim rydzokonkavnosti Hamiltonovej funkcie Dalej vyuZijeme, ze Hamiltonova
funkcia je diferencovatelna a rydzokonkavna v premennej k£ pre Tubovolné pripustné ¢

159



NUTNE PODMIENKY PRE AUTONOMNU ULOHU S DISKONTNYM
FAKTOROM

a pre 1, ktoré spolu s (k*, c*) spliia nutné podmienky PPM. Vdaka tomu plati
OH (k*,c*, 1)
ok

pri¢om poslednd rovnost vyplyva z adjungovanej rovnice. Dosadenim ((17.53)) do ({17.52])
dostaneme

H(k,c* ) — H(k*, ¢*, 1) < (k—k*) = —(k — k"), (17.53)

J(&) - J(*) < /°° (k= k) — Wk — i) dt

. i ' i (17.54)
— I | = 0t = k)| dt = —tim o 9 ()R — K,

pretoze pre lubovolné k plati k(0) = ko. Nasim cielom je teda ukézat, ze pre kazdé k(t)
prislichajice k nejakému pripustnému riadeniu ¢(t) plati

lim W(t)(k(t) — k(t)*) > 0. (17.55)
S vyuzitim podmienky maxima mozno tito podmienku prepisat do tvaru

. —rt * I. *

Jim e U(c™(t)(k(t) — k(t)") > 0. (17.56)
Pretoze limy o e = 0, staci dokdzat, ze vyraz U(c*(t))(k(t) — k*(t)) je od neja-
kého 7 poc¢ntic zdola ohranic¢eny. Kedze podla predpokladu ¢*(t) konverguje ku kladnej
hodnote ¢, funkcia U(c*(t)) je od istej hodnoty 7 ohraniCend. Zaroven vieme, Ze pre
kazdé t > 0 je k(t) kladnd, a teda vyraz k(t) — k*(t) je pre odozvu k(t) pre Iubovolné
pripustné riadenie zdola ohraniceny (vdaka ohranic¢enosti funkcie k*(t) zhora, ktord
vyplyva z konvergencie funkcie k*(¢) do bodu k). Tym je nerovnost (17.56) Jednoznaé-
nost optimélneho riadenia ¢*(t) vyplyva z ostrej nerovnosti vo vztahu @, ktoru
sme dostali vdaka rydzokonkavnosti Hamiltonovej funkcie H v premennej k.

17.5 Ulohy na samostatné rieSenie

Uloha 17.1. Postacujicost v Priklade 17.2l Dokazte, ze

(a) rieSenie ((17.44) splna postacujice podmienky optimality;

(b) riesenie ((17.45) nespliia postacujice podmienky optimality.

Uloha 17.2. Fazovy portrét v Priklade Analyzujte fazovy portrét systému

(17.34]) pre rozlicné hodnoty parametra r. Dajte tieto portréty do suvisu s analytickymi
rieSeniami, ktoré sme vyvodili v Priklade [17.2, Interpretujete riesenia (17.44]) a (17.45]).

Uloha 17.3. Model produkcie a zasob (production-inventory model) Ukazte,
zZe riesenim modelu optiméalnej produkcie a zasob uvedeného v Ulohe|9.4/na nekone¢nom
¢asovom horizonte s limitnou podmienkou na koncovy stav v tvare

Jim I(t) = 0
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je rieenie konvergujtice pozdlz stabilnej sedlovej cesty do staciondrneho bodu. N4jdite
explicitny tvar tohto riesenia.

Uloha 17.4. Optimalna stratégia tazby monopolistu Predpokladajme, Ze maji-
tel bane vie, Ze v jeho bani sa nachadza isté mnozstvo uhlia xq > 0. Zvolena miera
tazby w vsak ovplyviiuje jednotkovi cenu p, za ktortt moze vytazené uhlie predat:
p(u) = a — bu. Okrem toho na jednotku tazby treba vynalozit nédklady c, ktoré rasti
pri klesajicom zostatkovom mnozstve uhlia, pricom c(zg) > 0 a Zli)r(lglJr c(x) = oo. Cielom

je teda stanovit stratégiu fazby tak, aby vlastnik bane maximalizoval celkovy diskon-
tovany diskontovany zisk na nekonecnom ¢asovom horizonte.
Tuato tlohu mozeme sformulovat ako tlohu optimalneho riadenia nasledovne:

max/ e " ((a — bu)u — c(z)u) dt,
0

T = —u,

x(0) = xp > 0 dané,

tlggloa:(t) 20,

u > 0.

a) Napiste nutné podmienky optimality pre vnitorné riesenie (t.j. bez zohladnenia
ohranidenia na riadenia) pre " = 1.

b) Pomocou fazového portrétu v priestore (x, u) ukazte, ze za uvedenych predpokladov
a pri poziadavke splnenia uvedenych ohraniceni nedéjde k aplnému vytazeniu uhlia
v bani (t.j. existuje hodnota z > 0, pod ktorti mnozstvo uhlia neklesne). Tento
zaver ekonomicky zdovodnite.

Uloha 17.5. Model produkcie a zisob (production-inventory model na neko-
nec¢nom horizonte) Modifikujte Ulohu a rieste pre pripad nekonec¢ného ¢asového
horizontu. Ukazte, zZe rieSenim modelu na nekoneénom casovom horizonte s limitnou
podmienkou na koncovy stav v tvare tlgglo I(t) > 0 je rieSenie konvergujice pozdlz

stabilnej sedlovej cesty do stacionarneho bodu. Najdite explicitny tvar tohto rieSenia.
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162



Riesenia wloh

Priklad formulacie tlohy:

max /O L et (P(a(t) — Clu(t) dt, T je pevné,

x(t) = u(t) — dz(t),

kde P(x) je (rastica a konkdvna) funkcia zisku v zavislosti od podielu Tudi, ktory
poznaji produkt (z) a C(u) je (rastiica a konvexnd) funkcia ndkladov v zavislosti od

intenzity marketingovej kampane (u). (Porov. aj Ulohu )
Priklad formulécie tlohy:

max /OT e "(pu(t)x(t) — c(u(t))) dt, T je pevné,

#(1) = ax(t)(1 - 2(t)) — u(t)e (1),
z(0) = zp > 0 dané,

t) € [0,1],

)

(
a(
(t) >0,

g
vV m

Ide o maximalizacni neautonémnu ulohu optimalneho riadenia s pevnym casom, s
volnym koncom, s ohrani¢eniami na stav aj na riadenie formulovani v Lagrangeovom

tvare.
Pri transformécii na tlohu variaéného poctu vyjadrime u(t) zo stavovej rovnice, t.j

~ax(t)(1 —w(t) — (1)
ult) = (0

a dosadime do ucelovej funkcie.
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Priklad formuléacie tlohy:

P(0) = By > 0 dané,
P(t) >0,
U(t) € [0, Unaz),

kde H(C) je (rastica) funkcia zévislosti prirastku tirovne zneéistenia zivotného pro-
stredia od spotreby, pre ktora plati H(0) = 0.

Priklad formulacie tlohy:

max /0 Lt U(C () = DIP@))dE, T je pevné,
(C(t) —P(t) — G(A),

o]
Il
Se

kde H(U) je (rasttica) funkcia zavislosti prirastku irovne znecistenia zivotného prostre-
dia od spotreby, pre ktort plati H(0) = 0 a G(A) je (rastiica) funkcia, ktord vyjadruje
znizenie znecistenia v zavislosi od vysky kapitlu pouzitej na tento ticel (A), pre ktoru
plati G(0) = 0.

Ak ozna¢ime K ako rieSenie rovnice (1 — B)K* — 0K = 0, tak izokliny tohto
dynamického systému st K = 0, K = K a P = %K @, Stacionarny bod v kladnom

kvadrante (K, %f( @) je stabilny uzol.

Navod: Pri dokaze prvej casti tvrdenia zavedte novi stavovi premenni y,
ktora spliia stavovii rovnicu v tvare ¢(t) = fO(x(t),u(t),t) spolu s pociatocnou pod-
mienkou y(0) = 0.

Formulacia v tvare tlohy varia¢ného poctu:

T
in [ \/1+a(t)2dt, T je dang,
mln/o x(t) je da

z(0) = zo dané,
z(T) = zr dané.
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Formulécia v tvare tulohy varia¢ného poctu:

mln/ 2rx(t)y/1 + a:( )2dt, T je dané,

z(0) =1,
z(T)=r,

kde r > 0 je dany polomer kruhov.
RieSenie Eulerovej rovnice je 2(t) = %.

rt

e
Riesenie Eulerovej rovnice je #(t) = ¢c———— T Névod: VSimnite si, funkcia pod
ert —

integralom (f°) v tcelovej funkcii nezavisi od explicitne od z (zdvisi iba od t a ). V
takom pripade sa Eulerova funkcia zjednodusi do tvaru

dfot, .

fxcgt)) =0 = fYt2) = const. (kedze f° € C?),
¢o moze ulahcit jej riesenie.

t

Optimaélne rieSenie: #(t) = xo+ —

7
Ulohy )
th 4t

Optimalne riesenie: Z(t) = ST ide o minimum.

1
Optimaélne riesenie: 2(t) = e’ + 5 sint, ide o kandidata na minimum, postacu-

juca podmienka vsak nie je splnena.

xp — xp). (Vyuzite ndvod uvedeny v rieSeni

Optimélnym riesenim je kazdé pripustné riesenie, ktoré je zaroven minimom
aj maximom. Zdovodnenie (ndvod): Priamym vypoctom integrélu v tucelovej funkcii je
mozné ukdzat, ze jeho hodnota je konstantna a nezavisi od priebehu funkcie z(t).

2.10| Navod: Ukazte, ze funkcia C(t) je spojita v ¢t a pre kazdé x(t), ktoré je

rieSenim Eulerovej rovnice, plati *) = 0 pre kazdé t € [0, T].

dt
B.21| Riesenie:

o ( )= 1t2 t+1, T = 2, kandidat na minimum,;

o 2(t) =12 — (1+VB)L, T = 8 + 4+/5, kandidét na minimum.

Riesenie:
) 1 £ , L
o %(t) = —= cost + — + -, globalne minimum;
2 T2
 &(t) = —4 cost + 3, globdlne minimum.
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9
2(t) —1 gt + 2, kandidat na minimum

3.0l| #(t) = A Vt, globdlne minimum

3.0 #(t) = —2t, T =1, kandidat na minimum

a) Od parametra a zavisi iba hodnota tucelovej funkcie, nie vsak tvar riesenia Z(t).

1
Névod: Vypoditajte integral / ax(t)(t) dt.

0
b) Optimélne riesenie v zavislosti od hodnoty b:

(i) Ak b =1, tak minimum je v tvare Z(t) = ce’ + de™*, maximum neexistuje.

(ii)) Ak b = 0, tak tloha ma optimalne riesenie (minimum) iba v pripade zo =
xp = 0, pricom toto rieSenie je v tvare Z(t) = 0 pre kazdé ¢ € [0, 1].

(iii) Ak b = —1, tak rieSenim Eulerovej rovnice je rieSenie v tvare Z(t) = csin(t) +
d cos(t). Toto riesenie je kandiddtom na maximum, nesplia vsak postacujicu
podmienku.

¢) Navod: Riesenim Eulerovej rovnice je akékolvek riesenie v tvare z(t) = asin(t),
kde a € R je Tubovolné.

9.8

Névod: Rozlisujte dva pripady. Prvy - Z(T) > x7 - dékaz analogicky ako pre
zékladnt dlohu. Druhy - #(T) = x7 - pripustné variacné krivky budi spliat 6z(0) = 0
a 0z(T) > 0. Pomocou variaénych kriviek spliiajicich dz(T) = 0 odvodime Eulerovu
rovnicu. Pre ostatné variacné krivky spliiajice dz(T) > 0, za susedné volime iba #+ed,
kde £ > 0. Potom F(g) < F(0) pre € > 0 dost malé a teda F'(0) < 0. Dalej analogicky
ako v tlohe s volnym koncom.

Vseobecné riesenie Eulerovej rovnice je v tvare 2(t) = 112 + c1t + ¢, §(t) =
itz + c3t + ¢4, ide o globalne minimum.

RieSenie: 2(t) = t* — 2, ide o globdlne minimum.

Névod: Postupujte analogicky ako pri dokaze uvedenom v casti . Variac¢né
krivky dz(.) vSak budu splnat iba vlastnost dz(0) = 0, pricom 0x(7") bude volné.

Riesenie: 2(t) = 3t* — 2t, ide o globdlne minimum.
Riesenie podmienok PPM: a(t) = —1, &(t) = 10 — 2t, T = 5.
RieSenie podmienok PPM: 4(t) = —1, #(t) =10 —2t, T =5

RieSenie podmienok PPM: 4(t) = 3¢!, 2(t) = ————



RieSenie:

2
() = /=t—1
w’(t) S L
23 t?
() = (/== — —+1
= () \/;6 3 T
2t2
) = (/=— —t

Riesenie: 4(t) = 1, §(t) = yo a Z(t) je rieSenim stavovej rovnice
_ 1
z(t) = §u(ax(t) +byo), (0) = xo.

Navod: Vyuzite, ze vdaka podmienke transverzality a kladnosti oboch stavovych pre-
mennych mozno z adjungovanych rovnic ukazat, ze obe adjungované premenné sa kon-
Stantné.

Riegenie podmienok PPM: 4(t) = 1, 2(t) =4+, T = 1.
Riesenie podmienok PPM:
2(t) = Ae* + Be ™, a(t) = ¢(t) = 3Ae* — Be ™,
kde
G 1426
1+ 3e? C 14 3et

Névod: Odvodte systém linedrnych diferencialnych rovnic pre z a ¢ (premenni u vy-
jadrite z podmienky maxima) a tento systém vyrieste.

Riesenie podmienok PPM:

o J—1 pretelo,1
u<t>_{0 pre t € [1,2]

) j(t):{l_t pre t € [0,
1
Adjungovana premenna ma tvar

J2t—t*—1 prete]|0,1
() _{ 0 pre t € [1,2]

Pre tlohu (d) je riesenie v tvare

=1 pretel0,a) . _ Ja—t prete|0,a)
u(t>—{0 pre t € [a, 2] x(t)—{ 0 pre t € [a, 2]



RIESENIA ULOH

V tomto pripade ma adjungovana premenna tvar

2at —t> —a? pretel0,a

ult) = e

0 pre t € [a, 2]

a3
t.j. ¥(0) = —a® Hodnotovd funkcia v bode t = 0 je v tvare V(0) = —3 preto
dV(a) 2
o= A
0.4

Podmienka maxima a adjungovana rovnica sa nezmenia. Podmienka transver-
zality nedava dodato¢ni informéciu (¢(7") je volné) a podmienka stacionarity bude v
tvare

H(z(t), a(t),¢°,¢(t)) = &' (T)p(T) pre kazdé t € [0,T).

Ekvivalentna alternativa tejto formulacie je, Ze existuje konstanta K € R taka, ze
podmienka stacionarity je tvare

H(z(t),a(t),¢",¢(t)) = K pre kazdé t € [0,T]

a podmienka transverzality je v tvare

Oznacme HI[t] := H(t,&(t), a(t),°, ¢ (t)). Vyuzite, 7e

H[T) - H[f] = /T dgt[s] ds,

t

dH|t
pricom z podmienky stacionarity vyplyva, ze H[T| = 0. Pri vypocte vyuzite

adjungovant rovnicu a podmienku
OH(t, 2(t), a(t), v°, ¥(t))
du
ktora vyplyva z podmienky stacionarity.

Nutnd podmienka existencie pripustného nezadporného riadenia je ky <
koei(T_t).

V pripade B = ¢; = ¢ = 1 je rieSenie nutnych podmienok pre tlohu o
planovani vyroby nasledovné:

o Ak T € (0,2], potom

=0,



e Ak T > 2, potom

u(t) = 0, tel0,T—2)
S \it-T+2), te[lT—2,T)
0 0, tel0,T—2)
T = 2 _
£ _ T2y T2 T —27T)

V pripade T = 1 ma ucelova funkcia vyjadrujica celkové naklady pre riesenie
nutnych podmienok hodnotu % ~ 1,48, zatial ¢o pre plan rovnomernej vyroby by to
bolo az % V pripade T' = 3 ma tcelova funkcia vyjadrujica celkové nédklady pre riesenie
nutnych podmienok hodnotu % ~ 1,33, zatial ¢o pre plan rovnomernej vyroby by to
bolo az % ~ 1,83.

V pripade zahrnutia dodatoného ohranicenia na riadenie v tvare u € [0, 1]
do tlohy o planovani vyroby je riesenie nutnych podmienok nasledovné:

« AT < B, tloha nema ziadne pripustné riesenie.

e« AKT € [B,B—i—cl}, potom
Co

2 4
u(t) = {1+2€1t T, t€10,7)

1, telr,T]
tPcy _
x(t) — 4cq + (1 T)tu te [OaT)
t—T+ DB, telnT|
kde 7 = /(T — B)2.
1
C1
« Ak T > B+ —, potom
Ca
07 t e [0,7'1)
ut) = {(B=T+t)Z+3, teln,n)
1’ te [7_27T]
07 tc [O,Tl)
2
o(t) = (G2 -Gt 3, ten,mn)
t—T+ B, tG[TQ,T]
kde
7'1 = T f— B J— 27
(&)
o= T—B+2
(&)
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RIESENIA ULOH

Névod: Kedze matice A je Stvorcova a regularna (vdaka predpokladu neza-
pornosti determinantu), tak existuje jej Jordanov rozklad v tvare A = MBM !, kde
B je horné trojuholnikovd matica s vlastnymi ¢islami matice A (ozna¢me ich A\; a \)
na diagondle a M je regularna matica. (Pokial st obe vlastné ¢isla matice A rozne, ide
o klasicky spektralny rozklad.) Pre determinant matice A preto plati:

det(A) = det(MBM ™) = det(MM ™). det(B) = M\ As.

Dokoncenie je priamociare. Tvrdenie mozno rozpisat aj pomocou charakteristického
polynému.

Riesenie podmienok PPM je v tvare

a(t) =1,
2t)y=e"a+1) -1,
1/}(t) = _et_,f)
Tem !
2

10.31| Pripad ¥° = 0 moZno vylucit z podmienky transverzality a z podmienky, Ze
multiplikdtory 1° a 1) nemozu byt zaroveii nulové. Kandidat na optimélne riadenie je
v tvare

a(t) =DIS — S 4 <

o o

al

Vlastnosti u:

Ak S — % >0, tak @ rastie.
Ak S — % <0, tak @ klesd.
Ak § — % =0, tak 4 = % je konStantné.

Ozna¢me adjungovanu premennu prislichajicu k stavovej premennej = ako
1 a adjungovani premennu prislichajicu k stavovej premennej y ako p. Ozna¢me dalej

1 a
=T+ -In(1-2).
T +bn< b)

Z predpokladu a > b vyplyva, ze 7 < T. Mozeme teda rozlisit dva pripady: 7 < 0

a1 € (0,7). V prvom pripade je rieSenie podmienok PPM (riadenie a adjungované
premenné) v tvare

at) =0, t e 0,7,
b(t) = 11) (1=, teo,1),

p(t) =1, t €[0,T].
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V druhom pripade je rieSenie podmienok PPM v tvare
o~ J1 tefo,7)
() = {0 telrT]
L7 [0,7)
(o) véim
u(t) =1, t€[0,T].

10.5l| Podmienka maxima a adjungovana rovnica zostani rovnaké ako v standard-
nej ulohe, podmienka transverzality bude prazdna. Podmienka stacionarity bude v
tvare

H(t, &, 0,¢°,¢) = ¢/(T)y°
pre kazdé t € [0,77].

Plati V(0,z0) = 7% + 2T a ¢(t) = T — t, preto
Hodnotova funkcia je
4
(—br + /0?2 + ;) e "a?
a optimélna spatna véizba je

1 4
u = -3 (—br—i— \/627“2 + ba) T.

Navod: Vyuzite, ze z dovodu nezapornosti tcelovej funkcie musi platit ¢ > 0.

113 Ndvod: Z RDP pre danii tilohu za predpokladu V (¢, z) = 2T W (t)z je mozné
ukézat, Ze prava strana nadobtida minimum pre u = —R™ BT Wz. Dosadenim tohto
vyrazu spat do RDP dostaneme Riccatiho diferenciadlnu rovnicu, ktora je uvedend v
zadani.

Lagrangeova funkcia je v tvare

L=y s+ (@ +u) + (1 —w) + po(1l +u) + p3(2 — 2 —u).

OV(O, ZE())

org $(0) =T.

V(z,t) =

N | —

Podmienka regularity je splnend, lebo ziadne dve ohranicenia nemozu byt zaroven
splnené na nejakom netrividlnom intervale. Podmienka 1 # 0 vyplyva z toho, Ze
tloha ma volny koniec. Riesenie uvedené v bode (v) zadania splita podmienky PPM
spolu s ¢¥° = 1, s adjungovanou premennou

b(t) =

— 7t_
{2(2 n2)e" —1, akte[0,In2) (17.57)

1—t, ak t € [In2,2]
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a s multiplikatormi

P(t), akte0,In2)
pua(t) { 0, ak t € [In2,2]

pa(t) = 0 pre t € [0, 2]

0, akte[0,In2)
pa(t) = {¢(t), ak t € [In2,2]

Riadenie a odozva spliiajice podmienky PPM je v tvare
-1, aktel0,?)
“(t)_{ 1, akte[32

_J1—t, akte]0,3)
x(t)_{t—l ak ¢ € [3,2]

RieSenie Casti a) je 7' = 2, pri¢om riadenie je 4(t) = 1 na [0,1) a a(t) = —11
a [1,2]. V pripade ¢asti b) plati

A 1
T =a5+2 5(3:%)2 + a3},

. -1, ak 0 <t <af+/5(23)? + xf,
ift) = e

1, akad+/5(z3)? +af <t

(a) Néavod: Ukézte, ze hodnota tcelovej funkcie je v kazdom pripustnom
riadeni rovné jednej. (b) Navod: Ukazte najprv, Ze pre kazdé optimdlne riadenie je
prislusné ¢ konstantné a nasledne, ze ¥ + ¢ = 0.

5.6 (a) Singularne riadenie: u(t) = 0, jeho odozva: z(t) = 0.

1
Singuldrne riadenie: u(t) = 2 jeho odozva: z(t) = 5.

Podmienky PPM maju riesenie, ktoré je zaroven pripustnym riesenim, iba
pre r € (0,1). V takom pripade je riadenie u(t) = 1 (t) = zo(r — 2)e" V" a odozva
2(t) = 2oeT 1,
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Priloha A: Zhrnutie podmienok
Pontrjaginovho principu maxima pre
vseobecnu ulohu na konecnom
casovom horizonte

Formulécia tdlohy (U):

max /OT Ot o), u(t)) dt + @(x(T),T), T je voIné alebo pevné
I(t) = f(t>x(t)vu(t))7

z(0) = xo,
2(T) € C:={xz|g(=(T),T) = 0,h(z(T),T) = 0},
u(t) € U, pre kazdé t € [0,T].

Predpoklady na data:
e« T'>0,UCR™,
e fORXxR*"xR™ =R, f9eC,
e f:RxR*"xR™ R feCl,
e p R"xR =R, pe (C?
e g:R"xR =R geCH,
e h:R*"xR —=R", heCl

Podmienka regularity (PR) v (2,7):

Gradienty funkcii g;,7 = 1, ...[, podla (x,t) v bode (i,T)
e )

polu s gradientmi aktivnych
ohraniceni funkcif h;,j =1,...,r, podla (x,t) v bode (£,T')

S
T) st linearne nezavislé.

Hamiltonova funkcia:
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PRiILOHA A

Pontrjaginov princip maxima:

Nech @ (t), t € [0,7], je optimalne riadenie pre tlohu (U) a nech Z (t) je jeho odozva.

A A

Nech v bode (2(7"),T") je splnena podmienka regularity (PR). Potom existuje konstanta
¢ € R, pre ktorti plati ¢° = 0 alebo ¢* = 1 (resp. ¢° = —1 v pripade tlohy na
minimum), spojitd funkcia 1 (¢) : [0,7] — R", vektor x € R’ a vektor A € R", také, 7e

plati:
(a) nenulovost multiplikatorov:

(W, (1)) #£ 0, Vte[0,T)], resp. ekvivalentne (¢°, x, \) # 0,

(b) podmienka komplementarity:
A>0, Ah&(T)) =0,

(c¢) podmienka maxima:

H(&(t), a(t), ¢, (1)) = max H(&(t), u, ¢, (1)), V¥t € [0,T],

(d) adjungované rovnica:

) = (aH(t,f(t), g;t),w ,W))) |

(e) podmienka transverzality:

(PK)

(PM)

(AR)

() = (Ww ) (W)TX+ (W)A +T)

ox ox ox

(f) podmienka stacionarity, ktorej tvar zavisi od typu ulohy nasledovne:
o ak je uloha autonémna E}a T je volné:
H(t,2,0,9°,4) =0
o ak je uloha autonémna a T' je pevné:

H(t,#,4,¢° 1) = konstanta

o ak je uloha neautonémna a 7' je volné:

orT

H(t,-%,aaw()?w) |t:T: B ( (9T

orT

T

090(53(T)7T)> wo_(ag<:%<:f>,f>>TX_<ah<a%<T>,

T

)) N

1Uloha (U) je autonémna, ak vsetky funkcie f0, f, ¢, g, h vstupujtice do zadania tlohy nezavisia

explicitne od casu.

174



Priloha B: Elementy z teorie
diferencidlnych rovnic

Formula variacie konstant

Riesenie viacrozmernej rovnice @(t) = A(t)x(t) + b(t) prechadzajice bodom (to, zo) je

v tvare .

x(t) = O(t,to)xo + [ P(t,s)b(s)ds

to
kde ®(t, s) je tzv. matica prechodu, t.j. (¢, s) = ®(t)®(s)~!, kde ®(¢) je fundamentalna
matica rieseni rovnice (t) = A(t)z(t).
Riesenie pre niektoré Specidlne pripady:

o V pripade jednorozmernej diferencialnej rovnice:
(t) = a(t)z(t) + b(t), x(to) = xo

je rieSenie v tvare

t t t
x(t) = :Eoefto Wt [T et b(s)ds.
Jto

o V pripade jednorozmernej diferencidlnej rovnice:
&(t) = ax(t) + b(t), x(tg) = o

je riesenie v tvare
t
z(t) = 2oe®) 4 [ =) p(s) ds.

to

o V pripade jednorozmernej autonémnej diferencialnej rovnice:
i(t) = ax(t) + b, x(to) = xo

je rieSenie v tvare



PRiILOHA B

Klasifikacia stacionarnych bodov dvojrozmerného
systému obycajnych diferencialnych rovnic

Nech je dany systém dvoch autonémnych obycajnych diferencidlnych rovnic prvého
stupna
B(t) = f(a(t),y(1)),
) 17.58
i) = gle(t) y(1). T75%)

Dalej nech (2, %) je stacionarny bod tohto systému, t.j. f(Z,4) = 0 a g(&,7) = 0.

Oznac¢me vlastné ¢isla jakobianu systému (17.58)) v bode (Z,3) ako A; a Ay. Potom
za predpokladu ich nenulovosti pre charakter stacionarneho bodu plati:

%

=
NSNS

Obr. 17.1: Rozne typy stacionarnych bodov v pripade komplexnych hodnét vlastnych
¢isiel jakobianu.

o Ak su vlastné ¢isla realne a nenulové, mézu nastat tri pripady:

— ak st obe vlastné ¢isla zaporné, potom je (#,¢) stabilny uzol (stable node);
— ak su obe vlastné ¢isla kladné, potom je (Z, ) nestabilny uzol (unstable node);
— ak maju vlastné ¢isla opacné znamienka, potom je (Z,7) sedlo (saddle).
o Ak st vlastné &isla komplexné, opdf mozu nastat tri pripadyf] (vid Obr. [17.1)):
— ak je redlna cast oboch vlastnych ¢isiel zapornd, potom je (Z,7) stabilné
ohnisko (stable focus);

— ak je redlna cast oboch vlastnych ¢isiel kladnd, potom je (Z,§) nestabilné
ohnisko (unstable focus);

— ak je redlna c¢ast oboch vlastnych ¢isiel nulova, potom je (#,9) stred (center),
ktory je stabilny, ale nie je asymptoticky stabilny.

2Redlna ¢ast oboch vlastnych &isiel je vzdy rovnaka, lebo vlastné ¢isla st komplexne zdruzené.
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Priloha C: Diplomové prdace z
optimalneho riadenia

Pod vedenim autorky bolo v uplynulych rokoch obhajenych v studijnom programe
Ekonomicka a finan¢na matematika na FMFI UK viacero diplomovych prac, ktoré sa
zaoberaju spojitou tedriou optimalneho riadenia, alebo jej aplikdciou na rieSenie eko-
nomickych modelov. Tieto diplomové prace mozu slizit studentom s hlbsim zadujmom
o niektori z oblasti optimélneho riadenia aj ako vhodny dodato¢ny Studijny material.
Preto na tomto mieste uvadzame ich prehlad spolu s podrobnejsim popisom témy, kto-
rou sa zaoberaju. Viaceré z tychto diplomovych prac pokryvaji aj oblasti zahrnuté v
tychto skriptach a vo viacerych pripadoch boli vysledky tychto prac pri pisani skript
priamo pouzité. Sucastou detailnejsiecho popisu prac su preto aj referencie na tieto
skripta, ktoré sa na tieto vysledky vztahuju.

JANA STOROVA (2001): Ulohy optimélneho riadenia na nekonecnom casovom ho-
rizonte

Obsahom préace je prehlad formulacie nutnych podmienok PPM pre rozne typy tloh
na kone¢nom horizonte (autonémna a neautonémna uloha, uloha s pevnym c¢asom
aj s volnym casom, diskontovand tloha, Bolzova tloha). Hlavnym vysledkom préce
je odvodenie nutnych podmienok optimality pre autonémnu tlohu na nekoneénom
¢asovom horizonte vratane tlohy s diskontnym faktorom (pozri Vetu a Vetu[17.1]).

PavoL JURCA (2004): Ramseyho model ekonomického rastu ako tiloha optimél-
neho riadenia

Téato praca sa podrobnejsie zaobera vlastnostami optimalneho riesenia Ramseyho
modelu formulovanom na nekone¢nom horizonte. Cast vysledkov tejto prace je obsia-
hnutéd v Castiach a [17.4] Viaceré vysledky uvedené v préaci vSak nie si pokryté v
tychto skriptach. Ide najméa o analyzu rieseni pre velkd pociato¢ni hodnotu kapitalu v
pripade dodatoc¢nej podmienky na ireverzibilitu investicii, analyzu niektorych Specidl-
nych pripadov ucelovej funkcie, ako aj dokaz viacerych tvrdeni, ktoré su v ekonomickej
literature casto formulované bez dokazu.

ANNA KERIOVA (2005): Zbierka tiloh z optimdlneho riadenia

Obsahom préace je 39 riesenych prikladov, ktoré mézu slazit na lepsie precvicenie
sposobu aplikacie nutnych podmienok PPM na riesenie konkrétnych tloh. Ide prevazne
o jednoduchsie priklady z oblasti pokrytych kapitolami [[T]] az [11.4]
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VIKTOR LINTNER (2006): Model obchodovania s komoditami ako iiloha optimal-
neho riadenia

Praca sa zaobera modelom obchodovania s komoditami, ktorého jedna verzia je
sformulovand a rieSend v Priklade [10.1] Obsahom préce je vSak detailnd analyza via-
cerych verzii tohto modelu, ktoré zahinaji dva rdzne typy cenovej funkcie (lomeni a
skokovil) a viacero réznych parametrov, ktoré ovplyviiuji rieSenie modelu.

MICHAL STRELKA (2010): Zbierka tloh z optimélneho riadenia

Aj tato praca predstavuje zbierku tloh, ktora moéze posluzit na lepsie precvicenie
aplikacie nutnych podmienok. Na rozdiel od diplomovej prace A. Kériovej je vSak v
praci obsiahnutych 6 tloh, ktoré su zlozitejSie a predstavuju aplikaciu téorie optimal-
neho riadenia na ekonomické modely. Viaceré z tychto modelov st obsiahnuté aj v texte
tychto skript, a to v Ulohe (modifikdcia Nerlove - Arrow reklamného modelu), v
Ulohe m (dvojsektorovy model) a v Ulohach a (model efektivneho vyuzitia
zasob a produkcie).

MARIA GYURIANOVA (2011): Ulohy optimdlneho riadenia s ohraniceniami na
stavové premenné

Diplomova praca M. Gyurianovej sa podrobne venuje tlohdm s ohraniceniami na
koncovy stav a so zmieSanymi ohrani¢eniami na riadiace a stavové premenné, ktoré
si obsahom kapitoly . Aplikdcia nutnych podmienok PPM pre takéto tlohy je
ilustrovana na troch zlozitejSich ekonomickych tlohach, akou je napr. tiloha o opti-
malnej spotrebe v modeli s linearnou funkciou uzito¢nosti a podmienkou ireverzibility

investicii (vid Priklad [12.3]).

KATARINA MACKOVA (2011): Pouzitie Greenovej vety pri rieSeni spojitych tiloh
optimalneho riadenia

Praca skiima moznosti vyuzitia Greenovej vety pri rieSeni iloh optimalneho riade-
nia, ¢o presahuje ramec tychto skript. Aplikacia tejto metédy je ilustrovand na rieseni
viacerych modelov ekonémie, marketingu a z oblasti prirodnych zdrojov, a to na ko-
necnom aj nekone¢nom c¢asovom horizonte.

MICHAELA DOBRIKOVA (2016): Riesenie spojitych tiloh optimdlneho riadenia me-
todou analyzy fazovych portrétov

Praca sa zaobera kvalitativnou analyzou tloh optimélneho riadenia pomocou fa-
zového portrétu. Formuluje predpoklady na tlohy, ktoré vedu k pevnému bodu typu
sedlo. Exaktne dokazuje jednoznacnost rieseni v Ramseyho modeli ekonomického rastu
s konecnym casom. V tlohe o optiméalnej spotrebe ukazuje, Ze v zavislosti od vztahu
medzi irokovou mierou a diskontnym faktorom, mézeme ziskat rdzne typy pevného

bodu.
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