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Uvod

Techniky metéd vnatorného bodu (MVB) boli rozsirené v 60. rokoch minulého sto-
rocia vo forme bariérovych metéd (A.Fiacco, G.McCormick, [6]). Aplikovali sa na vSe-
obecné tlohy (nelinedrneho) matematického programovania (MP), ktorych dudlne vlast-
nosti neboli analyzované. Zakladna myslienka MVB spoc¢iva v tom, fe k danej (napr.
minimaliza¢nej) tlohe MP sa priradila trieda pomocnych perturbovanych tloh s tzv.
transformac¢nou bariérovou ucelovou funkciou. Minimum takejto funkcie leli vo vnutri
mnoliny pripustnych rieSeni pévodnej tilohy a na jeho nédjdenie molno poulit metédy
volnej optimalizdcie. NavySe, tieto transformacné funkcie st parametrizované paramet-
rom > 0, ktorym molno menit vahu kladent na bariérovy ¢len tcelovej funkcie. Preto
pre ;1 — 0 sa prislu$né minimé transformaénych funkcii buda blilif k minimu pévodnej
ulohy.

Teéria MVB zdovodiiovala existenciu a jednoznacnost minim perturbovanych tloh pre
vSeobecné ulohy konvexného programovania a vSeobecné bariérové funkcie. Bola doka-
zana len konvergenia presnych rieSeni a preto bola snaha riesif kald( transformovani
ulohu ¢o najpresnejsie. To vSetko sposobovalo zna¢né numerické problémy, nasledkom
¢oho v polovici 70. rokov zaujem o MVB utichol.

Linearne programovanie (LP), ako $pecidlne odvetvie matematického programovania, sa
vyvijalo plne samostatne a vysSie spomenuté techniky sa tu vébec nepoulivali. Sim-
plexovd metéda navrhnutd G.B.Dantzigom (1947) sa totil povalovala za spolahlivii a
vykonnil metédu na riesenie tloh LP.

Situacia sa zmenila v 70. rokoch po vzniku nového odboru, zaoberajiaceho sa vypoctovou
zlolitostou. V r. 1972 V.Klee a G.Minty [22] ukézali, le simplexova metdda nie je polyno-
mialna, dosledkom ¢oho vznikla snaha o alternativne pristupy riesenia tloh LP. Prvym
polynomialnym algoritmom na riesenie tiloh LP bol elipsoidny algoritmus navrhnuty v
r. 1979 L.Khachianom [21], ktory bol vSak pre belné ulohy pomaly.

Obrat nastal v r. 1984, ked N.Karmarkar predstavil svoj polynomialny algoritmus pre
ulohu linedrneho programovania [20], ktory vyulival nelinedrnu projektivnu geometriu.
O rok neskoér bola ukdzana formalna ekvivalencia medzi Karmarkarovym algoritmom a
klasickou logaritmickou bariérovou metédou aplikovanou na tlohy LP (P.Gill a kol. -
[8]). M. Wright [44] oznacila rok 1984 zaciatkom revolucie vniutorného bodu. Ukéazalo sa
totil, Te bariérovd metdda je pre niektoré tlohy rychlejsia ako simplexovd metéda a mole
jej konkurovat pri mnohych dalsich tlohach linedrneho programovania. M. Wright dalej
o tomto obdobi piSe: ”..revolicia vnutorného bodu nabrala hybnost a akcelerovala do
niekolkych smerov..”.

V druhej polovici 80. rokov sa zacali matematici zaoberat molnostami aplikicie novych
pristupov MVB aj na niektoré tlohy konvexného programovania. Takymito tlohami boli
aj ulohy kvadratického konvexného programovania a tlohy linearnej komplementarity.
Okrem algoritmickych otézok sa zacali skiimat aj teoretické otdazky MVB. Tykali sa
najmé centralnych trajektorii - hladkych kriviek rieSeni perturbovanych tloh, ktoré
maji mnohé geometrické vlastnosti ulitoéné pri analyze zlolitosti. V 90. rokoch autori
Y.E.Nesterov a A.S.Nemirovski [32] rozsirili skalu uloh konvexnej optimalizacie, ktoré
bolo molné algoritmicky riesit v polynomidlnom ¢ase. Metédy vnttorného bodu sa mohli



néasledne efektivne aplikovat na mnohé tlohy, ktoré boli dovtedy vypoc¢tovo neatraktivne.
Tak vznikli aj nové odvetvia matematického programovania, ako semidefinitné progra-
movanie, ¢i kénické programovanie.

Semidefinitné programovanie sa v poslednych rokoch stalo popularnym odvetvim mate-
matického programovania, pretole sa dalo aplikovat na neatraktivne tlohy, akymi boli
napr. optimalizacia vlastnych ¢isel. V 90. rokoch naslo SDP uplatnenie v tedrii riadenia,
Statistike a v kombinatorickej optimalizacii (vid. [2], [25]). Mnohé optimaliza¢né ulohy
z tychto oblasti sa daji priamo naformulovat ako tlohy SDP a potom efektivne riesit
pomocou MVB, alebo sa daji relaxovat pomocou SDP, ¢m sa ziskaju lepSie odhady,
ako pri relaxacii pomocou LP.

Ako sme ul spomenuli, centralna trajektdria mé vyznamné postavenie pri Studovani me-
t6d vnutorného bodu. Je analytickou krivkou vo vnitri mnoliny pripustnych rieseni a
”vedie” k optimalnemu rieSeniu na hranici. Mnoho algoritmov vnatorného bodu ”sleduje”
centralnu trajektdriu a preto je zdkladnym pojmom pri navrhovani a analyze algoritmov
linedarneho a nelinearneho programovania a tloh komplementarity.

V tejto préci sa Studuja vlastnosti centralnych a zvlast valenych centralnych trajekto-
rii v SDP. Vélena centralna trajektéria v LP sa d4 definovat podobnym sposobom ako
klasicka trajektoria v LP a to pomocou perturbovanych tloh s bariérovou ucelovou fun-
kciou. Aj vlastnosti klasickej trajektérie (a ich dékazy) plynule prechddzaji na valent
trajektoriu. Klasicka centralna trajektoria v SDP je zovSeobecnenim trajektérie v LP, no
pri definovani vélenej centrélnej trajektorie v SDP vznikaji problémy. Pri¢inou je fakt,
le prechod od klasickej k valenej centralnej trajektdrii v SDP je omnoho komplikovanejsi
a postupovat sposobom poulitym v linedrnom programovani, t.j. definovat vadhové barié-
rové funkcie, sa ukazuje ako zlolité. Preto existuje viac pristupov, ako dobre definovat
valent centralnu trajektériu v SDP. Nagim cielom v tejto praci je popisaf tieto pristupy a
pre jeden z nich poskytnif novy, zjednoduseny dokaz existencie valenej trajektérie. Dalej
podévame struény prehlad zékladnych vlastnosti klasickej a vélenej centréalnej trajekto-
rie v SDP, poukéleme na otvorené problémy v tejto oblasti a navrhneme tézy budicej
dizertacnej prace.

Kapitola 1 obsahuje oznacenia a definicie pojmov. Definované st tlohy SDP v Stan-
dardnom tvare, mnoliny pripustnych, ostro pripustnjch a optimalnych rieseni. Dalej st
uvedené vlastnosti tykajice sa duality a nutné a postacujice podmienky optimality.
Kapitola 2 hovori o klasickej centralnej trajektérii v SDP. Je ukézané, le za urcitych
predpokladov je molné dobre definovat centralnu trajektériu. Definovany je centrujici
systém a ukézané st dalSie vlastnosti centrdlnej trajektérie, ako analytickost a kon-
vergencia k optiméalnemu rieSeniu. V Kapitole 3 ukaleme, ako je definované centrélna
trajektoria v LP a ako z nej molno odvodif valent centralnu trajektériu v LP. Tiel st
sformulované vlastnosti centrélnej trajektorie. Kapitola 4 hovori o vélenej centralnej tra-
jektorii v SDP. St tu uvedené rozne pristupy skimania a definovania valenej trajektorie
v SDP. Pre jeden z pristupov uvddzame tiel novy zjednoduseny dékaz existencie vélenej
centralnej trajektorie. V Kapitole 5 podame prehlad doterajsich vysledkov a prislusnych
publikacii, tykajacich sa centralnych a zvlast valenych centralnych trajektorii v lineér-
nom a semidefinitnom programovani. Tiel navrhneme ciele budtcej dizertac¢nej prace.
Napokon Kapitola 6 obsahuje pomocné tvrdenia z maticovej analyzy, definicie pojmov



a niektoré dalSie vlastnosti ulito¢né pri spracovani tejto témy.



1 Notacia a definicie

Ozna¢me R, (R, R4+ ) mnoliny redlnych (nezédpornych redlnych, kladnych redlnych)
¢isel. Nech R"™ je vektorovy priestor nad R dimenzie n a R}, resp. R | podmnolina tych
vektorov z R™, ktoré maju vSetky zlolky nezdporné, resp. kladné.

Dalej ozna¢me S™ vektorovy priestor symetrickych matic dimenzie 7 = n(n + 1)/2. Na

S™ definujeme skaldrny sacéin ” e ” nasledovne

XeY =tr(XY), XeS"Yes"

Dalej ozna¢me S7 (57, ) podmnolinu kladne semidefinitngch (kladne definitngch) matic.
Poznamenéavame, le mnoliny S, S” | tvoria konvexny kulel. Pre X € S budeme pisat
X >0, pre X € S7, budeme pisat X - 0.

Majme dané matice Aq,..., A,,,C € S" a vektor b € R™. Potom tlohu

minyesn C o X
AjeX=b;, i=1,...,m, (P)
X*>0

nazyvame primarnou ulohou semidefinitného programovania v standardnom tvare s pre-
mennou X € S™ a tlohu

maxyegm by
>t Ay +8=C, (D)
S>>0

nazyvame dualnou tlohou semidefinitného programovania v Standardnom tvare s pre-
mennymi S € S,y € R™.
Oznacéme

P:{XGS"‘AioX:bi, i=1,...,m; XEO},
PO={XeS"|AjeX=b, i=1,...,m; X0}

mnolinu pripustnych, resp. ostro pripustnych rieSeni primarnej tlohy a

D= {(y,S) € R™ x S"
=1

iAiyi-l-S:C, SEO}y

DO:{(y,S)eRmxS” ZAiyi—FS:C, S>0}

i=1

mnolinu pripustnych, resp. ostro pripustnych rieSeni dudlnej tilohy. Nech p* je optiméalna
hodnota tlohy (P) a d* je optimélna hodnota tulohy (D), t.j.

p*=inf{CeX | X € P},

d* = sup{b"y | y € D},



pricom definujeme p* = 400 ak P = () a d* = —oco ak D = (). Oznacme
P*={XeP|CeX =p"},
D* = {y e DpTy = d*)
mnoliny optimélnych rieSeni primérnej, resp. dudlnej tlohy.

Veta 1.1 Slabd veta o dualite.
d* <p".

Veta 1.2 Veta o dualite.
a) Ak DO # 0, tak d* = p*. Navyse ak je hodnota p* konecénd, tak primdrne optimum sa
nadobida, t.j. P* # 0.
b) Ak P° #£ (), tak d* = p*. Navyse ak je hodnota d* konecnd, tak primdrne optimum sa
nadobida, t.j. D* # ().
¢) Ak PO # (,D° £ 0, tak d* = p* a P* # 0,D* #0.

Rozdiel C e X —bTy, resp. p* — d* budeme nazyvat dudlna , resp. optimalna dualna
medzera. Slabé veta o dualite hovori, le (optimélna) dudlna medzera je vldy nezaporna.
Veta o dualite hovori, le ak existuje vnutorny bod aspon jednej z uloh (P), (D), tak
optiméalna dudlna medzera je nulova.

Zrejme pre (X, y,S) pripustné plati

CeX—bly= (ZAiyﬁs) e X —bly=SeX.
i=1

NavySe z Désledku 6.4 vyplyva, Ie podmienka S ¢ X = 0 je ekvivalentnd podmienke
XS=SX=0.

Doésledok 1.1 Ak PO # (), D° # 0, tak (X,y,S) je optimdlnym riesenim (P), (D)
prdve vtedy, ked spliia systém

AZ.X:bZ izl,...,m
S Ay +S=C S=0 5. (1)
XS=0 X>0

Definicia 1.1 Ostro komplementdarne riesenie.
Riesenie (X*,y*,S*) dvojice uloh (P), (D) sa nazgva ostro komplementdrne, ak plati

X*+S* = 0.

Poznamka. Zatial ¢o v linedrnom programovani z existencie optimdlneho riesenia
vyplyva existencia ostro komplementirneho rieSenia, v semidefinitnom programovani
(rovnako ako v kvadratickom konvexnom programovani a v tlohach linedrnej komple-
mentarity) tato vlastnost nemusi byt splnena.



Pre skratenie zdpisu budeme v dalsom niekedy poulivat nasledovné oznacenia: nech

Aqy,...,A,, € 5" potom
A:S"— R™, AX)=(A1eX,...,A,, ¢ X),
A:R™ — 8™, Aly) =215 Ay
Pomocou operatora svec definovaného v Kapitole 6.3 utvorme maticu
svec(A1)T
A= : € R™ x R™.

svec(Ap,)T

Potom zrejme
A(X) = Asvec(X),
svec(A(y)) = ATy.

Teda systém (1) molme alternativne zapisat ako

AX)=b, X0,
Ay)+8=C, S>0,

XS = 0,
alebo
Asvec(X) =b, X =0,
ATy + svec(S) = svec(C), S =0,
XS =0.

(2)



2 Centralna trajektoria v SDP

V tejto kapitole ukaleme, le je za urcitych predpokladov molné dobre definovat cen-
tralnu trajektériu v semidefinitnom programovani ako mnolinu optiméalnych rieSeni per-
turbovanych tloh, resp. ekvivalentne ako mnolinu rieSeni perturbovaného systému. Uvi-
dime, e centralna trajektdria konverguje k optimalnym rieSeniam tloh (P) a (D) a je
analytickou funkciou parametra p > 0.

V dalsom budeme uvalovat platnost nasledujtcich predpokladov.

Predpoklad 1: Matice Aq,...,A,, st linedrne nezavislé.

Predpoklad 2: Existuje vntitorny bod primarnej tlohy aj vnatorny bod duélnej tlohy,
t.j. PO (0, D0 £ 0.

Predpoklad 1 zarucuje jednoznac¢ni koreSpondenciu medzi y a S na mnoline D. Predpo-
klad 2 je délelity pre aplikovanie metéd vntutorného bodu. Podla Vety 1.2 tiel zarucuje
existenciu rieseni tloh (P), (D) a to, e dudlna medzera je nulova. V skuto¢nosti Pred-
poklad 2 je dokonca ekvivalentny tvrdeniu, le existuji optimélne rieSenia uloh (P), (D)
a mnoliny optimalnych rieSeni P*, D* st ohranicené (vid. [41]).

2.1 Existencia centralnej trajektorie

Zvolme pevné p > 0 a definujme bariérové funkcie a k nim prisliachajtace ulohy:
®,(X) = CeX — plndet(X), X =0,

min ¢, (X)
AjeX =0, i=1,....m (P),
X >0
U,(y,S) = b"y + plndet(S), S >0,

min ¥, (y, S)
diti Ay +8=C (D),
Z > 0.

Tvrdenie 2.1 Ulohy (P),, (D), maji najviac jedno riesenie.

Dokaz. Z Lemy 6.2 vyplyva, Ie ®, je rydzo konvexna funkcia a tiel (s vyulitim
Predpokladu 1), le ¥, je rydzo konkévna funkcia na D°.
O

Veta 2.1 Pre kaldé p > 0 md dloha (P), jediné optimdine riesenie.

Dokaz. Z predchadzajiceho tvrdenia vyplyva, Ie staci ukazaf existenciu rieSenia
tilohy (P),. Pretole P° =£ 0, existuje

X0-0: A;eX’=p, Vi=1,2,...,m.



V tomto bode nadobtida funkcia ®, hodnotu ®,(X°). Definujme mnolinu
P(X?) = {X € P? | 2,(X) < 2,(X%)}.
Zrejme
argmin{®,(X) | X € P(X")} = argmin{®,(X) | X € P°}.

Teda sta¢i nam ukazat, le existuje rieSenie tlohy
min{®,(X) | X € P(X%)}.

Pretole funkcia ®,, je spojitd a mnolina P(X) neprazdna (X° € P(X?)), podla Weiers-
trassovej vety sta¢i ukazat, le mnolina P(X?) je kompaktna.

Dokéaleme uzavretost mnoliny P(X°). Nech {X"}22; C P(X?) a lim,,_,o, X" = X € S™.
Zrejme plati

A, eX"=b, Vi=1,....,m, Vn=1,2,... = A;eX=0b Vi=1,...,m

X"=0 Yn=12,..= X>0.

Pretole ®,, je spojita funkcia, je

lim @,(X") = &,(X)

n—oo

©,(X") < 2u(X%) = 2,(X) < 2,(XO). (5)
Zostéva ukézat, Te X = 0. Ak by X bola singuldrna, tak detX = 0 a In detX = —o0,
teda ®, by bola neohranicend, ¢o je spor s (5).
Dokaleme ohrani¢enost mnoliny P(X?). Predpokladajme sporom, Ie by P(X°) bola neo-
hranicena. P(X?) je zrejme konvexna mnolina, pretole je iroviiovou mnolinou konvexnej
funkcie. Z Lemy 6.3 dostavame, le

3X; € P(X%), Xy P(X%), X; —Xy-0, X1 — X5 #0:

(X! | Xt =X +t(X; — Xy), t >0} c P(X?)

a teda
3,(X"H <®,(X% Vt>o0. (6)

Pocitajme limitu
lim ®,(X") = Jim ®,(X; 41Xy — X3)) =

t—o0

= lim [C o (X1 + (X1 — X2)) — plndet(X; + (X1 — X3))] =

t—o0
wln det(X1 + t(Xl — Xg))>:|
t

:thm |:COX1—|-ZL/<CO(X1—X2)—

Oznacéme o det(X (X <
V(t):C.(Xl—XQ)—Iune( 1‘;( 1 2))




Teraz ukaleme, Te plati
0< tlim V(t) < o0. (7)

Oznac¢me pg(t) = det(X; + t(X; — X2)), ¢o je plyném stupna k. Pomocou L’Hospita-
lovho pravidla spocitame

/
t
g AR Pi(t)

= =0.
t—o0 t t—o0 pk(t)

Pretole DY # (), existuje (y°,S?) € D°. Matice X1, Xy sti pripustné a teda plati
Ce(X; - Xy) = <ZAiyf+So) o (X1 —Xy) =8 (X; —Xs) >0

pri¢om nerovnost vyplyva z Lemy 6.8. a teda je splnend nerovnost (7). Dostavame, le za
danych predpokladov je
lim ®,(X") = oo,

t—o0
¢o je spor s (6).
O
Pretole plati Predpoklad 1, podobnym sposobom sa dé ukézat platnost nasledujiceho
tvrdenia.

Veta 2.2 Pre kaldé 1o > 0 md uloha (D), jediné optimdlne riesenie.

Oznac¢me (X(u),y(1),S()) riesenie dvojice tloh (P),, (D),. Pretole pre kaldé p > 0
je toto rieSenie jediné, molme dobre definovat centralnu trajektériu.

Definicia 2.1 Centrdlnou trajektoriou nazjvame mnolinu

{(X(u),y(1), S(w)) | >0}

riesent preturbovangch uloh (P),, (D).

Poznamka. V tedrii metéd vnitorného bodu sa chipe centralna trajektéria ako
mnolina bodov, ale alternativne aj ako zobrazenie

fiRyy = SY xR xSY, f(u)=X(w),y(n),S(u)),

pricom z kontextu je zvycajne zrejmé, o ktory vyznam ide.

Veta 2.3 Nech pu > 0. Potom (X, 7, S) je optimdlne riesenie (P),, (D), prdve vtedy,
ked spliia systém
AjeX=by, i=1,....m,
it Ay +S=C, S >0, (8)
XS = 4, X = 0.

10



Dokaz. Nech X je optiméalne riesenie (P) u- Zostrojme Lagrangeovu funkciu tlohy
(P)u:

m
L(X,y) =CeX —pulndet X — ) yi(A; e X —b;),
i=1
pricom X € S%,,y € R™. Pretole (P), je konvexn4 tloha, X je jej optimalnym rieSenim
prave vtedy, ked existuje § € R™ tak, le
VXL(Xa g) = 07 vyL(Xa g) = 07

t.j. (s poulitim Lemy 6.4)

m
C—,U,X_l—zgiAi:O, A, eX -5, =0.
=1
Oznaéme S = /ff(fl > 0. Zrejme trojica (X, 7, S) spliia systém (8).
Teraz nech (7, S) je rieSsenim ulohy (D),,. Lagrangeova funkcia alohy (D), je definovana
ako

m
L(y,8,X) =b"y+pulndet S — X o () " Aiyi +S - C),
i=1
kdey € R™, S € S7.,X € S™. Pretole (D), je konvexn4 tloha, (7, S) je jej optimalnym
rieSenim prave vtedy, ked existuje X € S™ tak, le

vyzL(g7gaX) =0, 1=1,...,m, VSL(gvg’X) =0, VXL(y7S7X) =0
t.j. (s poulitim Lemy 6.4)

®|
pod
[ ]
>
I
\'O
I
3
=
“
|P—‘
>
I

=1

Teda trojica (7, S, X) spliia systém (8).
O

Désledok 2.1 Nech > 0. Potom bod (X(u),y(p),S(p)) je bodom centrdalnej tra-
jektorie prdve vtedy, ked sphia systém (8).

Désledok 2.2 Dudlna medzera pozdil centrdlnej trajektorie je rovnd

C e X(p) — b y(p) = X(u) o S(p) = tr(X()S(n)) = tr(ul) = np.

2.2 Dalsie vlastnosti

Nech

/\/:{(X,y,S)eS"mexS" A eX=0Yi=1,2....m ZAiymuszo},

i=1

i=1

R = {(Al.X,...,Am.X,ZAZyZ’—{—S)GRmXSn XGSn,yERm,SGSn}
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Lema 2.1 XeS=0 VY(X,y,S) eN.
Dokaz. Nech (X, y,S) € N. Potom

m

XeS=Xeo(—> Ay)=-) (AieX)y =0.
i=1 1=1

Désledok 2.3 Nech Xy, Xy st pripustné pre (P) a (y1,S1), (y2, S2) st pripustné pre
(D). Potom
(X1 - Xg) L4 (S1 - Sg) = 0.

Lema 2.2 R = R™ x S™.

Dokaz. Z linearnej nezavislosti matic Aq,..., A,, vyplyva, fe ak z € R™ je lubovolny
vektor, tak existuje X € S™ tak, Ie A; @« X = z; Vi = 1,2,..., m (pozri maticovy zapis
(3), (4), zrejme h(A) = m). Nech Z je lubovolna symetrickd matica. Matice Aq,...,A,,

moélme doplnit na bazu S™ maticami A,,+1,...,As. Potom
m n m
Z=3 Awit Y Ajyi=) Ayi+S.
i=1 j=m+1 i=1
O

2.3 Ohraniéenost a konvergencia k optimalnemu rieSeniu
Veta 2.4 Nech i > 0. Potom je mnolina
{(X(w), y(1),S() | 0 < p < i}
ohranicend.
Doékaz. Nech X° € P (3°,8%) € D). Potom podla Dosledku 2.3 Vu € (0, fi):
(X0~ X (1)) » (S — S(u)) = 0.
Z toho
X(1) oS +8(1) e X? =X S + X (1) @S(1t) < X% 08 +nji:=.

Teda mnolina
{(X(w),S(w)) [0 < < i}
je podmnolinou mnoliny

{(X,8) | X =0,S=0,XeS"+SeX’<n},

ktord je podla Dosledku 6.2 ohrani¢end. Predpoklad 1 ndm vSak zabezpecduje jednoznacnii
korespondenciu medzi S(u)) a y(u) a teda aj mnolina {(X(u),y(1),S()) | 0 < p < i}
je ohranicena.
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Veta 2.5 Nech pp > 0, Vk = 1,2,..., limg_.o pur = 0. Potom existuje postupnost
{1k, 1521 vybrand z {pi}2 | takd, le postupnosti

{X(/’Lki)}?il7 {y(uki)vs(ﬂk‘i)}?il

konverguju k optimdlnemu rieseniu, teda

kde X* € P*, (y*,S*) € D*.

Dokaz. Z Vety 2.4 mame, Ie existuje ohranic¢ena postupnost {(X (1), y(1x), S(1r)) 1221,
t.j. vieme vybrat konvergentntt podpostupnost {(X(u, ), y(pr, ), S(pk,;)) 52, takd, e plati
(9). Pretole (X (pr, ), y(1x; ), S(ik, ) vyhovuja systému (8), limitnym prechodom v prvych
dvoch podmienkach dostavame, le (X*, y*, S*) je pripustné rieSenie. Z tretej podmienky
vyplyva
X*S* = lim X(p,)S(p,) = lim pu, I =0,
1— 00 1— 00

¢o znamend, le trojica (X*,y*, S*) optimalnym rieSenim uloh (P), (D).
O

2.4 Symetrizacia podmienky komplementarity XS =0

Metédy vnutorného bodu pre riesenie uloh semidefinitného programovania suvisia
s hladanim rieSenia systému (1) resp. (8). Problém spésobuje fakt, fe matica XS vo
vSeobecnosti nemusi byt symetrické, hoci X € S™, S € S™. Preto sa podmienka XS =0
zvykne nahradzovat ”symetrizovanou” podmienkou, ktora je s iou ekvivalentné. Jednou
z nich je tzv. AHO-symetrizacia (podla [3]):

XS +SX

0 10
y (10)
Existuje vSak mnolstvo dal§ich symetrizacii matice XS, ako napr.

11 1.1
1 1 X282 +S2X2
X2SXz2

2 3, 5

a iné, ktoré vyulivaju rozne numerické rozklady matic X, S (pozri [30], [31]).

2.5 Centralna trajektoria ako analyticka funckcia p > 0

Nahradme podmienku komplementarity v systéme 8 symetrizovanou podmienkou:

A;eX=0b, i=1,...,m,

>t Awyi+8=C, S >0, (11)
XS +SX
==l X = 0.
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Ako sme spomenuli, centralnu trajektériu molme chapat ako zobrazenie premennej .
Ukéaleme, Te centralna trajektéria je analyticka krivka na mnoline P% x D°. Ako uvidime
dalej, tato vlastnost vyplynie z Vety o implicitnej funkcii ([23], str. 46).

Veta 2.6 Veta o implicitnej funkcii.
Nech g : R"™% — R® je analytickd funkcia premennigch w € R" a z € R® takd, le

1. existuje (w,z) € R™™* také, le g(w,z) =0,
2. Jacobiho matica zobrazenia g vzhladom na premenni z je reqularna v bode (w, z).

Potom existuje otvorend mnolina O(w) € R" obsahugica w, otvorend mnolina O(z) €
R? obsahujuca Z a analytickd funkcia

takd, le f(w)

zZa

Uvalujme maticu A definovani v Kapitole 1 (pozri (3),(4)). Poznamenavame, le
vdaka Predpokladu 1 plati A(A) = m. Potom systém (11) molme napisat aj v tvare

Asvec(X) = b,
ATy 4 svec(S) = svec(C),
2(XS + SX) = 4l

Zrejme plati (pozri Kapitola 6.3)

1 1
§svec(XS +SX) = Esvec(IXS + SXI) = (S * I)svec(X),

resp.
1 1
§svec(XS +SX) = §svec(XSI +ISX) = (X * I)svec(S).
Teda podla (27) Jacobiho matica systému (11) je
A 0 0
J=| o AT I
SxI 0 XxI

Tvrdenie 2.2 Nech X > 0,S > 0. Potom Jacobiho matica systému (11) je regu-
larna.

Dokaz. Upravami Jacobiho matice dostavame

A 0 0 A 0 0 —(XxI)"Y(S«I) AT o0
0 AT I ~ 0 AT T |~ A 0 0
SxI 0 X«I (X+xI)7}S«I) 0 I 0 AT 1
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a teda J je reguldrna prave vtedy, ked

< _(X*Igl(S*I) AOT ) (12)

je regularna. Pretole podla Lemy 6.9 st matice X x I, S x I kladne definitné a teda
reguldrne, je matica (X xI)~!(S « I) regularna. Utvorme Schurov doplnok tejto matice
v matici (12):

AX+I)"H(S+T)AT.

Pretole A mé4 maximéalnu hodnost, je to reguldrna matica a teda podla Vety 6.2 je aj J
regularna.
O

Uvalujme teraz zobrazenia A, resp. A definované v (2) a funkciu
F:S"xR"xS8"xR—R"xS8"xS"
premennych X, vy, S, u, definovant
AX)=b

FX,y,8,u)=| A +8-C
(XS +8X) — uI

Zrejme funkcia F' je analytickou funkciou.

Veta 2.7 Centrdlna trajektoria

fome (X (), y(w), S(w))
je analyticka pre p > 0.

Dokaz. Nech po > 0 je Iubovolné. Uvalujme funkciu F' definovani vyssie. Z Viet
2.1, 2.2, 2.3 vyplyva, le existuje rieSenie

(X(10), ¥(10), S(10)), X(p0) = 0, S(po) = 0

systému
F(X7y7 Sa MO) =0

a Jacobiho matica v tomto bode je podla Tvrdenia 2.2 reguldrna. Méleme poulit Vetu
o implicitnej funkcii a dostavame, le existuje otvorend mnolina O(X (o), y(10), S(10)),
otvoreny interval Z(uo) C R4+ a analytickd funkcia

[ Z(po) — O(X (o), y(0), S(po))
taka, le
f(ro) = (X(#0), y(10), S(k0))

F(f(u), ) =0 Y € I(po)
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Zrejme bez ujmy na vSeobecnosti moleme predpokladat, Te O(X(uo),y(1o), S(io)) C
S%. x R™ x S7.,. Keby totil pre nejaké p > 0 bola matica X(yu) alebo S(u) kladne
semidefinitnd a singuldrna, tak by aj matica X (u)S(u) + S()X (1) bola singulérna, ale
to je spor. preto musi byt

X(p) = 0, S(u) = 0.

Z jednoznacnosti rieSenia systému (11) teda vyplyva, le

f(u) = (X(w),y(1),S(r) Vi € I(po).
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3 Valena centralna trajektéria v LP

Centralna trajektdria bola najskér skiimana v linedrnom programovani a jej vlast-
nosti st tu velmi dobre popisané a analyzované ([1], [10], [12], [16], [43]). Tieto vysledky
sa stali motivaciou pre definovanie centralnej trajektdrie a overenie jej vlastnosti v semi-
definitnom programovani, ktoré sme uviedli v predchadzajicej kapitole. Definicia cen-
tralnej trajektorie v semidefinitnom programovani, tvrdenia tykajice sa jej existencie,
jednoznacnosti a stvisu s centrujicim systémom a ich dokazy st analégiou prislusnych
tvrdeni v linedirnom programovani. V LP v8ak boli dokdzané i mnohé dalsie tvrdenia o
centralnej trajektdrii a pojem centralnej trajektdrie bol zovSeobecneny na tzv. valen
centralnu trajektériu, ktord mé velky vyznam pri analyze konvergenénych vlastnosti
algoritmov. Tu ul zovSeobecnenie z linedrneho programovania na semidefinitné nie je
zrejmé a priamociare a v literature sa vyskytli r6zne pristupy.

Aby sme mohli byt konkrétnejsi, popiSeme najskor centralnu trajektdriu a jej vlastnosti
v linedrnom programovani a ukaleme jej zovSeobecnenie na valeni centralnu trajektériu.
Majme dant dvojicu tloh linedrneho programovania:

mingepn ¢! x
Azx=0b (LP),
x>0

maxyegm by
ATy +s=c (LD),
s>0

kde c € R", A € R™*" b € R™ m < n. Oznafme
PY={xc R"| Az = b,z > 0}
mnolinu ostro pripustnych rieSeni priméarnej tlohy a
DY = {(y,s) e R" x R" | ATy +s5s=r¢,5 >0}

mnolinu ostro pripustnych rieSeni dudlnej tlohy. Predpokladajme, e plati
Predpoklad 1: h(A) = m.

Predpoklad 2: P9 £ (), DY £ (.

Predpoklad 1 zabezpecuje jednoznacni koreSpondenciu medzi premennymi y a s na
mnoline pripustnych rieSeni duélnej tlohy. Predpoklad 2 je délelity pre budovanie teérie
met6d vniatorného bodu a je ekvivalentny tvrdeniu, le existuje rieSenie tloh (LP), (LD)
a mnoliny optimalnych rieseni tloh (LP),(LD) st ohranicené.

Definicia 3.1 RieSenie (x*,y*, s*) dvojice uloh (LP),(LD) sa nazgva ostro komple-
mentdrne ak plati * + s* > 0.

Definujme bariérové funkcie a k nim prislichajtce tlohy:
n
fu:RY, — R fu(x):ch—,uZlnxi,
i=1
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minxeRn fu(.%')
Az =1» (LP),
z>0

n
gu: R" xRy, — R Qu(y,s):bTy+HZhl5i,
i=1

maXyecRm scR" gu(x7 3)
ATy+s=c (LD).
s>0
Veta 3.1 Pre kaldé pn > 0 maji dlohy (LP), a (LD), jediné optimdine riesenie.

Oznacme (x(p),y(1), s(n)) riesenie dvojice tloh (LP),, (LD),. Teda molme dobre
definovat centralnu trajektériu nasledovnym spdsobom.

Definicia 3.2 Centrdlnou trajektoriou v linedrnom programovani nazyvame mno-
linu
{(@(), y(w), s(w)) | >0}

riesent perturbovangch tloh (LP),, (LD),, resp. zobrazenie

¢:R— R"x R™" xR, ¢(u) = (x(w),y(n), s(1))-

Veta 3.2 Pre kaldé > 0 je (x,y,s) riesenim dloh (LP),, (LD), prdve vtedy, ked
spliia systém

Az =b, >0,
ATy+s=e¢, s>0,
Xs = pe,

kde X = diag(z) ae=(1,1,...,1).
Veta 3.3 Centrdlna trajektoria je analytickou funkciou p > 0.
Veta 3.4 Nech i > 0. Potom je mnolina
{(@(),y(w), s(w)) | 0 < p < i}
je ohranicend.

Veta 3.5 Centrdlna trajektoria md limitné body pre p — 0 a kaldy jej limitny bod
je ostro komplementdrnym riesenim.

Pojem centréalnej trajektérie molno lahko zovSeobecnif na pojem véalenej centralnej
trajektorie a to nasledovnym spésobom. Nech w € R™, w > 0. Definujme opiit bariérové
funkcie a k nim prislichajice bariérové ulohy.

fi tRiy — R f;f(m):cT:U:uZwilnmi
1=1
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minge gr fﬁ)(x)
Az =50 (LP)}/
x>0

n
gu:R™xRI, - R g¥y.s)=bTy+p> wins,
=1

maxyepm sern gy, (2, 5)
Aly+s=c (LD);:.
s>0

Potom ak plati Predpoklad 1 a 2, tak pre kaldé ;1 > 0 a w € R}, existuje jediné rieSenie
tloh (LP)}, (LD)}; ateda modlme dobre definovat valent centralnu trajektériu. Oznacme
(2w (), Yuw (1), sw(p)) riesenie dvojice tiloh (LP)j, (LD)};.

Definicia 3.3 Nech w € R . Mnolina

{(@w (), v (1), sw(p)) | > 0}

sa nazyva w-vdlenou centrdlnou trajektdriou.

Bod (z,v,s) je bodom centralnej trajektérie prave vtedy, ked spliia systém

Az =b, x>0,
ATy+s=c, s>0,
Xs = pw.

Vlastnosti centralnej trajektorie v linedrnom programovani, kroré sme spomenuli vyssie
prechddzaji aj na valent centralnu trajektériu a ich doékazy st jednoduchou analdgiou
prislusnych dékazov pre klasicki trajektériu. Dalsie vlastnosti molno najst v [10].
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4 Vialena centralna trajektéria v SDP

4.1 Rozne pristupy sktimania valenych trajektorii v SDP

Ako sme videli v Kapitole 3, v linedrnom programovani molme pojem centralnej tra-
jektérie Tahko rozsirif na pojem véalenej centralnej trajektérie. Mohli sme totil zostrojit
vahové bariérové funkcie a k nim prislichajice tlohy. Poulitie tohto postupu v semidefi-
nitnom programovani sa ukazuje ako velmi komplikované. Preto sa zacali skiimat rézne
iné molnosti definovania valenej centréalnej trajektérie v SDP. Jedna z molnosti, ako po-
stupovat, vyplyva z faktu, le centralnu trajektériu (v linedrnom programovani) molme
definovat ako mnolinu rieSeni perturbovanych tloh s bariérovymi tcéelovymi funkciami
ale aj ako mnolinu rieseni perturbovanych systémov pre p > 0.

Centralna trajektoria sa sktima cCastejSie pre tlohy linearnej komplementarity. RiesSit
tlohu linedrnej komplementarity znamend riesit systém, ktory mole byt chdpany aj ako
systém Kuhn-Tuckerovych podmienok nejakej konvexnej tlohy. Za dodatoénych pred-
pokladov, néjst rieSenie primérno-duédlnej dvojice optimaliza¢nych tloh znamené néjst
rieSenie Kuhn-Tuckerovych podmienok.

Jeden z prvych pristupov skiimania valenej centrélnej trajektérie (v semidefinitnych
ulohéch linedrnej komplementarity) bol zaloleny na tedrii maximélnych monoténnych
zobrazeni (pozri [37], [38], [24]). Autori tu predstavili tlohu komplementarity na sy-
metrickych maticiach, sktimali jej vlastnosti a navrhli metédy vnatorného bodu na jej
rieSenie.

Novy pristup, zaloleny na teérii lokdlne homeomorfnych zobrazeni v nelinedrnej ana-
lyze, zvolili autori Monteiro, Pang, ktori rozsirili svoju pracu o zmiesanych tulohach
komplementarity [29] na tlohy komplementarity na symetrickych maticiach a aplikovali
vysledky na tlohu semidefinitného programovania [30]. Na tuto pracu navizuje [31], kde
sa Studuju vlastnosti zobrazeni, ktoré st ulitoéné na charakterizovanie centralnej tra-
jektérie tloh komplementarity nad kulelom kladne semidefinitnych matic a stuvisia so
symetrizaciou rovnice komplementarity spomenutou vyssie. Centralna trajektéria je tu
chapana ako mnolina {(X(u),y(u),S(x)) | © > 0} rieSeni systému

AjeX=b;+ulb;, i=1,...,m,
Z?il Azyz +S=C +,LLAC, S >~ 0, , (13)
H(X,S) = uW, X - 0.

kde Ab € R, AC € S™ st pevne zvolené, p € Ry, je parameter a W > 0 je vahova
matica. Podmienka H (X, S) = ¢W nahradza podmienku XS = pI v systéme (8). Autori
uvaluji okrem $tandardnej AHO-symetrizacie, t.j. zobrazenia H(X,S) = XS + SX/2
napriklad aj funkcie
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kde Lx je dolny Choleského faktor matice X, Ug je horny Choleského faktor matice S
a Y je jedina kladne definitnd matica také, le YXY = S (pozri Désledok 6.1). Neskor
v ¢lankoch [26], [27] autori Lu a Monteiro hovoria o limitnych vlastnostiach véalenych
centralnych trajektdrii asociovanych so zobrazeniami XS + SX, resp. X38X3.

Na préace [30] a [31] nadvizuja autori Preiss a Stoer v ¢lanku [34] a zaoberaju sa valenymi
centralnymi trajektériami suvisiacimi so zobrazenim XS + SX (AHO-symetrizacia). Ne-
zavisle od [26], [27] st dokazané tvrdenia stvisiace s analytickymi vlastnostami valenych
trajektorii, pri¢om v porovnani uvedenymi pracami je poulity podstatne jednoduchsi
matematicky aparat (napr. veta o implicitnej funkcii).

Napokon uvadzame pristup, ktory uviedli autori Sturm a Zhang v praci [39]. Vélené cen-
tralna trajektdria je tu najskor definovand, ako mnlina rieseni systému (13), pri¢om va-
hova matica W je uvalované ako lubovolna kladna diagonalna matica a H(X,S) = Axs,
pricom Axs je diagonalna matica, s vlastnymi ¢islami matice XS na diagonale. Autori
navySe ukdzali, le je molné dobre definovat valent centralnu trajektdriu pre fubovolni
kladne definitni maticu W.

4.2 Viéleny centrujuci systém.

V dalsom sa budeme zaoberaf valenymi centrédlnymi trajektériami, stvisiacimi so zo-
brazenim XS + SX. Inspirovani précou [33] sa budeme snalit podat ¢o najjednohuchsi
dokaz jej existencie. Ako sme ul spomenuli, metédy vnutorného bodu pre rieSenie sys-
tému (1) zvycajne suvisia s trajektdriou rieeni systému (11). Takato trajektéria sa
zvykne nazyvat pripustné, pretole rieSenia systému (11) sa nachadzaju vo vnutri mnolin
pripustngch rieseni, t.j. v P°, D°. V dalsom budeme sktimat situdciu, ked ostro pripustné
rieSenia (1) neexistuji (alebo st neznédme). Pritom budeme uvalovat, le st splnené na-
sledovné predpoklady:

Predpoklad 1: Matice Aq,...,A,, st linedrne nezavislé.

Predpoklad 2: Existuje riesenie systému (1).

Pripomenieme, Ie Predpoklad 1 zabezpecuje jednozna¢nii kore§pondenciu medzi premen-
nymi y a S na D°. Predpoklad 2 hovori, le existuje také riesenie dvojice tiloh (P), (D),
ktoré spliia vlastnost silnej duality.

Namiesto systému (11) sa teraz budeme zaoberat systémom

Ao X =b;+ ulb;, i=1,...,m,

XS 48X
XSISX_w, x-0

kde Ab e R™, AC € S™ a W je vahova matica. Najskor definujeme mnoliny vhodnych
perturba¢nych vektorov Ab a perturbaénych matic AC. Potom, pri pevne zvolenom
Ab, AC sa budeme zaoberaf riesitelnostou systému (14) vzhladom na volbu parametra
© >0 a matice W.
Vsimnime si, Te ak pololime
Abl _ Az OXO —bi7
Ho
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it Ay +8°-C

Ho '
pre nejaké pevne zvolené X% = 0,49, 8% = 0 také, Ie X080 + SOXO ~ 0 a ug > 0, tak
systém (14) m4 rieSenie minimalne pre = g a W = W0, kde

AC =

XS0 4 X080
2410

WO

a to trojicu (X°,4°,S9).
Pre Iubovolné p > 0 definujme mnolinu

1 m
M(M): {_(Al.X_b“""Am.X_bmazAiyi+S—C)ERmXSn
K i=1

X +0,S+0,XS+SX>0,y€R"}

Tvrdenie 4.1 Nech p > 0. Potom M(u) je neprazdna konvexnd mnolina a plati

M(p) = M(p), kde

~ 1 m
M(M): {_(Al.X_bi7""Am.X_bm7ZAiyi+S—C)ERmXSn
H =1

X >0,S>0,y € R}

Dékaz. Zrejme mnolina M () je neprézdna a konvexné a plati M(p) € M(p).
Ukéleme, Te M () € M(p). Nech (Ab, AC) € M(p), t.j. existuje X € S™,y € R™,S €
S™ tak, Te

A;jeX =b,+ulb;, i=1,...,m,
St Ay +S = C+ uAC, (15)
X =0, S>0.

To znamen4, le existuje vnutorny bod dvojice tloh

(P) min{(C + uAC)eX ‘ A e X =b+pulb, i=1,...,m; X =0}

m
(D)  max{(b+ pAb)Ty ‘ ZAiyi +S=C+uAC; S =0}
i=1
a teda aj trajektoria rieseni perturbovaného systému
Ao X =b+ ulb;, i=1,...,m,

Yot Ay +S = C+ uAC,

XS =1,

X>0,S>0.

7 toho vyplyva, e existuju aj matice spliiajice (15) také, Ie XS + SX = 0.
O
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Tvrdenie 4.2 Nech po > 0. Potom ak (A\b, AC) € M(ug), tak (Ab, AC) € M(u) Vi €
(07,LL0>'

Dokaz. Nech p € (0,pu0) a nech (Ab,AC) € M(uo). To znamend, le existuje
(X0, 40,89 tak, le

AiOXOZbi—i-,u,()Abi, 1=1,...,m,
S Ayl + 8% = C+ pAC,
X%~ 0, S° 0.

Z Predpokladu 2 vyplyva, [e existuje pripustny bod (XP,y?, SP) uloh (P), (D), t.j.

AZ'.Xp:bi, izl,...,m,
Yt Ay +8"=C,

XP =0, SP = 0.
Polome
xzﬁxu(l_ﬁ)xp, y:ﬁyu(l_ﬁ)yp, szﬁsu(l_ﬁ)sp
10 110 10 10 10 10
Zrejme X >~ 0,S > 0aVi=1,...,m plati
AjeX =" A exX0+ <1—ﬁ> A; o XP = (b 4 poniby) + (1—ﬁ> bi = b; + u\b;
Ho Ho Ho Ho

m“:ﬁm.oo _ﬁm.z’ —
;Alyﬁs o (Z;Alyl i ) ! <1 Mo> (ZA@yZ +Sp>

i=1

= L(c+mac) + (1—ﬂ>czc+mc
Ho Ho

Oznac¢me
A;eX=0b;+ulb;, i=1,...,m,

S Ay +S =C+ puAC, (16)
X =0, S0, XS+8SX = 0.

Posledné tvrdenie ndm hovori, le ak mame dané parametre Ab, AC a vieme, le existuje
rieSenie (X, y,S) systému (16) pre nejaké p = pg > 0, tak tak existuje aj rieSenie tohto
systému pre kaldé u € (0, ug).

Uvalujme opéf zobrazenia A, resp. A definované v (2). Nech p, W, Ab, AC st dané
parametre a nech zobrazenie

F:58"xR"xS"— R™xS8"x 8"
je dané predpisom

A(X) —b— plb
F(u, W, 00, AC)(X,y,S) = | A(y)+S—C —uAC
(XS + 8X) — yW
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V dalSom budeme skuimat existenciu kladne definitnych rieSeni systému
F(p, W, b, AC)(X, y,8) = 0. (17)

Podobne ako v pripade pripustnej centréalnej trajektérie (pozri (3), (4), Kap.6.3 a Kap.
2.5) Jacobiho matica zobrazenia F' je

A 0 0

Jr = 0o AT 1
SxI 0 X«I

Tvrdenie 4.3 Nech X = 0,S > 0. Potom Jacobiho Jr matica zobrazenia F je
requldrna a teda homogénny systém

A 0 0 svecAX 0
0 AT I Ay =10 (18)
SxI 0 X=xI svecAS 0

ma jedin€ riesenie (AX, Ay, AS) = (0,0,0).
Poznamka. Systém (18) je zrejme ekvivalentny systému

_AAX) =0,
A(Ay)+AS =0,
1(AXS + SAX) + 1(ASX + XAS) = 0.

Dodkaz je rovnaky ako dokaz Tvrdenia 2.4.
O

V nasledujicej vete ukaleme, e regularita Jakobidnu nédm zabezpecuje jednoznac¢nost
rieSenia systému (14).

Veta 4.1 Ak existuje riesenie systému (14), tak toto riesenie je jediné.

Dokaz. Predpokladajme, fe existuju dve rozne riesenia (14) a ozna¢me ich (X1, 1, S1),
(X2,v2,S2). Pololme

AX =X — Xy, Ay =y1 — y2, AS =8; - Ss.

Zrejme plati

AAX) =0, A(Ay)+AS=0 (19)

X151 +S:1X; — X989 — SoXy = 0. (20)

Pocitajme
AXS1+S{AX+ASX+X1AS = 2(Xlsl+81X1)—(X281+81X2+X182+82X1), (21)
AXS9 +SoAX +ASX, +X5AS = —2(X282 + SQXQ) + (X281 +S1 X9 +X1Ss+ SgXl).
(22)
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Zo vztahov (20), (21), (22) dostavame, le

Zrejme X1 + Xo > 0a Sy + Sy > 0. Z Tvrdenia 4.3 a vztahov (19) a (23) dostavame, Ie
musi byt AX =0,Ay =0,AS =0.
a
Majme dané 19 > 0. Potom ak (Ab, Ac) € M(up), vieme zvolit W' tak, aby existovalo
rieSenie systému (14) pre u = pgo. Zafixujme dvojicu (Ab, Ac) € M(ug). Pre p > 0 a
W >~ 0 oznacme

(X, W), y (1, W), S (11, W))

rieSenie systému (14), ak existuje.

Tvrdenie 4.4 Nech pg > 0 a Wy = 0. Oznacme O(Wy) nejaké ohranicené okolie
W. Potom je mnolina

{(X(uaw)vy(/‘>w)7s(ﬂﬂw)) ‘ IS (0?M0>7W € O(WO)}
ohranicend.

Dokaz. Majme dané (Ab, Ac). Nech p € (0, p9) a W € O(W)) st [ubovolné také,
pre ktoré existuje rieSenie systému (14). Toto rieSenie ozna¢me (X, y, S). Z Predpokladu
2 mame, le existuje (X*, y*, S*):

m
A; e X* =, ZAiy;‘+s*:c, X*=0, S*=0, X*S*=0.

i=1

Nech dalej (X°,4°,S%) je riesenie systému (14) pre parametre p = g, W = Wy. Teda
plati

A o X0 = b+ pgAb, > Ay) +8°=C+ pAC, XS0+ 89X =2, W

i=1

Definujme
X0 X*

Ho SO Ho S*

< M>

Zrejme

AioX:ﬁAioX‘H—(1—ﬁ>AioX*:bi+uAbi, Vi=1,...,m
Ko Ho

S A+ §= (zAiy? +s0> e (zAiy? +s°> _ G unc
i=1 0/ \i=1

Ho \ 5=
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a teda
m

Aie(X=X)=0 > Ai(fi—u)+(S—8)=0.
i=1
Preto (X — X, 0 —vi,S — S) € NV, a podla Lemy 2.1 plati
(X-—X)e(S—S)=0.

Z toho X o
XeS+XeS=XeS+XeS <7,

pricom posledné nerovnost vyplyva z toho, le

2 2
XeS= <ﬁ> XO.SO+<1—ﬁ> X*-s*+ﬁ<1—ﬁ> (X% eS* + 8% e X*) =
Ho Ho Ho Ho

2

- <ﬂ> jotr(Wo) + - (1 - ﬂ) (X%eS* +8%eX*) < i tr(Wo) + (X eS* +S0eX*)
Ho Ho Ho

a

XeS=putr(W)<p,

lebo 0 < p < po a W patri ohrani¢enému okoliu Wy. Teda pre kaldé p € (0, uo) a
W € O(Wy) je mnolina bodov

{(X(IU’7W)7 S(IU,W)) | we (07M0>7 W e O(MO)}
podmnolinou mnoliny

{(X,S) X >0, S >0, XoS—i—XoSS'y}

ktord je podla Désledku 6.1 ohranicena. Predpoklad 1 nam zabezpecuje jednoznacéni
korespondenciu medzi y(u, W) a S(u, W) a teda aj mnolina

{(X(,u,W),y(,u,W), S(M,W)) | ®e (07/1’0>7 W e O(WO)}

je ohranicen.

a

Teraz ukaleme existenciu rieSenia systému (14). V dalsom budeme opét uvalovat (Ab, AC)
fixné. Uvalujme zobrazenie

G:S"XR"xS"xRxS" = R™xS"xS"

také, le
G(X,y,S, 1, W) = F(u, W, Ab, AC)(X,y,S).

Teda parametre u, W zobrazenia budeme povalovat za premenné zobrazenia G.
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Veta 4.2 Nech

¢:(0,1) — (0,) x Sy, o) = (u(t), W(D))

je spojitd cesta z ¢p(0) = (1(0), W(0)) do ¢(1) = (1(1), W(1)) a predpokladajme, le
system
G(X,y,8,1(0), W(0)) =0

ma riesenie (Xo,yo,So), kde Xg > 0,S¢ > 0. Potom ¥Vt € (0,1) ma systém
G(X,y,8,u(t), W(t)) =0
jedin€ riesenie Xy, yy, Sy, kde Xy = 0,S; = 0. Navyse ezistuje funkcia
g Ry x 8%, — SY < R™ xS,
ktora je analytickd na nejakom okoli ¢(t) a g(o(t)) = (X¢, yt, St).
Dokaz. Uvalujme pre t € (0,1) nelinedrny systém
G(X,1.8,6(t) =0 X =0,8 = 0. (24)

Pretole (Xo, 40, So) je riesenim tohto systému pre ¢t = 0 a plati X > 0,S¢ > 0, z Tvrde-
nia 5.5 dostdvame, le Jacobiho matica tohto systému vzhladom na premenné X, y, S je
v bode (Xo, y0, S0, ¢(0)) regularna. Podla vety o implicitnej funkcii existuje analyticka
funkcia
g:Ryy xS, — S"xR™xS"
taka, le
9(¢(0)) = g(1(0), W(0)) = (Xo, 0, So)

G(g(e(1), 6(t)) = Gg(u(t), W(t)), u(t), W(t)) = 0
na nejakom okoli bodu ¢t = 0. Nech

9(u(t), W(t)) = (X, yt,S¢)
a nech t € (0,1) je maximélne také, Te
G(Xe,yt,Se, u(t), W(t)) =0Vt €(0,1).
Potom podla Vety 4.1 je (X¢,yt, S¢) jediné rieSenie systému
F(u(t), W(t), Ab, AC)(X,y,S) =0
pre t € (0,t). Keby pre nejaké ¢ bola niektord z matic X;,S; kladne semidefinitna,

singularna, tak aj matica
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by musela byt singuldrna, ale to je v spore s nasimi predpokladmi. Teda musi platit
X:>=0,S:=0 Vo<t<t

Teraz ukaleme, le existuje aj g(¢(?)) a plati X7 > 0,S7 > 0 . Pretole (0, 1) je kompaktny
interval a ¢ je spojitd cesta, tak aj ¢((0,1)) je kompaktna podmnolina (0,7) x S% .
Teda

{g(e(t)) = (Xu,91,8¢) | 0 <t <8} C{(Xe, 91, 80) | (ult), W(H)) € 9((0,1))}

¢o je podla Tvrdenia 5.6 ohrani¢end mnolina. Nech t; € (0,7),k = 1,2,... alimy_.o tx =
t. Potom existuje postupnost {ty,}32; vybrand z {t;}32, tak, le

Jlim g(6(t,)) = (X,9).

Pretole plati

Ai.thj Zbi—Fu(tkj)Abi 1=1,....m
Z;n:l Aiyikj + Stkj =C+ /L(tkj)AC Stkj =0
thj thj + thj thj = 2M(tk])M(tk]) th:j =0

tak limitnym prechodom j — oo dostavame

AZOXZZ)Z—hM(ﬂAbZ z;:l,...,m

S Aig' +S =C+ pu(t)AC S =0

XS + SX = 2u(t)M(t) X=0
Z poslednej rovnosti vyplyva, e matice X, S musia byt kladne definitné. Teda_ (X, Y, S)
je rieSenie systému (24) pre t = t. Jacobiho matica tohto systému v bode (X, 7,S) je

regularna a z Vety 4.1 dostavame, e (X, 7, S) je jediné rieSenie systému
F(u(t), W(t), Ab, AC)(X,y,S) = 0.

Z vety o implicitnej funkcii vyplyva, le existuje nejaké otvorené okolie bodu ¢ € (0,1),
v ktorom pre kaldé ¢ existuje rieSenie systému (24). Z toho a zmaximality ¢ vyplyva, le
t=1.

O

4.3 Valena centralna trajektdria a konvergencia k optimalnemu rieSe-
niu
Z Viet 4.1, 4.2 vyplyva, le moéIme dobre definovat valent centralnu trajektériu na-
sledovnym sp6sobom.

Definicia 4.1 Valend centrdlna trajektoria.
Majme dané Ab e R™,AC € 8", W € S, . Vilenou centrdlnou trajektoriou nazgvame
mnolinu

{(X(u),y(1), S(w)) | >0}
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rieseni systému
A;je X =b+ ulb;, i=1,...,m,

S A+ S = C + uAC, S0,

XS +SX
XX _w xo

Poznamka. Podobne ako v pripade klasickej centralnej trajektérie v.SDP molme
chépat valent centralnu trajektériu ako zobrazenie

fiRyy = SELx R™x ST f() = (X(1), y(w), S(w)),

Veta 4.3 Ezistuje postupnost {}7° takd, le limy_,oo pr, = 0 a limita

lim (X (px), y(mr), S(ur)) = (X797, 87),

k—o0
kde (X*,y*,S*) je riesenie systému (1).

Dokaz. Z Tvrdenia 4.4 vyplyva, le mnolina

{(X (1), y(p), S(w)) [0 < p < i}

je ohranicena pre fi > 0. To znamen4, le vieme vybraf postupnost {p}72 , taku, le
lim px =0
k—o0

a {(X(ur), y(pw), S(pr)) 152, konverguje k nejakému bodu (X*,y*,S*). Zrejme Vk =
1,2,... plati
A e X(ug) =b; + pplb;, i=1,...,m,
> iy Aqyi(pe) + S(pk) = C + 1 AC, S(ug) = 0,
X S S X
(1) S (1) -2F () X (k) W, X(u) = 0,

a limitnym prechodom k£ — oo dostavame

Ai.X*:bi, izl,...,m,

S A S -C. S
X X
XSrSX o xono

Teda (X*, y*, S*) je rieSenie systému (1).
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5 Prehlad stéasného stavu problematiky a ciele dizertac-
nej prace

5.1 Prehlad sticasného stavu problematiky

Ako sme ul spomenuli, centralna trajektdria je najdolelitejsim pojmom pri Studovani
metdd vnutorného bodu. Je analytickou krivkou bariérového parametra pu, leli v mno-
fine P° x DO a vedie k optimalnemu rieseniu tloh (P) a (D). Jej vlastnosti boli a stale
su zoSiroka Studované pre jej vyznamné postavenie pri analyze algoritmov vnutorného
bodu. Pojem centrilnej trajektdrie sa neskor zovSeobecnil na pojem vélenej central-
nej trajektorie. Zatial ¢o valena centralna trajektéria v linedrnom programovani sa da
jednoducho odvodif pomocou tloh s vdhovou bariérovou tcelovou funkciou, koncepcia
valenej trajektérie v semidefinitnom programovani nie je jednozna¢nd. Definovanie tejto
trajektorie pomocou védhovych bariérovych funkcii sa javi ako zlolité a preto vzniklo
mnolstvo réznych pristupov jej definovania (pozri Kapitola 4.1). Valené trajektoérie ¢i ul
v linedrnom alebo semidefinitnom programovani tvoria zvlastnu triedu funkcii, ktorych
Specidlnym pripadom je klasickd centralna trajektodria. Tiel konverguju k optimalnemu
rieSeniu tlohy a navyse kaldym vnatornym bodom mnoliny pripustnych rieSenii molno
"viest” nejaka valent trajektdriu, ¢o je velmi dolelita vlastnost pri analyze niektorych
algoritmov vnitorného bodu.

Centralna trajektoria sa spociatku skimala v linedrnom programovani. V Kapitole 3
sme sformulovali niektoré jej vlastnosti, ako aj vlastnosti valenej centralnej trajekto-
rie. Vyznamnymi st aj limitné vlastnosti centralnej trajektorie v LP, ktoré sii popisané
napr. v pracach [11], [35]. Je tu uvedené, le kaldy hromadny bod centralnej trajektdrie
pre i — 0 je ostro komplementarnym rieSenim a navyse je aj tzv. analytickym stredom
mnoliny optimélnych rieSeni. Pretole analyticky stred je definovany jednoznacne, tato
vlastnost implikuje konvergenciu centralnej trajektorie k analytickému stredu mnoliny
optimalnych rieseni. V mnohych dalsich pracach boli skimané limitné vlastnosti derivacii
centralnej trajektorie pre u — 0. V préci [1] bola ukézand existencia koneénych prvych
derivacii a nasledne v [10] existencia kone¢nych derivacii Tubovolného radu centralnej
trajektérie v bode pu = 0. Autori ¢lankov [12] (pozri aj [16]) a [43] nezavisle na sebe
ukézali, Te centralna trajektdria je nie len analytickou funkciou bariérového parametra
1 > 0, ale d& sa analyticky rozsirit aj na p = 0. Vlastnostami centralnej trajektérie
v tlohach linedrnej komplementarity sa okrem inych zaoberala aj praca [29]. Vysledky
tychto prac v sebe zahfiiali nie len klasickd, ale aj valent trajektériu v linedrnom prog-
ramovani.

V semidefinitnom programovani bola spociatku snaha charakterizovat vlastnosti cen-
tralnej trajektdrie pomocou postupov poulitych v linedrnom programovani. Autorom [9]
sa podarilo ukdzat, le kaldy hromadny bod centralnej trajektdrie musi byt maximélne
komplementérne riesenie. V préci [18] vSak bolo ukdzané, le ak neexistuje ostro komple-
mentarne rieSenie, tak centrilna trajektdria nemusi konvergovat k analytickému stredu
mnoliny optimélnych rieSeni. Teda aplikovat postupy z linedrneho programovania ne-
bolo molné a autori uviedli dokaz konvergencie centralnej trajektorie v SDP, zaloleny
na vysledkoch z algebraickej geometrie. Ukdzalo sa tiel, Te postupy poulité pre tlohy li-
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nearnej komplementarity molno poulit aj pre lohy komplementarity nad symetrickymi
maticami a le trajektdria takychto tloh konverguje k optimalnemu rieseniu (pozri [28]).
Pretole tlohy semidefinitného programovania st podtriedou takychto tloh, méIme tu
hovorit o alternativnom dokaze konvergencie centralnej trajektérie v SDP.

Limitné vlastnosti centralnej trajektérie v SDP sa $tuduju zvlast za predpokladu exis-
tencie ostro komplementarneho riesenia a zvlast bez neho. Autori [28] ukazali, le za
predpokladu existencie ostro komplementarneho rieSenia primarno-dualna centralna tra-
jektéria konverguje k analytickému stredu primarno-duélnej mnoliny optimélnych rieSeni
a vzdialenost z Tubovolného bodu centralnej trajektérie do tohto analytického stredu je
ohrani¢end dudlnou medzerou. V préci [17] st odvodené nutné a postacujice podmienky
existencie ostro komplementarneho riesenia. Tiel je ukdzané, le vo vSeobecnosti centrélna
trajektoria konverguje k analytickému stredu nejakej podmnoliny mnoliny optiméalnych
rieseni a tiel st odvodené postacujice podmienky na to aby tato podmnolina koincido-
vala s mnolinou optiméalnych rieSeni. V préaci [13] bolo pomocou pristupu zalolenom na
vete o implicitnej funkcii ukdzané, Ie za predpokladu existencie ostro komplementirneho
rieSenia sa d4 centralna trajektéria analyticky rozsirit aj na p = 0. Ako dosledok je
uvedené, Te derivacie Iubovolného rddu centralnej trajektorie maju konec¢né limity pre
@ — 0. Autori préace [5] studuja asymptotické vlastnosti centralnej trajektorie degene-
rovanych tloh SDP, teda takjch, pre ktoré neexistuje ostro komplementarne riesenie.
Ako sme ul spomenuli, pri skimani valenej centralnej trajektorie sa objavilo niekolko rdz-
nych pristupov, a vysledkom prislusnych prac bol dokaz existencie a niektorych asympto-
tickych vlastnosti valenej trajektérie v SDP. Existencia valenej centralnej trajektdrie pre
ulohu semidefinitného programovania bola studovana v [30], [31] a préci [39]. V pracach
[26], [27] a [34] sa skimali asymptotické vlastnosti valenych trajektorii za predpokladu
existencie ostro komplementarneho riesenia.

5.2 Prehlad doktorandom dosiahnutych vysledkov

Predkladand pisomnd praca k dizertacnej skuske obsahuje prehlad doterajsich po-
znatkov tykajucich sa prevalne centralych trajektérii v semidefinithom programovani,
ako aj niekolko novych, jednoduchsich dékazov tvrdeni, povodne sformulovanych v [30],
[31], [33], [23].

Vlastnosti klasickej centralnej trajektorie v semidefinitnom programovani uvedené v Ka-
pitole 2 su spracované prevalne podla prednasok [15], pri¢om v spolupréci so skolitelom
je podany novy, zjednoduseny dokaz ohrani¢enosti centralnej trajektérie (Veta 2.4, Cast
2.3). Cast 2.5 je spracovana podla [23], al na dokaz regularity Jacobidnu (t.j. dokaz Tvr-
denia 2.2), ktory je originélny.

V Casti 5.2 je podobne ako v ¢lanku [33], ktory sa zaobera vélenou centralnou trajek-
tériou pre semidefinitné tlohy linearnej komplelentarity, dokdzana existencia centralnej
trajektorie, ale pre tlohu semidefinitného programovania. Zakladna myslienka dokazu je
sice prebrata z prace [33] a aplikovana na SDP, ale niektoré kroky a dokazy st omnoho
jednoduchsie, ako by boli iba priamym prepisom dokazu z [33] na SDP. Napr. v pred-
kladanej praci vyulivame dokaz regularity Jacobidnu pre klasicka trajektériu v SDP
spomenuty vyssie, novy dokaz jednoznacnosti rieSenia (Veta 4.1), zjednoduseny dokaz
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ohranic¢enosti mnoliny rieSeni perturbovaného systému (Tvrdenie 4.4), ktory vyuliva
myslienku dokazu Vety 2.4. Dokaz Vety 4.2 je volnym spracovanim dokazu prislusného
tvrdenia z [33].

Kapitola 6 je spracovana pomocou [7], [15], [19], [36], pricom ddékaz Désledku 6.1, Lemy
6.5, Lemy 6.7 a Lemy 6.8 st robené samostatne.

5.3 Ciele dizertacnej prace

Na predchazdajucich riadkoch sme zhrnuli doterajsie vysledky tykajtce sa centralnej
trajektorie v semidefinitnom programovani. Inspirovani tymito pracami teraz uvedieme
budtce ciele nasej dizertacnej prace.

e Motivovani ¢lankom [5] budeme skimat triedu tzv. degenerovanych tloh semide-
finitného programovania, t.j. takych, pre ktoré neexistuje ostro komplementarne
rieSenie a zvl4st asymptotické vlastnosti centrélnej trajektérie pre tiito $pecidlnu
triedu tuloh.

e Podobne ako v Kapitole 4 (¢ast 4.2, 4.3) sa pokusime podaf jednoduchsi dokaz
existencie roznych typov valenych cen}:rélnych trajektorii, Specidlne pre valenu tra-
jektdriu asociovand so zobrazenim X2SXz.

e V nadviznosti na ¢lanok [34] a budeme skiimat limitné vlastnosti centralnej tra-
jektdrie asociovanej so zobrazenim XS + SX. Pokusime sa tiel analyzovat situdciu
pri réznych pristupoch definovania centralnej trajektdrie.
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6 Dodatok

6.1 Pomocné tvrdenia o symetrickych maticiach
Lema 6.1 Nech V = 0, W = 0. Potom existuje matica P € R"™*" a A = 0 tak, le
vV =PPT W =PAP".
Dokaz. Moélme napisat V = V%V%, pri¢om Ve - O,Vfé >~ 0. Matica V"2 WV 2
je kladne definitna a molno ju diagonalizovat’:
V:WV~3 = QAQT,
kde QQT =1, A je kladna diagonélna. Definujme P = V%Q . Potom
1 T~71 T 1.1 1 T~7L T
W =V:QAQTV: = PAPT V =vV3iVv:=vVv:QQTv: = PPT.

Dosledok 6.1 Nech V = 0, W = 0. Potom existuje jedind matica U = 0 takd, le
UvVU =W.
Dokaz. Podla predchadzajicej lemy existuje reguldrna matica P taka, Ie V = PPT
T
a W = PAPT. Definujme U = PA:P . Potom zrejme
1T T 1. T T
UVU =U =PAz2P PP'PAz2P =PAP =W.

Dokélme teraz jednoznac¢nost. Predpokladajme, Te existuju dve rézne kladne definitné
matice Uy # Uy také, Te
U1VU1 = UQVUQ =W.

Potom zrejme (Uy — Uy)V(U; — Uy) = 0. Z toho, Ie V = 0 a teda je regularna, vyplyva
h(U; — Ujy) = 0 a preto Uy = Us.

Lema 6.2 Funkcia Indet(X) je rydzo konkdvna na S™ .

Dokaz. Nech X - 0,Y = 0,X # Y anech a € (0,1). Potom z Lemy 6.1 a konkav-
nosti funkcie In x dostavame:

Indet(aX + (1 — @)Y) = Indet(aPPT + (1 — a)PAPT) =
= Indet(P(oI + (1 — a)A)PT) = Indet PP + In [ J(a + (1 — a)X) =

i=1

= Indet PP + Zln(a + (1 —a))\;) > Indet PPT + Z(a Inl+(1—-a)ln)) =
i=1 i=1

n
=Indet PPT + (1 - o) In[[ A = alndet PP + (1 — o)(Indet PP” + Indet A) =
=1
=alndet X + (1 —a)lndetY,
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Lema 6.3 Nech K C ST, K # 0 je konveznd, uzavretd a neohranicend. Potom

VWWeKIWeK: WV =0, WV £0,

(Vi | V,=V+t{(W-=V), t>0} CK.

Daékaz. Zo znamej vety z konvexnej analyzy dostavame, Ie za danych predpokladov
z kaldého bodu mnoliny K molno viest polpriamku, ktord leli v K. Teda

VVeKIAES", A#£0: V+tAecK V>0 (25)

Pololme W = V + A. Treba este ukazat, Ie A = 0. Nech A = QDQ7, kde QQ” =1
a D je matica s vlastnymi ¢islami A na diagonale. Ak A % 0, tak asporii jedno vlastné
¢islo je zaporné. Z (25) vyplyva, le

QTAQ +tD = 0Vt > 0.

Pre dost velké t bude ma matica QT AQ + tD na diagonale zaporné &islo, ¢o je spor.
O

Lema 6.4 Nech f:S", — R, f(X) =1Indet X. Potom
VAX)=X""
Dokaz. Oznac¢me X,; prvok k-teho riadku a j-teho stipca matice X. Laplaceov rozvoj
det X podTa j-teho riadku je
n
det X = (—1)"Xy; det Xy,
k=1

kde Xj; € R~ 1Xn=1 je algebraicky doplnok prvku xy;. Plati

OlndetX 1
0z - detX

(=17 det Xy = (XT)j = (X);/,

kde (X),;j1 je prvok k-teho riadku a j-teho stipca matice X 1. O

Lema 6.5 Nech U > 0. Mnolina {V = 0; UeV < (3} je ohranicend pre kaldé
B >0.

Dokaz. Ozna¢me
B={V =0, UeV <}

Zrejme mnolina B je konvexné a uzavretd. Predpokladajme, le je neohrani¢end. Potom
JA >0, A#0: V+4+tAeBVt>0.

Teda
Ue(V4+tA)=UeV +tUeA <3 Vt>N0.

Avsak podla Lemy 6.8 je U @ A > 0 a teda dostavame spor.
O
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Désledok 6.2 Nech U = 0, VO = 0. Potom
{(U,V) | U>0,V>=0,UeU’+ VeVl <y}
je ohranicend mnolina.
Lema 6.6 Ak A = (a;;) je kladne semidefinitnd, tak plati
|aij| < \/aiiaj;. (26)
Pre kladne definitni maticu a i # j plati ostrd nerovnost.

Doékaz. Ozna¢me ¢, = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ s jednotkou na k-tom mieste. Teraz
pre Vo € R a i # j utvorme vektor 0 # = = e; + aej € R". Potom

0<zTAz=a;+ 2aa; + ozzajj
Teda pre diskriminant musi platit 4(a?j —aa;5) < 0& a?j < aj;a;j.
Od

Déosledok 6.3 Ak md kladne (zdporne) semidefinitnd matica nulovy prvok na dia-
gondle, tak prislusny riadok a stlpec st nulové.

Lema 6.7 X = 0, tr(X)=0< X =0.

Dokaz. Stopu molme definovat ako stcet vlastnych ¢isel matice. Ale vlastné ¢isla
kladne semidefinitnej matice st nezdporné, teda v nasom pripade musia byt nutne nulové.
Potom zrejme aj matica X je nulova.

O

Désledok 6.4 Nech X > 0,Y = 0. Potom
XY =0XeY =0.

Dokaz. ) )
0=XeY =tr(XY)=1tr(Y2XY2)

Matica Y2 XY > je kladne semidefinitnd a teda podla predchadzajicej lemy Y2XY?: =
0. Plati
1 1 1,1, 1 Llop
Y2XY2 =Y2X2(Y2X2)

a teda Y2X2 = 0. Preto XY = 0.
O

Lema 6.8 Nech X = 0,Y = 0. Potom

XeY=0&Y=0.
Doékaz. Plati ) )
XeY =tr(XY)=tr(Y2XY2)=0

a teda podla predchadzajtcej lemy je Y3XY? = 0. Pretole X > 0 a teda je regularna,
plati
1 1 1
h(Y2XY2)=h(Y2)=0.

Preto Y% =Y =0.
Od
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6.2 Schurov doplnok
Definicia 6.1 Nech
A < A1 Aix2 )
As Az
je blokovd matica (nie vo vieobecnosti stvorcova) s requldrnym blokom Aq11 Potom Schu-
rov doplnok podmatice A11 v A (ozn. [A/A11]) je matica

[A/A11] = Aaz — A1 AT Aga.

A ( A1 Aix2 >
Az Az
a podmatica Aq1 je requldrna. Potom existuje jedind dolnd blokovo trojuholnikovd ma-

tica B a jedind hornd blokovo trojuholnikovd matica C, obe s jednotkovymi blokmi na
diagondle, a jedind blokovo diagondina matica D tak le plati

D; O
0 D

Veta 6.1 Nech

A=BDC D= ( ) D1:A11 D2:[A/A11].

Dokaz. Najskor dokaleme jednoznacnost. Zrejme matice B, C st reguldrne. Nech by
existoval iny rozklad A = B1D1C;. Potom plati

B;'AC ! =B;'BD =D,C,C},

pricom BIIBD je dolné blokovo trojuholnikovad matica a D;C;C™! je horna blokovo
trojuholnikovd matica a teda st blokovo diagonéalne. Matice Ble, C:C~! maja na
diagonale jednotkové bloky, plati navyse

D =B;'BD=D;C;C ' =D;.

0 4 (1 C
1> C.C _<0 1>’

D 0 D, D;C
-1 _( Y -1 _ 1 1
N R R R T ]

Teda BD; = O,D;C = 0, ale D, jeregularna a teda B=C=0 aBl_lB =C;C1=1
Dokéleme teraz existenciu rozkladu. Nech

o A11 A12 o o I 0 D1 0 I Cl .
a=( an)-mee= (s, 1) (5 0, ) (0 7 )-

. D, chl

- ( B;D; B;D;C; + D, > ’
potom A3 =Dq1,A12 = D1C1,A2; = B1D;. Matica D je regularna a teda existuju
rieSenia poslednych dvoch systémov: C; = D1_1A12,B1 = Alefl. Napokon Doy =
Az —B1D1Cy = Agz — Az A Aj2 = [A/Aq].
Od

Nech

ool

B;'B = (

potom
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Veta 6.2 Nech
Ajir Age )
A_ =
< Az Az
je stvorcovd matica a Aq1 je requldrna. Potom plati

detA
det[A/A]_]_] = m

Teda A je requldrna prdve vtedy, ked Schrov doplnok podmatice Aq1 je requldrny. Potom

navyse pre
B B
ALl 11 12 >
< B21 Boa
plati Boy = [A/A11].

Doékaz. Z predchadzajicej vety mame A = BDC D = ( I())l ];) ) D, =
2

Aj1 Dy =[A/A11]. Plati detA = detBdetDdetC. Ale B, C maji na diagonéle jednot-
kové bloky a teda detB = detC = 1 adetA = detD = detDqdetDy = detAq1det[A/A11]
Ak [A/A11] je reguldrna, tak zrejme aj A je reguldrna a teda invertovatelna. Ak

B;; B I C D! o I 0
-1 _ 11 12 _ ~—1y—-1p-1 _ 1 - =
At~ (o p )= = (5 Y )(% o )(8 1)
_ ( D;?! +_(_13]_3;11'3 CD_;ll )
D,'B D,

tak zrejme Boy = Do = [A/A1;].
(]

6.3 Symetricky Kroneckerov sucin matic

Nech
Uil U2 ... Ulp
u21 u292 o Up n
u=| " | egn
Unl Un2 Unn
Definujme

svec(U) = (uq1, V2uis, ...V 21, usa, V2uss3, . ..,V Uy, . .. ,unn)T € R"™.

Zobrazenie U — svec(U) je izomorfizmom S™ — R™ a navySe pre U,V € S" plati

U eV = svec(U)T svec(V).
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Definicia 6.2 Nech M,N st lubovolné (nie nutne symetrické) stvorcové matice z
R™ ™. Potom linedrne zobrazenie S™ — S™ také, le

1
U E(NUMT +MUNT)

sa nazyva symetricky Kroneckerov sicin matic (ozn. M x N), pricom M x N € R™" q
platt

1
(M % N)svec(U) = 5svec(NUMT + MUNT). (27)
Vlastnosti symetrického Kroneckerovho siic¢inu.

Lema 6.9 M x N ma vlastnosti:

1. MxN=N+M
2. (aM)*N =M« (aN) = a(M xN)
3 M>0N>0=MxN >0.

Doékaz. Dokéleme posledni vlastnost. Nech M > 0,N > 0. Nech U € S, U # 0.

1
svec(U)T (M x N)svec(U) = §svec(U)Tsvec(NUM + MUN) =

1
:§[U0NUM+U0MUN]:UMU0N>O

Posledna nerovnost vyplyva z Lemy 6.8 (zrejme UMU = 0,UMU # 0). O
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