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Uvop

Motto:

”Education is what remains

after one has forgotten everything
he learned in school.”

(Albert Einstein)

Jednym z hlavnych cielov predmetu Optimélne riadenie II je naucit Studentov riesit spojité tlohy optimélneho riadenia.
Podobne ako v inych oblastiach matematiky, aj tu je potrebné nadobudnit istt ”zru¢nost”, ktoru vSak nemozno ziskat inak
ako samostatnym rieSenim dostatocného pocétu tloh. Hoci osvojenie si tejto zrucénosti stoji isti ndmahu, umoziuje ziskat
novy nastroj na rieSenie optimaliza¢nych tiloh z oblasti ekonomického modelovania, najméi z makroekonémie. Dobré ovlddanie
metdd rieSenia tloh v oblasti optimalneho riadenia je dnes nevyhnutné napr. aj pre Studium a aplikdciu kvantitativnych
modelov v takych oblastiach ako je oblast modernej menovej politiky.

Cielom tejto zbierky je preto poskytnut Studentom dostatoény pocet rieSsenych prikladov z oblasti spojitej tedrie opti-
malneho riadenia. Tieto priklady st uréené predovSetkym na individualne $tidium. Studentom predmetu Optimalne riadenie

.....

Priklady uvedené v tejto zbierke nepokryvaju cely semester. Naopak, si zamerané najmé na ucivo priblizne druhej
tretiny semestra, kedy sa Studenti zoznamuja s viacerymi zakladnymi druhmi tloh optimélneho riadenia a potrebuju co
najrychlejsie ziskat v ich rieSeni prax. Ak to bolo mozné, pri vybere boli preferované relativne jednoduchsie tlohy pred
tlohami vyzadujucimi zbytoc¢ne rozsiahle a komplikované riesenie. Aj z tohto dovodu ide zvic¢sa iba o ¢isto matematické
ulohy, bez priamej interpretacie v ekonomickych alebo inych vedach.

Vzhladom na charakter zbierky odporicame Studentom, aby s fiou pracovali priebezne pocas semestra. Pre ulahdenie
orientacie uvadzame vizbu jednotlivych tloh ku kapitolam aktudlnej verzie ucéebného textu:

Kap. 5.  Standardna tiloha. Odp. priklady: 1 az 4
Kap. 6. Neautonémna tloha a tloha s pevnym casom. Odp. priklady: 5 az 20
Kap. 10. Bolzova a Mayerova tloha. Odp. priklady: 21 az 25

Kap. 12.  Ulohy s ohrani¢eniami typu nerovnosti na koncovy stav. Odp. priklady: 26 az 29
duchsie.

Podkladom pre ttto zbierku bola diplomova praca Anny Kériovej, ktord bola obhajend na Studijnom odbore ekonomicko-
finanéna matematika v roku 20050. Skolitelkou prace bola doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc. Pre tcely tejto zbierky bola
tato diplomova préaca upravend po grafickej aj obsahovej stranke. Formuldcie, rieSenie aj poradie tloh bolo upravené tak, aby
v ¢o najvicsej moznej miere zodpovedalo najaktualnejSej verzii uc¢ebného textu z predmetu Optimélne riadenie II.

Velké vdaka patri Studentom 4. roénika EFM v r. 2012/2013, ktori prispeli k odhaleniu viacerjch chyb a nepresnosti.
Akékolvek dalsie pripomienky, namety alebo identifikované chyby st velmi vitané.

Bratislava, maj 2013

Pavol Jurca

IP6vodny text prace mozno najst na adrese: http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/halicka/teach/zbierka.pdf



Priklad 1.

STANDARDNA ULOHA OPTIMALNEHO RIADENIA

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

min T, T je volné

&(t) = 2u(t)
(0)=38

z(T) =
(

u(t) €

z(0)

Aby sme tlohu previedli do Standardného tvaru formuléacie
tlohy optimalneho riadenia, preformulujeme ucéelova fun-
kciu do ekvivalentného tvaru

T
min/ 1d¢, T je volné.
0

V tejto formulacii ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s
volnym ¢asom, s pevnym koncom a s ohrani¢enim na ria-
denie. KedZe ide o tlohu na minimum, moZeme polozit
% = —1 alebo ¢° = 0.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u,¢°, ¢) = ¥° + 2uy)
(AR) () =0
(PS) 00+ 20(t)(t) = 0
(PM) Y0 + 2uep(t) — max
u€e[—1,1]
(PT) (1) = x
RieSenie: Riesenim (PM) je
1 ak () <0
a(t)=<¢ 1 ak ¥(t) >0,
[-1,1] ak ¢(t) =0

Vseobecnym riesenim (AR) spolu s (PT) je
P(t) = X,

kde x je konStanta. RieSenie (PM) preto moZeme pisal v
tvare

0, aby nenastal spor s (1%, x) # (0,0). Z (PM) vsak potom
vyplyva, Ze 4u(t) = +1. Vidime teda, Ze pre tento pripad
podmienka (*) nie je splnen4, teda v pripade ¢ = 0 ne-
dostaneme ziadneho kandidata na optimalne riesenie.

‘ Pripad ¢° = —1 ‘V tomto pripade mozeme rozlisit tri moz-

nosti v zavislosti od znamienka konstanty .

(i) Ak x < 0, pre riadenie plati @(t) = —1. Po dosadeni
do stavovej rovnice dostaneme #(t) = —2. VSeobec-
nym riesenim stavovej rovnice je

x(t) = =2t + B,
kde B je konstanta. Vyuzitim pociatocnej podmienky
x(0) = 8 dostaneme

z(t) = —2t + 8.

Vyuzitim koncovej podmienky x(7) = 0 uréime 7.
Riesime rovnicu

—2T + 8 =0.
7 toho dostaneme, Ze T = 4.
(ii) Ak x > 0, pre riadenie plati u(¢t) = 1. Po dosadeni

do stavovej rovnice dostaneme &(t) = 2. VSeobecnym
rieSenim stavovej rovnice je

Z(t) =2t + C,

kde C je konstanta. Vyuzitim pociatocnej podmienky
2(0) = 8 dostaneme

Z(t) = 2t + 8.

Vyuzitim koncovej podmienky z(7) = 0 uréime 7.
RieSime rovnicu

2T +8=0.

Z toho dostaneme, ze T' = —4, teda u(t) = 1 je nepri-
pustné riadenie, lebo T" < 0.

(iii) Ak x = 0, dostaneme spor s (*), kedze ° = —1.

-1 ak x <0,
a(t) =4 1 ak x >0,
[-1,1] ak x =0.
Dosadime ¢ (T) = x do (PS) a dostaneme
(*) P+ 2u(T)x = 0.
Pripad ¢° = 0|V tomto pripade dostaneme, ze ¥(t) = x #
Vysledok:
T
at)
(t)

—2t+8

ucelova funkcia sa prejavi iba v podmienke 4% < 0.

Poznamka: Vsimnite si, ze (PM) zostava byt podmienkou na maximum aj v pripade minimaliza¢nej Glohy. Minimaliza¢nd




Priklad 2.

ULOHA S VOLNYM CGASOM A S OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie:

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

T
1
max/ —5(1 +u(t)?)dt, T je volné
0

&(t) = u(t)
z(0)=5
z(T)=0
u(t) € [-2,2]

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s volnym casom, s
pevnym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. Kedze ide o
tlohu na maximum, mézeme polozit 1) = 1 alebo % = 0.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF)  Hiru 0%, 9) = 500 +1) + du
(AR) () =0
(PS) — SO0 + 1) + Y(0)i(r) = 0
L o2

(PM) — ¥ @+ )+ Pt — e,
(PT) W(T) = x
RiesSenie: RieSenim (PM) dostaneme

-2 ak ¥(t) <0

wt) =4 2 ak ¥(t) >0
neuré¢. ak () =0.

Pozrime sa teraz na (PS) v bode ¢t = T, ktord ma tvar
Y(T)u(T) = 0. Z troch moznosti uvedenych v predchadza-
jucej rovnosti teda moze nastat len tretia z nich. T4 vSak
kvoli (PT) implikuje x = 0, ¢o je v spore s podmienkou
(4%, x) # (0,0). Pripad 4° = 0 preto ned4va ziadneho kan-
didata na optimélne rieSenie.

Pripad ¢° = 1| RieSenim (PM) v tomto pripade je

Teraz vysetrime jednotlivé pripady:
(i) Ak x < —2 a @(t) = —2, potom je (PS) v tvare

5
—2 2y =0.
5~ 2X

Z toho x = —5/4, ale —5/4 £ —2. Teda tento pripad
nevyhovuje predpokladom.

Ak x > 2 a 4(t) = 2, potom je (PS) v tvare

5
—= +2x =0.
2—i—xO

Z toho x = 5/4, ale 5/4 # 2. Teda tento pripad teda

tiez nevyhovuje predpokladom.

(iii) Napokon nech 4(t) = x, kde x € [—2,2]. Podmienka

(PS) m4 tvar
1
_E(XQ + 1) + X2 = 0.
Z toho x = —1, alebo x = 1. Teraz tieto hodnoty
dosadime do stavovej rovnice.
a) Ak x = 1, rieSime rovnicu
z(t) = 1.

Riesenim tejto rovnice spolu s pociato¢nou pod-
mienkou z(0) =5 je

Z(t) =t +5.
-2 k (t) < -2
aty =4 2 Zk zg t; S Vyuzitim koncovej podmienky z(7") = 0 dosta-
W) ak ¥() g [-2,2] . neme, ze T = —b, Co nie je pripustné.
b) Ak x = —1, rieSime rovnicu
Riesenim (AR) spolu s (PT) dostavame () )
z(t) = —1.
¥(t) = x, e : .
Riesenim tejto rovnice spolu s pociato¢nou pod-
kde x je konstanta. (PM) preto mozno prepisat do tvaru mienkou z(0) = 5 je
-2 akxy < -2 Z(t) = —t+5.
a(t)y=¢ 2 akx>2 . . , .
x akye[-22]. Z oncove] poEimlenlfy.x(T? = 0 vyplyva, ze
T =5, ¢o je pripustné riesenie.
Vysledok:
T=5
a(t) = -1
T(t)y=5—t



Priklad 3.

ULOHA S VOLNYM CGASOM A S OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie:

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

T
max/ —1—wu(t)dt, T je volné
0

kde g > 0 a ¢ > 0 st dané konstanty.

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s volnym casom, s
pevnym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. Kedze ide o
tlohu na maximum, mézeme polozit 1) = 1 alebo 1% = 0.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(mvu7woa¢) :¢0(_1—U)+¢U
(AR) P(t) =0

(PM) PO(—1—u) + p(t)u — e
(PS) PO(=1—a(t) +¢(H)a(t) =0
(PT) V(1) = x

RieSenie: |Pripad 1/° = 0| Riesenim (PM) dostaneme

—q ak ¥(t) <0
at) = { ¢ ak (1) >
neur¢. ak ¢(t) =

Pozrime sa teraz na (PS) v bode ¢t = T, ktord ma tvar
Y(T)u(T) = 0. Z troch moznosti uvedenych v predchidza-
jucej rovnosti teda moze nastat len tretia z nich. T4 vSak
kvoli (PT) implikuje x = 0, ¢o je v spore s podmienkou
(4%, x) # (0,0). Pripad 4° = 0 preto nedava ziadneho kan-
didata na optimélne rieSenie.

Pripad ¢° = 1| RieSenim (PM) dostaneme

—q¢  aky(t) <
at) = § 4 ak y(t) >
[—a,q] ak ¥(t) =
Riesenim (AR) spolu s podmienkou (PT)
P(t) = x.
Riesenie (PM) preto mozno pisaf v tvare
—q ak x <1
a(t) =< ¢ ak x > 1
[—q,q] akx=1.

Rozoberme teraz postupne vSetky tri vyssie uvedené pri-

pady:
(i) Ak x = 1, tak (PS) sa redukuje na rovnost —1 = 0,
¢o je spor.
(ii) Ak x > 1, tak 4(t) = ¢. Toto riadenie dosadime do
stavovej rovnice z(t) = ¢. VSeobecnym rieSenim je
x(t) = gt + A,

kde A je konstanta. Vyuzitim pociatoénej podmienky
2(0) = z¢ dostaneme

x(t) = qt + xo.

Vyuzitim koncovej podmienky z(7") = 0 ur¢ime kon-
covy Cas T'. Z rovnice

0=qT + x9
dostaneme, ze T'= —22 < 0, ¢o nie je pripustné.

(iii) Ak x < 1, tak @(t) = —q. Toto riadenie dosadime do
stavovej rovnice z(t) = —¢. VSeobecnym rieSenim je
kde B je konstanta. Vyuzitim pociatocnej podmienky
x(0) = xo dostaneme

z(t) = —qt + xo.

Vyuzitim koncovej podmienky z(7") = 0 ur¢ime kon-
covy ¢as T'. Z rovnice

0=—qT'+zo

dostaneme, ze T = Z¢ > 0. Napokon este overime
splnenie (PS). T4 mé v tomto pripade tvar

—14+¢—xq=0.
Jej riesenim je
1
X = 1-— )
q

takze podmienka y < 1 je splnena.

Vysledok:



Priklad 4.

DVOJROZMERNA STANDARDNA ULOHA OPTIMALNEHO RIADENIA

Zadanie:

~

t)

Z2
= u(t)

~~

a
0

21(T)=0
0

(
(
(
z2(0
(
z2(T) =

kde a > 0 je dana konstanta.

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

1
min/ L+ at,

0 2

(

T je volné

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s volnym ¢asom, s
, . . . W
pevnym koncom a bez ohranicenia na riadenie. Kedze ide o
tlohu na minimum, moéZeme polozit ¢¥° = —1 alebo )% = 0.
Uloha je dvojrozmerna, preto budeme maf dvojrozmerné

P(t) = (Y1 (t), Pa2(t))-

Dosadenim do druhej stavovej rovnice dostaneme
z2(t) = u(t) = —At + B.
Vseobecnym riesenim je

—At?

Po(t) = Bt +C,
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok Z2(t) Rt
PPM: kde C je konstanta. Dosadime #2(t) do prvej stavovej rov-
1+ u? nice
(HF) H(x17x27u7¢07w17w2) :wo 2 +¢1$2+¢2U —At2
i) =0 i (t) = o(t) = +Bt+C.
i _ Vseobecnym riesenim je
Pa(t) = =1 (1) Y . , ,
1+ a(t)? . . AP B
®9) w0 b 0m) + v = 0 nll) ==+ oD,
o1+ u? . kde D je konstanta. Vyuzitim pociatocnej podmienky
(PM) (0 5 + 1(t)22(t) + 2 (t)u — max 22(0) = 0, 21(0) = a a koncovej podmienky z2(T) = 0,
(1) = 21(T) = 0 dostaneme
s ~12a —6a
P2(T) = x2 A= ——, B=—5, C=0, D=a
T T
Riegenie: Po dosadeni konstant a tprave stavovej rovnice dostaneme
‘ 2at3  3at?
Pripad 1° = 0| V tomto pripade dostaneme v (PM) line- 21(t) = % - % +a,
arnu funkciu v u. Takato funkcia v8ak moZe na R nadobudat 6t 6at
extrém v premennej u, iba ak je koeficient pri u nulovy, t.j. Za(t) = T3 T2
ak ¥a(t) = x2 = 0. Z druhej (AR) potom zarovei dosta- _ o
neme, Ze Y1 (t) = 0, t.j. podla druhej (PT) aj x1 = 0. To je Riadenie 4(t) je v tvare
viak spor s podmienkou (¥°, x1, x2) # (0,0,0). a(t) = 12at  6a
=75 7
‘ Pripad ¢° = —1 ‘ Kedze Hamiltonova funkcia je konkavna " ' T T .
v u, na rieSenie (PM) mozeme vyuzit podmienku prvého Vyuz‘ltlm (PS) a podmienky 2(T) = 0 urcime cas T z
radu v tvare 4(t) = 12(¢t). VSeobecnym rieSenim (AR) je rovice )
i) = A, a Wslt) = —At + B, 1+ (%) +(6a)2_0
kde A a B st konstanty. Po dosadeni do riesenia (PM) 2 ) 7
mame z ktorej dostaneme
a(t) = o(t) = —At + B. T = Ve6a.
Vysledok:
R 2at3  3at?
T=v6a, xl(t):F—W—Fa
12at  6a 6at?  6at
0=~ P2O=7



Priklad 5.

ULOHA S PEVNYM CGASOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a bez ohrani¢eni na riadenie. KedZe sa jedna
o minimaliza¢nt tlohu s volnym koncom, moézeme polozit

WO = —1.

Vseobecnym rieSenim (AR) je
P(t) = Ae™
kde A je konStanta.

Vyuzitim (PT) dostaneme, Ze
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok

PPM: P(t) = 0.

(HF) H(z,u, 00, ) = 0°u? + 9 (z + u) Dosadenim do rieSenia (PM) dostaneme

(AR) i) = —v(1) ale) =0.

(PT) Y(1) =0 Riadenie u(t) dosadime do stavovej rovnice a dostaneme
(PM) —u? + () (2(t) +u) — max i(t) = z(t) + u(t) = z(t).

(PS) ()% + (6 (@(t) + a(t)) = konst Vseobecnym riesenim stavovej rovnice je

#(t) = Be',

RiesSenie: (PM) je ekvivalentnd podmienke kde B je konstanta.

—u? 4+ p(t)u — max, Vyuzitim pociato¢nej podmienky x(0) = 1 dostaneme
ue

S0\ ot
ktorej rieSenim je B(t) =€’
(PS) ndm v tomto pripade neddva dodato¢ni informéciu a
oY) ERTAE ” )
a(t) = 5 lahko ju mozno overit dosadenim.
Vysledok:
a(t) =0
2(t) =€t

Poznamka: V jednorozmernych tilohach s volnym koncom nemoze pripad ¢° = 0 nastat. Dévodom je, Ze v tjchto tilohach
je x =0, a teda z podmienky (¥°, x) # (0,0) vyplyva, ze ¢° # 0.




Priklad 6.

ULOHA S PEVNYM CGASOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

max/1 x(t) + u(t) dt
0
(t) =1 —u(t)?

z(0)=1

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym ¢asom (T =
1) s volnym koncom a bez ohraniéeni na riadenie. KedZze sa
jednd o maximaliza¢nt Glohu s volnym koncom, moZeme

kde A je konStanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme, ze

polozit ¢ = 1. P(t)=1-t.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok Dosadenim do riesenia (PM) dostaneme
PPM: 1

(HF)  H(z,u,o, ) = 00 + u) + (1 - u?) W =sa—y

AR) Y(t) = —1
PT) ¥(1)=0

Riadenie 4 (t) dosadime do stavovej rovnice a dostaneme

F(t)=1—u()?=1— (ﬁf

PM) u+&(t) + (1) (1 - u?) — max
PS) At) + 5(8) + () (1 — i(t)2) = kont. Vseobecnym rieSenim stavovej rlovmce je
RieSenie: (PM) je ekvivalentnd podmienke 2(t) =1t~ 4(1—1) + B,

kde B je konstanta.
Vyuzitim pociato¢énej podmienky (0) = 1 dostaneme

Bt) =t — 4O
1 ) =1t — 2
at) = ’ 41—-1t) 4
20(t)
priéom pre 1(t) = 0 nem4 riesenie.
Vseobecnym riesenim (AR) je

Y(t) = —t+ A,

— W(Hu>
= v — mag

ktorej rieSenim pre 1 (t) # 0 je

(PS) ndm ani v tomto pripade nedava dodato¢nt informé-
ciu a Tahko ju moZno overit dosadenim.

Vysledok:

Poznamka: V tlohéch s pevnym ¢asom nam podmienka stacionarity neddva dodatoént informéciu. Pokial nédjdeme riesenie
ostatnych podmienok, toto riesenie vidy spliia aj podmienku stacionarity. Preto ju v nasledujicich tilohach s pevnym ¢asom
budeme vynechavat. Poznamenajme v8ak, ze obéas ju mozno vyuzit na zjednodusenie rieSenia — ak uz mame néjdené i(t) a
¥ (t), mdzeme najst odozvu &(t) priamo z podmienky stacionarity, ktord na rozdiel od stavovej rovnice nevyzaduje rieSenie
diferencidlnej rovnice.




Priklad 7.

ULOHA S PEVNYM CGASOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

T
max/ —v1+4u(t)?2dt, T je dané
0

a(t)
(0)

u(t)
A

kde A je dané konStanta.

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a bez ohranicen{ na riadenie. Kedze sa jedna
o maximaliza¢na tlohu s volnym koncom, mdZzeme polozit
PO = 1.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF)  H(z,u, ", ¢) = —¢°(1 +u*)? + yu

(AR) Y(t) =0
(PT) P(T) =0
(PM) — (14 u)Y? oty — max

Riesenie: Riesenim (PM) je také a(t), ktoré splita nutni
podmienku prvého radu v tvare

— (14 a%(t) " Fa(t) + ¢(t) = 0.
Vseobecnym rieSenim (AR) je

¥(t) = B,

kde B je konstanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme

P(t) =0.
Po dosadeni do nutnej podmienky pre rieSenie (PM) méme
~(1+a()?) 2 a(t) =0,
odkial dostaneme
a(t) = 0.
Riadenie 4(t) dosadime do stavovej rovnice a dostaneme
z(t) = 0.
VSeobecnym rieSenim stavovej rovnice je
z(t) =C,

kde C je konsStanta.
Vyuzitim poc¢iato¢nej podmienky z(0) = A dostaneme

zt)y=A Vte|0,T).

Vysledok:

a(t)=0 Vtel0,T]

#(t)y=A Vte|0,T]



Priklad 8.

ULOHA S PEVNYM CGASOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

max /2 z(t) —u(t)*dt
0

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a bez ohranicen{ na riadenie. Kedze sa jedna
o maximaliza¢na tlohu s volnym koncom, mdZzeme polozit
PO = 1.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u, 9%, 9) = 9% (z — u?) +pu
(AR) U(t) = -1

(PT) ¥(2) =0

(PM) &(t) —u® + )y — max

RieSenie: Pretoze Hamiltonova funkcia v (PM) je kon-
kévna v u, rieSenim (PM) dostavame

oy ()
a(t) = 5
Vseobecnym riesenim (AR) je
Y(t) =—-t+ A,

kde A je konStanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme

() =2—t.
Dosadenim do riesenia (PM) mame
X Pt) _2-t
t) = —"=—.
at) = = 5
Riadenie 4(t) dosadime do stavovej rovnice a dostaneme
2—1
P(t) = 2 —.
#1) = 2
VSeobecnym riesenim stavovej rovnice je
t2
t(t)=t— —+C
(1) 76
kde C je konstanta.
Vyuzitim pociato¢nej podmienky x(0) = 0 dostaneme

a(t) =t - 7.

Vysledok:




Priklad 9.

ULOHA S PEVNYM CASOM A OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

(t) = u(t)
z(0)=1
u(t) € [-1,1]

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. KedZe sa jedna
0 minimaliza¢ni Glohu s volnym koncom, moéZeme poloZit

kde A je konStanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme

W0 = 1. o(t) =t —1.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok Riesenie (PM) preto mozno prepisat do tvaru
PPM:
0 0 -1 akt <1
(HF) H(xauvwaw):d]x""wu ﬂ(t): 1 akt>1
(AR) h(t) =1 [1,1] ak¢=1.
(PT) ¥(1) =0 Pretoze ide o tlohu s pevnym ¢asom, kde t € [0, 1], tak do-
(PM) —2(t) +(t)u — ér[l_ai(l] stavame, Ze jediné pripustné riadenie (PM) je 4(t) = —1.
’ Po dosadeni 4(t) do stavovej rovnice dostaneme
RieSenie: (PM) mozeme zapisat v tvare (t) = —1.
u(t) p(t) — uen[l,af( 1) VSeobecnym riesenim stavovej rovnice je

ktorej rieSenim je Z(t)=—-t+ B,

-1 ak ¥(t) <0 kde B je konstanta.

a(t)=4 1 ak (t) >0 Vyuzitim pociatoénej podmienky (0) = 1 dostaneme

Vseobecnym riesenim (AR) je

P(t) =t+ A,

Vysledok:



Priklad 10.

ULOHA S PEVNYM CASOM A OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie:

1

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

1
min/ —x(t)? dt
0 2

u(t)
1

[_1’1]

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. KedZze sa jedna
o minimaliza¢nt tlohu s volnym koncom, moézeme polozit

WO = —1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u,¢° ) = %w%z +1hu
(AR) h(t) = i(t)

(PT) Y1) =0

(PM) — %;%(t)z +(t)u — e

RieSenie: Riesenim (PM) je

-1 ak ¥(t) <0
at)=1{ 1 ak () > 0
[~1,1] ak () = 0.

Vsimnime si dalej, Ze vzhladom na ohranicenie na riadenie,
ako aj vzhladom na stavovi rovnicu plati &(t) > —1, a teda
x(t) > 1—t >0 pre kazdé ¢t € [0, 1).

Z (AR) potom dostaneme, Ze (t) > 0 na [0,1), a teda ad-
jungovana premenn4 je rastica. Vhladom na koncovi pod-

mienku (PT) z toho vyplyva
P(t) <0 Vieelo,1).
Podmienka (PM) preto implikuje
a(t) = —1,

a teda zo stavovej rovnice a pociatoc¢nej podmienky dosta-
neme

A(t)=1—t.

Kvoéli overeniu zapornosti adjungovanej premennej do-
sadme este toto Z(t) do (AR). VSeobecnym rieSenim rovnice
je

2
P(t)=t— = +C,

2
kde C' je konstanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme
1
=3
a teda
21 1 )
Y(t) = —5—5_—5@—1) :

Teda naozaj plati predpoklad, ze ¥(t) < 0 pre kazdé
te€l0,1).

Vysledok:



Priklad 11.

ULOHA S PEVNYM CASOM A OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

max /4 3x(t) dt
0
2(t) = z(t) + u(t)

z(0)=5
u(t) € [0, 2]

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. KedZze sa jedna
o maximaliza¢na tlohu s volnym koncom, méZzeme polozit

Y0 =1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u, 90 1) = 3%z + (x + u)
(AR) P(t) = —3 — P(t)

(PT) Y(4)=0

(PM) 32(t) + Y ()(2(t) +u) — Jnax,

RieSenie: RieSenim (PM) je

0 ak ¥(t) <0
ak () > 0
[0,2] ak ¢(t)=0.

Vseobecnym rieSenim (AR) je
P(t) = Ae™" — 3,
kde A je konStanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme
U(t) =3(e"" ~1).

Kedze (t) > 0 pre kazdé t € [0,4), z (PM) dostaneme, Ze
4 = 2. Po dosadeni riadenia do stavovej rovnice dostaneme
z(t) = z(t) + 2.

Vseobecnym riesenim stavovej rovnice je
#(t) = Be' — 2,
kde B je konstanta.
Vyuzitim pociato¢nej podmienky x(0) = 5 dostaneme

2(t) = Te! — 2.

Vysledok:



Priklad 12.

ULOHA S PEVNYM CASOM A OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

max /2 2x(t) — 3u(t) dt
0

(t) = z(t) + u(t)
z(0) =5
u(t) € 10,2]

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a s ohranienim na riadenie. KedZe sa jedna
o maximaliza¢nt tlohu s volnym koncom, moézeme poloZit

W0 = 1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u,¢° 1) = (22 — 3u) + ¢(z + u)
(AR) P(t) = —2 — P(t)

(PT) P(2)=0

(PM) 2&(t) — 3u + Y (t)(Z(¢) + u) — max

u€(0,2]

RieSenie: RieSenim (PM) je
0 ak ¥(t) —3 <0
a(t)=4 2 ak ¥(t) —3>0
[0,2] ak(t)—3=0.

Vseobecnym riesenim (AR) je
P(t) = Aet — 2,
kde A je konstanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme
P(t) =2(e*F —1).

Teraz vySetrime priebeh funkcie () — 3, ktord vystupuje
v rieSeni (PM). Je zrejmé, ze

7Z toho dostavame
i) = {

Teraz rozlisSime dve moznosti:

2 aktel0,7)
0 akte|[r,2].

(i) Ak ¢ € [0,7), tak () = 2. Po dosadeni do stavovej
rovnice dostaneme

z(t) = z(t) + 2.

VSeobecnym riesenim stavovej rovnice je
2(t) = ce' — 2,

kde c je konstanta.

Vyuzitim poc¢iatoénej podmienky x(0) = 5 dostaneme
2(t) = Te! — 2.

Ak t € [r,2], tak 4(t) = 0. Po dosadeni do stavovej
rovnice dostaneme

z(t) = z(t).
Vseobecnym riesenim stavovej rovnice je
#(t) = de’,

kde d je konstanta.
Vyuzitim pociato¢nej podmienky z(7) = 7e™ — 2 do-

staneme
U(t) =3=2(""-1)-3<0 d=7-5¢"2,
vtedy a len vtedy, ak a teda
t>2— lng =T #(t) = Tet — 5e! 2.
Vysledok:
5 . 5
2 akte |0,2—-In= Te' — 2 akte [0,2—1In—
N 2 . 2
at) = . I(t) = .
0 akt€[2—1n§,2} Tet — 5et—2 akt€[2—ln§,2}

Poznamka: Pripomenme, Ze v kazdom bode nespojitosti prisudzujeme riadeniu ako hodnotu jeho limitu sprava.




Priklad 13.

ULOHA S PEVNYM CASOM A OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie:

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

max /2 22(t) — 3u(t) — u(t)*dt
0

z(t)y ==z
z(0)=5
u(t) € 10,2]

(t) + u(t)

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. KedZe sa jedna
o maximaliza¢nt tlohu s volnym koncom, moézeme polozit
PO =1.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF)  H(x,u,¥°,¢) = ° 2z — 3u — u?) + ¢ (z + u)
(AR) d(t) = =2 —1p(t)

(PT) ¥(2)=0

(PM) 22(t) — 3u — u? + (t) (&(t) + u) — max

u€[0,2]

RieSenie: V (PM) hladdme maximum konkavnej funkcie
na uzavretom intervale [0, 2]. RieSenim je

0 ak 1/2 ((t) — 3) < 0,

at)y =4 2 ak 1/2 ((t) — 3) > 2,

1/2(¢(t) = 3) ak 1/2(4(t) - 3) € [0,2].
Vseobecnym rieSenim (AR) spolu s okrajovou podmienkou
(PT) je

() =2(e* = 1).

Teraz vySetrime priebeh funkcie 1/2 (¢(t) — 3), ktord vy-
stupuje vo funkcii (PM). Plati

(i)

Ak t € [0,71), tak @(t) = 2. Po dosadeni do stavovej
rovnice dostaneme
z(t) = z(t) + 2.
Vseobecnym riesenim stavovej rovnice je
2(t) = Ae' — 2,
kde A je konStanta.
Vyuzitim pociatoénej podmienky x(0) = 5 dostaneme
B(t) = Te' — 2.

Ak t € [r1,m2), tak 4(t) = €27t — g Po dosadeni do
stavovej rovnice dostaneme

(1) = a(t) + " — g

Vseobecnym riesenim stavovej rovnice je

- t 1 2—t 5

Z(t) = Be 5¢ + 5
kde B je konstanta.
Vyuzitim pociatoénej podmienky z(r) = 7e™ — 2
dostaneme

1 1
* B(t) = Te! — %€t72 - 562775 +

N | Ot

1 1o, 9
5 (¥=3) = 5[2(6 —D)-3>2 & t<2-In 5 T (iii) Ak t € [ro,2], tak @(t) = 0. Po dosadeni do stavovej
Podobne rovnice dostaneme #(t) = x(t). VSeobecnym rieSenim
L3y =t t—1n-3 <o 52 In2 = *
Z toho dostavame, ze kde C je konstanta. Vyuzitim po¢iatoénej podmienky
2 ak t € [0,71) (1) = %(62 — 1) dostaneme
ﬂ(t) = e2—t _ g ak t € [7'1,7'2) i(t) — 7ot _7et—2.
0 akt e [7-2, 2] .
(Hodnotu £ (e? — 1) ziskame vy¢islenim (*) v bode
Teraz rozliSime tri moznosti: To.)
Vysledok:
2 ak t €[0,71) Tel — 2 ak t € [0,71)
; 2.t 9 - ¢ 81,9 1,5, 5
a(t) = -3 ak t € [11,72) a z Tet — —e — 3¢ +§ ak t € [11,72)
0 ak t € [, 2] Tel — Tel™? ak t € [72,2]
kde 7 :2—lng a T :Z—IH;



Priklad 14.

ULOHA S PEVNYM CASOM A OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

100
max/ x(t)dt
0
z(t) = —x(t) + u(t)

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. Kedze sa jedna
o maximaliza¢na tlohu s volnym koncom, mdZzeme polozit

PO = 1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u,°, ) = %z + ¢ (—x + u)
(AR) d(t) = —1+ ()

(PT) ¥(100) = 0

(PM) () +o(t) (=2(@) +u) — e

RieSenie: Riesenie (PM) je v tvare
0 ak ¢(t) <0,
3

ak (t) > 0,
0,3] ak e(t) =0.

Vseobecnym rieSenim (AR) je
P(t) = Aet +1,

kde A je konStanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme, Ze

Y(t) =1 — 109,
Kedze 9(t) > 0 pre kazdé ¢t € [0,100), z riesenia (PM) do-
stavame 4(t) = 3.
Po dosadeni do stavovej rovnice dostaneme

z(t) = —z(t) + 3.
VSeobecnym riesenim stavovej rovnice je

#(t) = Be " +3,
kde B je konstanta.
Vyuzitim pociato¢nej podmienky 2(0) = 10 dostaneme

2(t) =Te " +3,

Vysledok:



Priklad 15.

ULOHA S PEVNYM CASOM A OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

100 1
max/ x(t) — zu(t)dt
0 2

#(t) = —a(t) + u(t)

Ide 0 autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym ¢asom, s vol-
nym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. KedZe sa jedna

o maximaliza¢nt tlohu s volnym koncom, moézeme polozit a(t) = 3 akt€[0,100 —In2),
WO = 1. 0 akte[100— In2,100].
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok Teraz hladdme odozvu pre takto definované riadenie:
PPM:
1 (i) Na intervale [0,100 — In2) je @(t) = 3, ¢o dosadime
0 _ 0
(HF) H(z,u, ") =1 (33 - §”> +¢(-z+u) do stavovej rovnice a dostaneme
(AR) O(t) = =14 p(t) i(t) = —=(t) + 3.
(PT) ¥(100) =0 Vseobecnym rieSenim je
1 SO At
(PM) (ﬁ:(t) - §u> +(t) (—2(t) + u) — max &(t) = Ae™ +3,
uel0.3] kde A je konstanta.
RieSenie: Riesenim (PM) je Vyuzitim pociatoénej podmienky z(0) = 10 dosta-
0 ak (1) — L <0, neme, e A |
ait)=+{ 3 ak ¢(t) — 1 >0, B(t) =Te™" +3,
0,3] ak (t) — % —0. Dosadenim ¢ = 100 — In 2 dostaneme
N —~100
Riesenim (AR) spolu s okrajovou podmienkou (PT) je £(100 = In2) = 3 4 14e :
P(t) =1 — 71 (i) Na intervale [100 — In2, 100] méme 4(t) = 0. Tu rie-
Pred analyzovanim jednotlivych pripadov zistime, pre aké Sime stavovii rovnicu
7 plati rovnost i(t) = —x(t).
P(T) — % =0. Vseobecnym riesenim rovnice je
Al _ p—t
Po dosadeni dostaneme 2(t) = Be™,
_ 1 1 kde B je konstanta.
_ ,7—100 _ = __ _ - _
1—e ;-0 & 7=100+In7=100-1In2. Vyuitim pociatotn] podmienky (100 ~ In2) =
Pretoze 7 € (0,100), tak v tomto pripade riadenie nebude 3+ 1de” ™ dostaneme
konstantné, ale bude to nasledovnéa po ¢iastkach konStantna 2(t) =Te~t + § 100—
funkcia: 2 '

Vysledok:
at) = 3 akte0,100 —In2)
~ 1 0 akte[100—1In2,100]
Te=t 43 ak t € [0,100 — In2)
B(t) = 7ot 4 geloo—t ak t € [100 — In2, 100]



Priklad 16.

ULOHA S PEVNYM KONCOM A S OHRANICENIM NA RIADENIE

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

T
min/ cru(t)? + cox(t) dt,
0

(t) = u(t)
z(0)=0
z(T)=B
u(t) >0

kde B > 0, ¢; > 0 a ¢z > 0 st dané konstanty.

T je dané

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym cCasom, s
pevnym koncom a s ohrani¢enim na riadenie. Kedze ide o
tlohu na minimum, moéZeme polozit ¢° = —1 alebo )% = 0.
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u,v°,¢) = °(c1u® + cow) + Yu

(AR) b(t) = —¢’c
(PM) Y leru(t)’ + exd(t)) + Y (t)u(t) — max
(PT) (1) = x

RiesSenie: V tomto pripade z (AR) a (PT)
vyplyva, ze ¥(t) = x. Zrejme x # 0, lebo (%, x) # (0,0).
Dalej misi platit x < 0, inak by (PM) nemala riesenie.
V tomto pripade z (PM) vyplyva, ze 4(t) = 0 pre kazdé
t € [0,T]. Odozva na takéto riadenie by v8ak bola vzhla-
dom na stavova rovnicu konstantna funkcia, ¢o je spor s
podiatocnou a koncovou podmienkou, kedze x(0) # =(T).

‘ Pripad ¢° = —1 ‘ V tomto pripade je Hamiltonova funkcia

konkavnou funkciou premennej u. Pre jej maximum na in-
tervale [0, c0) plati

0 ak M <0,
W=\ wy e

Vseobecnym rieSenim (AR) je 9(t) = cot + A, kde A je
konstanta. KedZe ide o rasttcu funkciu, 4(t) bude mat tvar
0 ak t € [0,7),

t+ A
col ak t € [, T,
1

at) =

kde 7 € [0,T]. Konkrétnu hodnotu 7 uréime na zaklade
bodu ¢, ktory je definovany ako (f) = 0, a to nasledovne:

(i) Akt <0, potom 7= 0.

(ii) Akt e [0,7], potom 7 =t.

(iii) Ak ¢ > T, potom 7 = T. (Tento pripad vSak vedie k
nulovému riadeniu vSade, ktoré je nepripustné.)

Zo stavovej rovnice a pociato¢nej podmienky vyplyva, ze
na intervale [0, 7) méa odozva tvar &(t) = 0.

Vypocitajme teraz odozvu na intervale [7,T]: Po dosadeni
4(t) do stavovej rovnice dostaneme

) = 24

201
VSeobecnym rieSenim stavovej rovnice je
R cot? At
i) = —+-—+0C,
( ) 401 201
kde C je konstanta.
Vywzitim pociatoénej podmienky z(7) = 0 dostaneme, ze

i(t) = ca(t? — 712) n At — 7').

401 201
Vywzitim koncovej podmienky (7)) = B ur¢ime hodnotu
konstanty A:

4c1B — co(T? — 72)
2(T—1)
Este zostdva uréit 7. Na tento Gcéel potrebujeme riesit rov-
nicu ¥ (¥) = 0, t.j.
_ 4B —cy(T* -2
cot + a 02( )
2(T — 1)

A:

=0.

Jej rieSenim dostaneme

E:Ti2dﬂﬁ.
C2

CéZB,potomT:T—2

inak 7 = 0. Napokon dosadime A do 4(t) a do Z(t) a po
uprave dostaneme vysledok.

ClB
Cc2 ’

Znamend to, ze ak T > 2

Vysledok:

0 ak t € [0,7),

4¢1B — co(T? — 72) 2
— kt T

201 + 401 (T - T) a < [T’ ]’

kde 7 = max <0,T—2 ﬂ)
C2

0 akt €[0,7),

4¢1B — co(T? — 72)
t— kt T
401 * 401 (T — T) ( T) a < [T7 ]7




Priklad 17.

ULOHA S PEVNYM CASOM A S PEVNYM KONCOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

max /1 —u(t)*dt
0

(1) = x(t) + u(t)

x(0)

(1)

x
1
0

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym ¢asom a s
pevnym koncom. KedZe ide o maximaliza¢n tilohu, stavova 1 1
rovnica je linedrna v u a uloha neobsahuje ohranicenia na a(t) = Zy(t) = =Ae™ .
riadenie, mdzeme polozit 1)° = 1 (pozri poznamku nizsie). 2 2

Po dosadeni do riesenia (PM) dostaneme

Toto riadenie dosadime do stavovej rovnice
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok

1
PPM: i(t) = x(t) + §Ae‘t.
(HF) H(z,u,¢°,) = —¢%u® + ¢ (z 4 u) VSeobecnym riesenim stavovej rovnice spolu s pociato¢nou
(AR) ¢(t) = (1) podmienkou je
t

(PM) — 4 (1) (3(t) + u) — max 80 = a(0)e + [ e S as = (1 T g) At

0
RieSenie: Kedze Hamiltonova funkcia je konkévna v pre- Vyuzitim koncovej podmienky z(1) = 0 dostaneme
mennej v a tloha neobsahuje ohranicenia na riadenie, mo- 402
zeme na rieSenie (PM) vyuzif podmienku prvého rédu, 1 e

ktord je v tvare Po dosadeni A a tprave dostaneme

1
a(t) = Sa(t). t—e2t
(1) = (1) = £
Vseobecnym riesenim (AR) je 5 i " o ©
Este A musime dosadit do 4, teda
¢(t) = Ae_tv 2—t
R 2e
kde A je konstanta. at) = 1_e2
Vysledok:
2e27t
A1) =
ut) =10
ot _ o2t
S(4) —
2(t) 1—e2

Poznamka: V jednorozmernej tlohe, pre ktord su splnené obe nasledujice podmienky:
(i) stavova rovnica je linedrna v u,
(ii) tloha neobsahuje ohranicenia na riadenie,

mézeme vzdy predpokladat, ze 9° # 0. V pripade ¢° = 0 by totiZ neexistovalo riesenie podmienky maxima, takze tymto
pripadom sa netreba vobec zaoberat.




Priklad 18.

ULOHA S PEVNYM CASOM A S PEVNYM KONCOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:
1 /1
min - / u(t)* dt
4 Jo
z(t) = z(t) + u(t)

z(0)=1
z(1)=0

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym ¢asom a s

, > L BT ) Po dosadeni do riesenia (PM) dostaneme
pevnym koncom. KedZe ide o minimaliza¢nii iilohu, stavova

rovnica je linedrna v u a tloha neobsahuje ohranidenia na a(t) = Vu(t) = Be™3, kde B=/A.
. . Ay vep 0
riadenie, moZzeme poloZit ¢~ = —1. Toto riadenie dosadime do stavovej rovnice
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok i(t) = z(t) + Be 5.
PPM:
1 Vseobecnym rieSenim stavovej rovnice a pociatocnej pod-
(HF) H(iC, u, ¢07 ¢) = Z¢0u4 + ¢ ((E + U) mienky je
. t
— s 3B 3B
(AR) b(t) = —¥(t) 2(t) = z(0)e! —|—/ e *Be 3ds=c¢! <1 + T) - Te_%'
1 0
PM —~ut 7
(PM) 4" () @) +v) — NeR Vyuzitim koncovej podmienky z(1) = 0 dostaneme
4

RieSenie: Kedze Hamiltonova funkcia je konkdvna v pre- B— 4 s
mennej v a tloha neobsahuje ohranicenia na riadenie, mo- 31—e3
zeme mna riesenie (PM) vyuzif podmienku prvého ridu, Teda po dosadeni B a naslednych tpravach dostaneme
ktora je v tvare 4t

. s S(f) = et —e 3

a(t) = v(t). (t) = 1o
Vseobecnym riesenim (AR) je Este B musime dosadit do 4@ a po tprave dostaneme

¢(t) = Aeitv 46%
kde A je konstanta. i(t) = 3(1—e3)
Vysledok:

4—t
R 4e 3
u(t) = P
3(1—e3)



Priklad 19.

ULOHA S PEVNYM CASOM A S PEVNYM KONCOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym c¢asom, s
pevnym koncom a s ohranicenim na riadenie. Je to tloha
na maximum, a preto ¢° = 0 alebo ¥° = 1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(%Uﬂboﬂﬂ) = ¢O$ + Yu
(AR) () = —°

(PM) V() + () u — max
(PT) ¥(4) = x

ostaneme

~—
oL

RieSenie: Riesenim (PM
1 akw(t) <0,

(*) aft) =4 1 ak 1(t) > 0,
[~1,1] ak ¥(t) = 0.

Riesenim (AR) je

kde A je konstanta.

Pripad ¥ = 0| Z (AR) a (PT) vyplyva, Ze ¥(t) = x.
Zrejme x # 0 (kedZe (1°, x) # (0,0)), a teda z (*) vyplyva,
Ze 4(t) = —1 pre V¢t € [0,4] alebo 4(t) = 1 pre V¢ € [0,4].
Postupne vysetrime oba pripady.

(i) Ak a(t) = —1, po dosadeni riadenia do stavovej rov-
nice dostaneme #(¢) = —1. RieSenim spliiajicim po-
¢iatoCntl podmienku je

xz(t)=1-—t.
Toto rieSenie vSak nie je pripustné, lebo nespliia kon-
covi podmienku.

(ii) Ak @(t) = 1, zo stavovej rovnice a z pociatoénej
podmnienky dostaneme
x(t) =1+t

Ani toto rieSenie vSak nespliia koncovii podmienku.

Pripad ¥° = 0 teda nedéava Ziadneho kandidata na opti-
malne riesenie.

Riesenim (AR) dostaneme
P(t) = —t+ A,

kde A je konstanta. Funkcia 1 (¢) je klesajica, preto teore-
ticky mozu nastat tri pripady:

(i) Ak ¢(¢t) > 0 pre Vt € [0,4], potom podla (*) je
@(t) = 1. Ako sme v8ak ukdzali vyssie, toto riadenie
nie je pripustné.

(ii) Ak ¥(t) < 0 pre Vt € [0,4], potom podla (*) je
4(t) = —1. Ako sme vSak ukdzali vySsie, ani toto ria-
denie nie je pripustné.

(iii) Ak 37 € (0,4) pre ktoré plati ¢)(t) > 0 na [0,7) a
¥ (t) < 0 na (7,4], potom podla (*)

N 1 ktel0,7),
”(t):{ -1 zkte[m}.

Spocitajme odozvu na takéto riadenie a ur¢ime bod
T:

Na intervale [0,7) je @(t) = 1, dosadime do stavo-
vej rovnice a dostaneme, ze ©(t) = 1. RieSenim tejto
rovnice spolu s poc¢iato¢nou podmienkou z(0) = 1 je

z(t) =1+t
Na intervale [7,4] je i(t) = —1, dosadime do stavovej
rovnice a dostaneme, Ze i(t) = —1. RieSenim splita-

jacim podiatoént podmienku z(7) = 1+ 7 je
Z(t) =—t+27+1.
7 koncovej podmienky v tvare
x(4)=—-4+271+1=1

dostaneme 7 = 2. Teda na intervale [, 4] je odozva v
tvare

#(t) = —t+5.

Vysledok:

o [ t+1  akte[0,2)
x(t)_{ —t+5 aktel[24]



Priklad 20.

NEAUTONOMNA ULOHA

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:
T
t2 +u(t)?dt, T je volné

u(t)
4
5

a(t)

(0)
a(T) =

I S—

Ide o neautonémnu Lagrangeovu tlohu s volnym ¢asom, s
pevnym koncom a bez ohrani¢eni na riadenie. KedZze ide
o minimaliza¢nt tlohu, ktorej stavova rovnica je linedrna At

Vyuzitim poc¢iato¢nej podmienky 2(0) = 4 dostaneme, Ze

v u a uloha neobsahuje ohranicenia na riadenie, mézeme a(t) = 2 t4.
polozit ° = —1. Vyuzitim koncovej podmienky
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok A AT
PPM: ;%(T):7+4:5
(HF) H(t,x,u, ¢’ ) = l/JO(tQ +u?) + Yu dostaneme, Ze
(AR) bt = A2
(PS) —aﬂ+w)%+w<><)=o )
(PM) — ( +u?) + ¢ (t) u — max Vyuzitim (PS) ur¢ime T'. Zname hodnoty
uceR
. A
RieSenie: KedZe Hamiltonova funkcia je konkavna v pre- o(T) = 5 @ W(T) =4
mennej u a hladdme volny extrém, mozeme vyuzit pod- dosadime do (PS)
mienku prvého radu v tvare 22 A
) ¢ —(T2 ——) <A(—):0.
a(t) = %) ) TG
L . . Z toho
Vseobecnym riesenim (AR) je R A
T=+—.
P(t) = A, 2
kde A je konstanta. Najprv rieSme sastavu rovnic
Dosadenim do riesenia (PM) dostaneme 4 2 s A
= = a = —.
b _ A P :
2 2 Jej riesenim je T =1 a A = 2.
Toto riadenie dosadime do stavovej rovnice Po dosadeni A do #(t) a 4u(t) dostaneme
i’(t):é. Ft)=t+4 a u(t)=1
2 . ,
- L, . . Na druhej strane, ststava
Vseobecnym rieSenim stavovej rovnice je
2 . A
% At A== a T=—=

. y nemé v obore realnych cisiel rieSenie.
kde B je konstanta. Y

Vysledok:
T=1
a(t) =1
T(t)y=t+4



Priklad 21.

Borzova ULoOHA

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

Ide o autonémnu Bolzovu tlohu, kde ¢(z) = 2% s pev-

L o S UZ pozname riadenie u, ktoré dosadime do stavovej rovnice
nym ¢asom (T = 1), s voInym koncom a bez ohraniéeni na

riadenie. KedZe sa jednd o minimaliza¢nt tlohu s volnym i(t) = z(t) — #(1)er .

koncom, mézeme polozit 1 = —1. Vs Y . .
Seobecnym rieSenim stavovej rovnice je

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok 1

PPM: &(t) = cet + 533(1)614,

(HF) H(z,u,9°,¢) = "u® + (x4 u) kde c je konstanta.

(AR) w(t) S— Vyuzitim pociato¢nej podmienky dostaneme

N 1
(PT) (1) = —22(1) 2(t) = [1 - gm)} e + Za(1)el .
— 2 7
(PM) w Ay + ) — NeR Este potrebujeme uréit £(1). Ak vy¢islime hodnotu odozvy

C v . . . . . v Case t = 1, dostaneme
RieSenie: Pretoze Hamiltonova funkcia v (PM) je kon-

kévna v u, riesenim (PM) dostévame #(1) = [1 - 3@(1)] e+ %@(1).
a(t) = %t) Z toho dostaneme
. 2e
Vseobecnym rieSenim (AR) je (1) = 112
P(t) = Ae™?, To dosadime naspét do Z(t), potom
kde A je konstanta. = |1 ¢ 2e P R e
Vyuzitim (PT) dostaneme 2(t) = |1~ 211e2|¢ T T2t T iy
B(t) = —22(1)e' . Este vypocitame riadenie, pre ktoré plati & = —xz(1)el ™.
Po dosadeni do rieSenia (PM) méame Po dosadeni za (1) mame
. Y(t) . - Lo 2e ., —2e7!
U,(t) = T = —x(l)el t. U,(t) - _1+€2€ - 1+€2 :
Vysledok:
—2¢e27t
Q) = —2¢
W)=
A ot 4 e2—t
W=7
e

Poznamka: V Bolzovej tilohe sa zmena formulécie podmienok PPM vztahuje na podmienku transverzality, ktord v tomto
pripade nadobuda tvar

o(T) = 90y +y0 2D

Kedze ide o tlohu s volnym koncom, moézeme polozit x = 0, a teda 1 # 0.




Priklad 22.

BoLzovA ULOHA (ULOHA O OBNOVE STROJA)

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:
T
max/ e P (rx(t) —uw(t)?/2)dt + e T Sx(T), T je dané
0

z(t) = —dz(t) + u(t)

2(0) = g
kde p>0,7>0,5>0,d>0axg >0 st dané konStanty.
Interpretacia: Zmena stavu stroja je popisand rovnicou &(t) = —dx(t) + u(t), kde d > 0 je miera opotrebovania stroja a u

vyjadruje mieru udrzby stroja. Ulohou je najst optimalnu mieru adrzby stroja, ktord maximalizuje celkovy zisk diskontovany
diskontnou mierou p vratane zisku z predaja stroja za zbytkovti hodnotu stroja na konci obdobia. Potom u2/2 st naklady na
udrzby. Zisk z vyuzivania stroja je priamo tmerny jeho aktualnemu stavu a naklady st kvadratickou funkciou miery adrzby.

(. . , i . , .. ) il sz
Ukazte, ze ako sa meni u v zavislosti od vyrazu S — P V tejto ulohe nie je potrebné pocitat odozvu na optimélne
p

riadenie.

Ide o neautonémnu Bolzovu tlohu s pevnym ¢asom, s vol-

i A ; : N Do Riesenie: Hamiltonova funkcia je konkdvna v w, preto
nym koncom a bez ohraniceni na riadenie. KedZe sa jedna

o maximaliza¢nt tlohu s volnym koncom, moézeme polozit
=1

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(t,z,u,v° ¢) = %! <7rx - 7) + ¢Y(u — dz)
(AR) Y(t) = —me Pt 4+ 1p(t)d
(PT) W(T) = Se=*T

u

(PM) e (m%(t) -5

)

+ () (u — di(t)) — max

rieSenim (PM) dostaneme

a(t) = p(t)er”.

Vseobecnym rieSenim (AR) je

—pt
£) = ¢ et L.
Y(t) = cre™ + ot d
Vyuzitim (PT) dostaneme
—pt
t) = d“—T)—PT[S— u }+m :
vlt) =e p+d p+d

Teraz dosadime v (t) do 4(t) a dostaneme
|+

™
p+d

T
p+d

~

a(t) = @D g -

Vysledok:

4

(t) = e(d+PE=T) [ S
Vlastnosti u:

(i) Ak S — —— >0, tak @
p

d (t) rastie.

(ii) Ak S — —— <0, tak 7(t) klesé.
P

+d
s
p+d

(i) Ak S — =0, tak 4(t) = je konstantna.

s
+d

s
p+d

s
p+d

|+



Priklad 23.

MAYEROVA ULOHA

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

max 52(100)
z(t) = —x(t) + u(t)

x(0) =10
u(t) €10, 3]

Ide o autonémnu Mayerovu tlohu s volnym koncom s ohra-
ni¢enim na riadenie. KedZe sa jednd o maximaliza¢na tlohu
s volnym koncom, mézeme polozit 1 = 1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(%Uﬂboﬂﬁ) = lb(—x‘*‘“)
(AR) h(t) = p(t)
(PT) ¥(100) =5
(PM) P(t) (—2(t) + u) — max

u€[0,3]

RieSenie: RieSenim (PM) je
0 ak ¥(t) <0,
3

ak ¥(t) > 0,
[0,3] ak ¥(t) =0.

Vseobecnym riesenim (AR) je
Y(t) = Ae',
kde A je konStanta.
Vyuzitim (PT) dostaneme
P(t) = 5e! 7100,

Kedze 1(t) > 0 pre kazdé t € [0,100), z (PM) dostavame
a(t) = 3.
Dosadime toto riadenie do stavovej rovnice a dostaneme

z(t) = —x(t) + 3.
VSeobecnym riesenim je

#(t) = Be™" +3,
kde B je konstanta.
Vyuzitim poc¢iato¢nej podmienky z(0) = 10 dostaneme, Ze

2(t) =Te " +3.

Vysledok:



Priklad 24.

DVOJROZMERNA MAYEROVA ULOHA

Zadanie:

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

max 8x1(18) + 4x2(18)
jil(t) = Jfl(t) + .CCQ(t) + u(t)
{ig(t) = 2$1(t) — u(t)

xl(O) =15
x2(0) = 20
u(t) € [0,1]

V tomto pripade sta¢i najst riadenie, nie je potrebné pocitat odozvu.

Ide o dvojrozment autonémnu Mayerovu tlohu s volnym
koncom s ohrani¢enim na riadenie. KedZe sa jedna o maxi-
maliza¢ni tlohu s voInym koncom, mézeme polozit 1° = 1.
Uloha je dvojrozmernd, preto budeme maf dve adjungované
premenné 11 (t), Pa(t).
Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:
(HF)

H (w1, w9,u,9°,11,1) = 11 (21 + 2 + 1) + ¢2(221 — u)

(AR) Y1(t) = =i (t) — 21ha(2)
(1) da(t) = = (t)
(PT) P1(18) =8
(2) ¥2(18) =4
(PM)
2/11 (t) (il(t) + Zo (t) + U) + 1/}2 (t) (2@1@) — U) — max

u€(0,1]

RieSenie: (PM) je ekvivalentna s podmienkou

u(Y1(t) — ¥2(t)) — max .

u€[0,1]
Jej riesenim je
0 ak ¥1(t) —1h2(t) <0
a(t)=4 1 ak ¥1(t) — () >0
[0,1] ak t1(t) —a(t) =0.
Dvojica adjungovanych rovnic predstavuje linedrny systém
obycajnych diferencidlnych rovnic v tvare

(o) =2 (a0) e = (5 )

Riesenie takého systému diferencidlnych rovnic je v tvare
1 (t)) At Aot
= cv1e™t’ + dvge™?
(%(t)
kde A1 a Ay st vlastné cisla matice ¥ a vy, vy st vlastné

vektory prislichajice k tymto vlastnym cislam. V tomto
pripade dostaneme hodnoty A\; a A rieSenim rovnice

det <_1 —A :i) =0,

-1
odkial \; = —2. Prislusné vlastné vektory su v

tvare

1&)\2:

o= (2) + =)

Adjungované premenné su preto v tvare
P1(t) = ce +2de*,
o (t) = —ce + de 2.

Konstanty ¢ a d ur¢ime pomocou okrajovych podmienok
(PT), z ktorych dostaneme ¢ = 0 a d = 4e3%. Odtial

1/11 (t) = 8636721&7
¢2(t) — 46367215.

Vsimnime si, ze po dosadeni za ¢1(t) a 12(t) do vyrazu
¥1(t) — 1o (t) vystupujicom v rieeni (PM) dostaneme

D1(E) — o (t) = 863672 _ 43672t — 4362t 5
Riadenie (PM) je preto v tvare 4(t) = 1.

Vysledok:



Priklad 25.

BoLzovA ULOHA S VOLNYM CASOM

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

kde a > 0 je dana konstanta.

T
1
min/ 2dt + Ex(T)z, T je volné
0

—z(t) — u(t)

Ide o autonémnu Bolzovu tlohu s volnym ¢asom s volnym
koncom a s ohrani¢enim na riadenie. KedZe ide o minima-
liza¢nt tlohu s volnym koncom, mézeme polozit ¢° = —1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

RieSenie: RieSenim (PM) dostaneme
0 ak ¥(t) > 0,
at) =< 1 ak ¥ (t) <0,
(0,1) ak ¥(t) =0.
Vseobecnym riesenim (AR) je
Y(t) = Ae',
kde A je konstanta. VyuZzitim (PT) dostaneme
() = =" Ta(T).
Dalej vyuzitim (PS) dostaneme
#(T)(&(T) +a(T)) = 2.
7 toho vyplyva, ze (1) # 0.
Moézu teda nastat dva pripady:

(i) Ak z(T) < 0, tak ¥(t) = —et=T2(T) > 0, teda
@(t) = 0. Toto riadenie dosadime do stavovej rovnice
a dostaneme

z(t) = —x(t).
Riesenim tejto rovnice spliiajicim poéiatoénti pod-
mienku z(0) = a je

z(t) = ae™ "

Teraz vySetrime platnost predpokladu z(T) < 0 pre
2(T) = ae~T. Vieme, 7ze a > 0 a e~T > 0, teda tento
predpoklad nie je splneny. Z toho vyplyva, Ze riadenie
u(t) = 0 nesplita podmienky PPM.

(ii) Ak z(T) > 0, tak ¥(t) = —e'"Ta(T) < 0, a teda
@(t) = 1. Toto riadenie dosadime do stavovej rovnice
#(t) = —x(t) — 1.

Riegenim spliiajicim pocéiatoénti podmienku je
t
z(t) = e z(0) +/ —e tVds=eHa+1)— 1.
0

Este vySetrime predpoklad z(7) > 0 pre z(T) =
e T(a +1) — 1. Upravami dostaneme, Ze tento pred-
poklad je splneny prave vtedy, ak

(*) T < In(a + 1).

Zistili sme teda, Ze jedinym pripustnym rieSenim spliiaji-
cim podmienky PPM méze byt

at)=1 a #@t)=e*a+1)-1,
a to za predpokladu, Ze je splneny predpoklad (*). Vyuzi-

tim (PS) ur¢ime teraz T'. Zndme hodnoty ako 4(T) =1 a
Y(T) = —%(T') dosadime do (PS) a dostaneme
24+ 2(T)(@(T)+1)=0 tj. (@) +2)(@T)—-1)=0.
Riesenim je jedine

#(T) =1,
lebo mali sme predpoklad, ze x(T) > 0. Aby sme zistili T,
treba este vyriesit rovnicu

z(T) = e*T(a +1)—-1=1
7 toho dostaneme, Ze
a+1

3

T =1n

¢o spliia predpoklad (*).

Vysledok:




Priklad 26.

ULOHA S OHRANICENIM V TVARE NEROVNOSTI NA KONCOVY STAV

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:

max /1 —u(t)*dt
0
z(t) = z(t) + u(t)

Ide o autonémnu Lagrangeovu tilohu s pevnym c¢asom, bez
ohraniceni na riadenie a s ohrani¢enim na koncovy stav v
tvare nerovnosti. KedZe ide o maximaliza¢n tlohu, stavova
rovnica je linedrna v u a tloha neobsahuje ohranicenia na
riadenie, mézeme polozit 1 = 1.

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

HF) H(z,u, 4%, 9) = —4%u® + 9(z +u)

VSeobecnym riesenim je

Ae™?

4 )

kde c je konstanta. Vyuzitim pociatocnej podmienky
x(0) = 1 dostaneme, ze ¢ = 1+ %. Pomocou koncovej
podmienky z(1) = 3 a konstanty ¢ uréime konStantu
A. 7 rovnice

2(t) = ce’ —

3=z(1)=¢"+ é(et —e)

(

(AR) Y(t) = —(t) 1

(PT) b(1)=A vieme, 7e A = %. Po dosadeni a uprave dosta-
(PK) Az(1)=3)=0, A>0 neme

(PM) —u? + () (£(t) + u) — max el — 27t — 3eltt 4 3el~t

RieSenie: RieSenim (PM) dostaneme

oy ()
a(t) = 5
Vseobecnym riesenim (AR) je

p(t) = Ae”",

Z(t) = -

Konstantu A dosadime do riadenia a dostaneme
262—15 _ 661_t

it) = 1—e2

Teraz vySetrime pripad A = 0 a (1) —3 > 0. V tomto
pripade je (PT) v tvare

kde A je konstanta. Po dosadeni do rieSenia (PM) dosta- ¥(1) =0.
neme Aot Z (AR) v tomto pripade dostame, ze 1(t) = 0. Po
a(t) = @ = 62 ) dosadeni do 4(t) = @ dostaneme, Ze i(t) = 0. Ria-

Podmienka komplementarity (PK) je splnend, ak
z(1)-=3=0 A A>0
alebo
A=0 A z(1)-—-3>0.
Postupne rozoberieme oba pripady:

(i) Najprv vySetrime pripad z(1) =3 =0a A > 0. Tu
méame ulohu s pevnym koncom. Riadenie

denie dosadime do stavovej rovnice a dostaneme
z(t) = z(t).

Vseobecnym riesenim je
x(t) = de’,

kde d je konstanta. Vyuzitim pociatoénej podmienky
2(0) = 1 dostaneme

z(t) = e’

Vsimnime si vSak, Ze v tomto pripade plati z(1) = e,

—t
a(t) = Y(t) _ Ae a teda nie je splnend podmienka z(1) > 3. Riadenie
2 2 u(t) = 0 je preto nepripustné.
dosadime do stavovej rovnice a dostaneme

#(t) = () + Ae;.

Vysledok:




Priklad 27.

ULOHA S OHRANICENIM V TVARE NEROVNOSTI NA KONCOVY STAV

Zadanie: Najdite riesenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnii tilohu:
max / —z(t)dt
0
i(t) = u(t)
z(0) =
z(2) =
u(t) € [-1,1]

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym Casom, s
ohranic¢enim na riadenie a s ohrani¢enim na koncovy stav
v tvare nerovnosti. Kedze nemame podmienku na koncovy
stav v tvare rovnosti, plati x = 0, a teda podmienka na
nenulovost multiplikdtorov sa redukuje na tvar (y°,)\) #
(0,0).

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u, 90 1) = = + u
(AR) () = °

(PT) P(2) = A

(PK) Ai(2) =0, A>0
(PM) —p%2(t) + (t)u — max

ue[—1,1]

RieSenie: rieSenim (PM) dostaneme

-1 ak ¥(t) <0
a(t)y =4 1 ak ¥(t) >0

[-1,1] ak¢(t)=0.
Vieobecnym riesenim (AR) je ¥(t) = 1°t+ A, kde A je kon-
Stanta. V tomto pripade mame (t) = A,
a pretoze ¥(2) = A > 0, tak A > 0. Vsimnime si, ze
ak by A = 0, potom A = 0, ¢o je spor s podmienkou
(4% X) # (0,0). Preto A > 0. Z toho vyplyva, ze u(t) = 1.
Po dosadeni tohto riadenia do stavovej rovnice a s vyuzitim
pociatoénej podmienky x(0) = 1 dostaneme x(t) = ¢t + 1.
Vsimnime si, ze z(2) = 3 > 0 a teda u(t) = 1 je sice
pripustné riadenie, ale nesplia (PK), lebo z(2) = 3 a
A=19(2)=A>0.

Pripad 4° = 1|V tomto pripade mame () = t + A, kde

A je konstanta.
Teraz analyzujeme podmienku komplementarity (PK). T4
je splnena, ak

z(2)=0aX>0 alebo A=0az(2)>0.

Postupne rozoberieme oba pripady:

(i) Najprv skimame pripad z(2) = 0 a A > 0. Pretoze
A=¢(2) =2+ A >0, madme dve moznosti:

a) Y(t)=t+A>0 Vi tj A>0atedau(t)=1.
Tento pripad uz sme analyzovali a vieme, ze
toto riadenie nespliia podmienky PPM, lebo \ =
¥(2) > 2 a x(2) = 3, ¢o je spor s (PK).

b) 3t1 € (0,2), ze
t+A <0 Vte[0,t1)

Mame teda

a t+A>0 vtE(t1,2].

) 1 akte0,4)
“(t):{1 zkte[t1,2].

Spocitajme odozvu na takéto riadenie a uréime
bod t;. Na intervale [0,¢1) je 4(t) = —1. Dosa-
dime do stavovej rovnice a s vyuzitim pociatoc-
nej podmienky x(0) = 1 dostaneme

B(t)=1—t.

Na intervale [t1, 2] je @(t) = 1. Opéf dosadime do
stavovej rovnice a s vyuzitim pociato¢nej pod-
mienky z(t1) = 1 — ¢; dostaneme

B(t) =t —2t; + 1.

Z koncovej podmienky x(2) = 2—2t;+1 = 0 do-
staneme, Ze t; = % Na intervale [t1,2] je odozva
Z(t) =t — 2. Teda podmienka PPM je splnen4.

(ii) Ostéva prekumat pripad A = 0 a x(2) > 0. To zna-
mend, ze ¥(2) = A = 0 a pretoze (t) je rastica, tak
dostévame, ze ¥(t) <0 V¢, a teda u(t) = —1. Dosa-
denim tohto riadenia do stavovej rovnice a s vyuzitim
pociatoénej podmienky x(0) = 1 dostaneme

z(t) = —t+ 1.

Ak dosadime ¢as T' = 2 dostaneme, Ze z(2) = —1 a
to je spor s predpokladom z(2) > 0. Z toho vyplyva,
Ze toto riadenie je nepripustné.

Vysledok:

1—t akte[0,2)
t—2 akte [32]



Priklad 28.

ULOHA S OHRANICENIM V TVARE NEROVNOSTI NA KONCOVY STAV

Zadanie:

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

4
max/ —z(t)dt
0

(t) = u(t)
z(0) =1
x(4) <1
u(t) € [-1,1]

Ide o autonémnu Lagrangeovu tlohu s pevnym casom,
s ohranicenim na riadenie a s ohranic¢enim na koncovy
stav v tvare nerovnosti, pricom toto ohranicenie je v tvare
h(xz(4)) > 0, kde h(z) = —z+1. KedZe nemame podmienku
na koncovy stav v tvare rovnosti, plati x = 0, a teda pod-
mienka na nenulovost multiplikdtorov sa redukuje na tvar

(¥°,A) # (0,0).

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u, 90 1) = = + u
(AR) d(t) = ¢°

(PT) w(a) = -\ H

(PK) AM=2(4)+1)=0, A>0

(PM) —p%2(t) + (t)u — max

ue[—1,1]

RieSenie: RieSenim (PM) dostaneme
-1 ak ¥(t) <0

kde A je konstanta.

V tomto pripade mame ¥ (t) = A, a pretoze
Y(4) = =X <0, tak A < 0. VSimnime si, ze ak by A = 0,
potom A = 0, ¢o je spor s podmienkou (%, \) # (0,0).
Preto A < 0. Z toho vyplyva, ze u(t) = —1. Po dosadeni
tohto riadenia do stavovej rovnice a s vyuzitim pociatoc¢nej
podmienky z(0) = 1 dostaneme

x(t) = —t+ 1.
Vsimnime si, ze £(4) = =3 < 1 a teda u(t) = —1 je sice
pripustné riadenie, ale nespliia (PK), lebo z(4) = —3 a

A= —p(d) = —A>0,

V tomto pripade mame ¥(t) =t + A, kde
A je konstanta. Kedze ¢(t) je rastica a (4) = =X < 0,
tak ¥(t) < 0 pre kazdé t € [0,4). Preto ma riadenie tvar
i(t) = —1 a optimélna odozva je (podobne ako v predché-
dzajiucom pripade) v tvare &(t) = 1 —t. Teraz analyzujeme
podmienku komplementarity (PK). T4 je splnend, ak

uh) =41 ak () >0 )=1ar>0 alebo A=0aux(4)<1
1,1] ak w(t) = 0. z(4) ai> alebo azx(4) <1.
Vieobeenim rietenim (AR) ; Prvy z uvedenych pripadov nemoze nastat, kedze &(4) =
Seobecnjm riesenim (AR) je —3. Druh4 z moznosti je vSak splnend pre A = —4, t.j.
P(t) = Ot + A, Y(t) =t — 4.
Vysledok:
a(t) = -1 t)=1—1¢

Poznamka: VSimnite si, Ze v tomto pripade sme nasli kandiddta na optimélne rieSenie, v ktorom nebolo ohrani¢enie na
koncovy stav v tvare nerovnosti aktivne, a teda tloha ma preto pre toto konkrétne riadenie charakter ulohy s volnym
koncom. To potvrdzuje aj fakt, Ze adjungovana premena splita ¢)(T) = 0, ¢o je klasicka (PT) pre tilohu s volnym koncom.




Priklad 29.

BoLzovA ULOHA S OHRANICENIM V TVARE NEROVNOSTI NA KONCOVY STAV

Zadanie:

N4jdite rieSenie podmienok Pontrjaginovho principu maxima pre nasledovnt tlohu:

max /2 —z(t) dt + x(2)
0

Ide o autonémnu Bolzovu tlohu s pevnym ¢asom, s ohrani-
¢enim na riadenie a s ohranicenim na koncovy stav v tvare
nerovnosti. KedZe nemame podmienku na koncovy stav v
tvare rovnosti, plati x = 0, a teda podmienka na nenulovost
multiplikdtorov sa redukuje na tvar (4%, \) # (0,0).

Formulacia Hamiltonovej funkcie a podmienok
PPM:

(HF) H(z,u,¢°, ) = =%z + u
(AR) () = ¢°

(PM) — ¢0§3(t) +Y(t)u — ug[léifl]
(PT) P(2) =%+ A

(PK) AZ(2)=0,A>0

RieSenie: RieSenim (PM) dostaneme

1 ak(t) <0
ait) =4 1 ak ¥(t) > 0
[1,1] ak(t) =0.

Vseobecnym rieSenim (AR) je

Y(t) =t + A,

kde A je konStanta.

Pripad ¢° = 0|V tomto pripade mame 1)(t) = A, a pretoze
¥(2) = X >0, tak A > 0. Véimnime si, ze ak by A = 0,
potom A\ = 0, ¢o je spor s podmienkou ()%, \) # (0,0).
Preto A > 0. Z toho vyplyva, ze u(t) = 1. Po dosadeni
tohto riadenia do stavovej rovnice a s vyuzitim pociatoc¢nej
podmienky z(0) = 1 dostaneme

z(t) =t+ 1.

Vsimnime si, Zze 2(2) = 3 > 0 a teda u(t) = 1 je sice
pripustné riadenie, ale nespliia (PK), lebo z(2) = 3 a
A=1(2) = A > 0.

Pripad ¢° = 1| Po dosadeni ¢° = 1 do (AR) a s vyuzitim

(PT) dostaneme
P(t)=t+ -1

V zévislosti od hodnoty A mézu nastat dva pripady, ktoré
postupne rozoberieme:

(i) Ak A > 1, potom ¢(t) =t+A—1 >0 Vta teda
u(t) = 1. Z predchadzajtcej ¢asti vieme, Ze odozvou
pre riadenie u(t) = 1 je z(t) = t + 1. Potom z(2) = 3,
a teda z (PK) dostavame podmienku A = 0, ktora v
tomto pripade nie je splnend (kedZe sme predpokla-
dali A > 1).

Ak X €[0,1), potom dostavame
P(Et) <0 VEtel0,1-XN) a o({t)>0 Vte (1-)\2].
Maéame teda

o | -1 akte[0,1—-NX)

a(t) = { 1 aktel[l— A2
Spocitajme odozvu na takéto riadenie. Na intervale
[0,1 — A) je 4(t) = —1. Dosadime do stavovej rov-
nice a s vyuZitim pociatoénej podmienky x(0) = 1
dostaneme

Z(t)y=1—t.
Na intervale [1 — A, 2] je 4(t) = 1. Opét dosadime do
stavovej rovnice a s vyuzitim pociatocnej podmienky
2(1—X)=1—(1—-X) =\ dostaneme
Z(t) =t+2X1—1.

Teraz analyzujeme podmienku komplementarity
(PK). T4 je splnena, ak

2(2)=0aA>0 alebo A=0axz(2)>0.

V prvom pripade dostaneme z podmienky x(2) = 0,
#e A = —1, ¢o nesplita (PK).

V druhom pripade dostaneme z podmienky A = 0, ze
x(2) = 1, takZe (PK) je splnena.

Vysledok:

2>

1-t aktel0,1)
t—1 akte[l,2]

01



