(04) Spojité nahodné premenné

1. Uvodné priklady

Zaoberali sme sa diskrétnymi nahodnymi premennymi, ktoré nadobudali konec¢ne alebo
spocitatelne vela hodnét, napriklad pocet bodov pri hadzani kockou. Distribu¢na
funkcia je v tom pripade skokovitd, velkost skoku je pravdepodobnost prislusnej
hodnoty:
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Nie kazda nahodna premenna ma takyto charakter, napriklad sme mali ulohu:

Romeo a Julia sa chcu stretnut. Na miesto stretnutia pridu v nahodnom case,
ktory si kazdy nezavisle zvoli rovhomerne nahodne medzi 18:00 a 20:00. Kto
pride prvy, pocka na druhého.

Diskrétnou nahodnou premennou nie je
e Prichod Romea (analogicky priklad Julie) — mozn4 je lubovolna hodnota medzi 0
a 120 (ak ¢as meriame v mindtach od 18:00)
e Cas Gakania - tiez ubovolna hodnota medzi 0 a 120

Predpoklad o “rovhomernom rozdeleni” prichodu intuitivne rozumieme, takisto tomu, ¢o
je “nahodné ¢islo rovnomerne zvolené medzi 0 a 1 v Pythone™:

n = 18*%*4
X = np.random.rand(n) * 120
y = np.random.rand(n) * 120

cakanie = np.abs(x - y)



Pre ¢as Cakania sme odvodili distribu¢nud funkciu, ktord naozaj nema skok:
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Ukazovali sme si aj iné priklady distribuénych funkcii (len graficky, bez predpisu pre
funkciu): vlavo ndhodna premenna nadobuda l'ubovolné kladné hodnoty, vpravo
lubovolné redlne.
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2. Generovanie nahodnych cCisel z rozdelenia daného distribu¢nou
funkciou

Ak by sme mali iba generator rovnomerne rozlozenych ¢&isel z intervalu (0, 1), mohli by
sme ho pouzit na generovanie hodnét diskrétnej nahodnej premenne;j.

Napriklad majme ndhodnu premennu s rozdelenim:
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Potom mo6Zeme postupovat nasledovne:



Teraz by sme chceli podobny postup aj pre nahodné premenné s horeuvedenymi
distribu¢nymi funkciami. Budeme predpokladat, Ze distribu¢na funkcia F nasho
rozdelenia (z ktorého chceme generovat ndhodné cisla) je spojita a rastica (okrem
hodnét 0 a 1, ktoré sa m6zu nadobudat na intervaloch vlavo, resp. vpravo - prislusné
hodnoty dana ndhodna premenna nenadobuda).
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Postup:
e Generujeme ¢isla s rovhomernym rozdelenim na (0, 1).

e Dosadzujeme ich do inverznej funkcie k danej distribu¢nej funkcii F
e Vysledkom je nahodné ¢islo z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F.
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Preco to funquje:
Oznacenie: Y je Cislo z rovnomerného rozdelenia na (0, 1), F je distribu¢na funkcia
rozdelenia, z ktorého chceme generovat ndhodné Cislo.

Najdeme distribu¢nu funkciu ndhodného Cisla, ktoré vznikne navrhnutym spésobom a
ukazeme, ze sa zhoduje s F. Teda nas postup dava to, ¢o potrebujeme.
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Priklad 1: nahodna premenna vyjadrujuca ¢as Cakania pri stretnuti Romea a Julie:
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Python:
n=>5
rovnomerne = np.random.rand(n)
print(rovnomerne)

[0.70900422 ©.63573366 0.29063671 0.44699994 ©.32389354]
nase = 120*(1 - np.sqrt(1 - rovnomerne))
print(nase)

[55.26716991 47.57462258 18.9315511 30.76323132 21.32916801]

Vysledok + porovnanie s generovanim ¢asu ¢akania pomocou prichodov Romea a Julie:
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Priklad 2:
Majme nahodnu premennu s distribuénou funkciou (A je kladny parameter)

0, x <0
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Poznamka: Ak Y ma rovhomerné rozdelenie
na (0, 1), tak aj 1 - Y ma rovhomerné o2
rozdelenie na (0, 1). TakZze mézeme spravit
napriklad pre lambda=1:
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3. Co su spojité ndhodné premenné + funkcia hustoty

Distribu¢nej funkcii nahodnej premennej zodpoveda empiricka distribucna funkcia
vypocitana z dat. Ak mame diskrétnu nahodnu premennd, analégiou grafu pocetnosti z
dat je tabulka s pravdepodobnostami moznych hodnét nahodnej premennej. Aka je
analdgia histogramu hodné6t pre nahodnu premennu, ktora nadobuda nespocitatelne
vela hodnét (lubovolnd hodnotu z intervalu, l'ubovolné kladné ¢islo, fubovolné redine
¢islo)?

Myslienka:
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Matematicky zapis:
Ty
Pa<X<b)= [ f(z)dx
a
Speciélne plati:
. . .
Fz)=P(X <z)= [ f(t)dt

__________________________________________________________________

Definicia spojitej nahodnej premennej:
Nahodna premenna sa nazyva spojita, ak existuje funkcia f, pre ktoru plati

F@)= [ ;f[t] it

Funkcia f sa nazyva hustota nahodnej premenne;.



Funkcia hustoty spiiia

------------------------------------------------

................................................

A naopak, kazda funkcia s touto vlastnostou definuje ndhodnu premennd.
Priklad 3

5.7 The score of a student on a certain exam is represented by a number
between 0 and 1. Suppose that the student passes the exam if this number
is at least 0.55. Suppose we model this experiment by a continuous random
variable S, the score, whose probability density function is given by

Ax for0<a < %
flz)=<4—42x fori<z<1
0 elsewhere.

a. What is the probability that the student fails the exam?

Zdroj: A Modern Introduction to Probability and Statistics. Understanding Why and How
Z fakultnej siete je kniha dostupna na https://link.springer.com/book/10.1007/1-84628-168-7
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https://link.springer.com/book/10.1007/1-84628-168-7

4. Vlastnosti spojitej nahodnej premenne;j

e Distribu¢éna funkcia spojitej nahodnej premennej je spojita (lebo integral spojito
zavisi od svojej hornej hranice).
Uvidime, Ze hustota nemusi byt spojita.
Hustota sa d4 vypocitat z distribu¢nej funkcie derivovanim:

...............................

_______________________________

e Pravdepodobnost, Ze nastane jedna konkrétna hodnota, je nulova.

o Vyplyva to z toho, Ze integral cez jeden bod (plocha pod krivkou v jednom
bode) sa rovana nule. Alebo aj z distribu¢nej funkcie, ktora nikde nema
skok.

o Ztoho napriklad vyplyva, Ze intervaly (a, b), [a, b], [a, b), (a, b] maju
rovnaku pravdepodobnost.

Pravdepodobnost kazdého z nich je F(b) - F(a).
Analogicky, pravdepodobnosti udalosti X<a, X<a su rovnaké. A pod.

e Ak nahodna premenna nenadobuda nejaké hodnoty (napriklad z nejakého
intervalu), jej hustota je tam nulova. To méze byt uzitocné pri vypocte hustoty
nahodnej premennej — na zaklade jej moznych hodnot napiSeme, kde je hustota
nulova a zaoberame sa potom vypoctom jej nenulovych hodnét.

e Ajnaopak, ak je na nejakom intervale hustota nulov4, tak pravdepodobnost, Ze sa
nadobudne hodnota z toho intervalu, je nulova (pri jej vypocte integrujeme nulu).

5. Priklady: Hustota nahodnej premennej

Priklad 4

Strielame Sipkami do kruhového ter¢a s polomerom R.
Predpokladajme, ze ho vzdy trafime, a miesto, ktoré trafime,
je rovnomerne nahodné na ploche terc¢a (teda
pravdepodobnost zdsahu lubovolnej oblasti je Umerna jej
ploche). Odvodte hustotu ndhodnej premennej X, ktora
vyjadruje vzdialenost zasiahnutého bodu od stredu terca.
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Priklad 5

5.9 [l Suppose we choose arbitrarily a point from the square with corners at
(2,1), (3,1), (2,2), and (3,2). The random variable A is the area of the triangle
with its corners at (2,1), (3,1) and the chosen point (see Figure 5.9).

a. What is the largest area A that can occur, and what is the set of points
for which A < 1/47

(2,2) (3,2)

randomly chosen
point

(2,1) (3,1)

Fig. 5.9. A triangle in a square.

b. Determine the distribution function F' of A.
c. Determine the probability density function f of A.
Zdroj: A Modern Introduction to Probability and Statistics. Understanding Why and How
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6. Stredna hodnota spojitej nahodnej premennej

e Definicia strednej hodnoty (za podmienky, Ze integral absoldtne konverguje):

----------------------------------------------

______________________________________________

Priklad 6: Vypocitame strednu hodnotu ¢akania v priklade o stretnuti Romea a Julie a
porovnhame s priemerom zo simulacii.



priemerne cakanie = np.mean(cakanie)
print(f"{priemerne cakanie:.4f}")

39.9153

RieSenie:
Najskor potrebujeme hustotu (vS§imnime si, Ze sa podoba na histogram zo simulacii):
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Teraz mbézeme vypocitat strednd hodnotu:
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Priklad 7 (pokracovanie prikladu 5):

7.14 Suppose we choose arbitrarily a point from the square with corners at
(2,1), (3,1), (2,2), and (3,2). The random variable A is the area of the triangle
with its corners at (2,1), (3,1), and the chosen point. (See also Exercise 5.9
and Figure 7.5.) Compute E [A].

Zdroj: A Modern Introduction to Probability and Statistics. Understanding Why and How
RieSenie:
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e Vlastnosti su rovnaké ako pri diskrétnych nahodnych premennych:

Nemusime teda pocitat hustotu transformovanej ndhodnej premennej (ak to nie
je pre vypocet jednoduchsie), ale spravit napriklad:

Ele¥] = /_m e’ f(x) dx

E I:%] = /‘;xif(:r)d:r

Priklad 8: Vypocitame strednu hodnotu druhej ¢akania v priklade o stretnuti Romea a
Julie a porovname s priemerom zo simulacii.

priemerne_cakanie 2mocnina = np.mean{(cakanie®**2)
print(f"{priemerne_cakanie 2mocnina:.af}")

2397.9991
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7. Disperzia spojitej nahodnej premennej

e Definicia disperzie je rovnaka ako pre diskrétne nahodné premenné
(predpokladame, ze vSetky potrebné stredné hodnoty existuju):

_________________________________________________________

.........................................................

e Rovnako ako pred diskrétne nahodné premenné, aj teraz plati (dokazy vyuzivali
len horeuvedenu definiciu, nie to, Ze islo o diskrétne ndhodné premenné):

..................................................................................

____________________________________________________________

¢ Standardna odchylka nahodnej premennej je odmocnina z jej disperzie

Priklad 9: Vypocitame disperziu ¢akania v priklade o stretnuti Romea a Julie.

DIX) = E(y) - [EW] = 2400 ~ 46"~ 2400 ~foo =[§00]

e Pre nezavislé nahodné premenné plati to isté ako pre diskrétne nahodné
premenné.

: Stredna hodnota a disperzia pre nezavislé nahodné premenné:

[ = e e e e e e e e -

D(X +Y)=D(X) +D(Y)

P ——— -

__E(XY)=E(X)E(Y) |

.........................................................................................................

POZNAMKA: Indukciou dostaneme, Ze tvrdenia platia aj pre n ndhodnych premennych.



8. Rovhomerné rozdelenie

e Parametre:a<b
e Hustota:

--------------------------------------------------

..................................................

e Graf hustoty prea=-1,b=3:
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e Vypocitame distribu¢nu funkciu:
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e V Pythone: scipy.stats.uniform, parametre loc, scale dajurovnomerné
rozdelenie na intervale [loc,loc + scale]

rvs(loc=0, scale=1, size=1, random_state=None) | ndahodné ¢isla (random

variates)

pdf(x, loc=0, scale=1) hustota (probability density
function)

cdf(x, loc=0, scale=1) distribu¢na funkcia (cumulative

distribution function)

ppf(q, loc=0, scale=1) inverzna funkcia k distribu¢nej
(percent point function),
percentily

Funkcie rvs, pdf, cdf, ppf (aj iné) su univerzalne pre vSetky rozdelenia.

scipy.stats - https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/stats.html

Priklad 10

The warranty on a machine specifies that it will be replaced at failure or age 4, whichever
occurs first. The machine’s age at failure, X, has density function

f(.-r):{l/5 for 0 <o <5

0 otherwise.
Let Y be the age of the machine at the time of replacement. Determine the variance of Y.
(A) 1.3 (B) 14 (C) 1.7 (D) 2.1 (E) 7.5

Skusky Society of Actuaries (https.//www.soa.org/)


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/stats.html
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9. Exponencialne rozdelenie

e Parameter:A>0
e Hustota:



e Graf hustoty:

2:007 — Exp(1)
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e Stredna hodnota a disperzia:

----------------------------------------------------

____________________________________________________

e Vypocitame distribu¢nu funkciu:

3

proxmo Pl = [pga = (e e - 3 2] <
> 4

2 -9
= -] €~ﬂt]; =~ E«ﬂ.r_f‘) = fe g

Pre zaporné a nulové x je distribu¢na funkcia nulova.

VSimnime si, Ze ide o distribu¢nu funkciu z prikladu 2. Mdme teda napriklad jednoduchy
postup, ako generovat ndhodné Cisla z exponencialneho rozdelenia, ak vieme generovat
nahodné Cisla z rovhomerného rozdelenia.

e V Pythone: scipy.stats.expon, parameter scale da exponenicialne
rozdelenie s parametrom scale = 1/lambda



e Pritejto parametrizacii sa teda parameter scale zhoduje so strednou hodnotou
rozdelenia.

import numpy as np
from scipy.stats import expon

par_scale = 5
pocet simulacii = 18%%5

nahodne cisla = expon.rvs(scale=par scale, size=pocet simulacii)
priemer = np.mean{nahodne cisla)

print (f"Parameter scale: {par_scale}")

print (f"Priemerna hodnota: {priemer:.5f}")

Parameter scale: 5
Priemerna hodnota: 5.0808235

e Momenty rozdelenia v Pythone, median:

stredna_hodnota = expon.mean(scale=5)

disperzia = expon.var(scale=5)

standardna_odchylka = expon.std(scale=5) # dispersion = variance
median = expon.median(scale=5) # P(X <= median) = P(X >= median) = 1/2

print(f"Stredna hodnota: {stredna hodnota}")
print(f"Disperzia: {disperzia}")

print(f"Standardna odchylka: {standardna_odchylka}™)
print(f"Median: {median:.5f}")

Stredna hodnota: 5.0
Disperzia: 25.0
Standardna odchylka: 5.@
Median: 3.46574

;A 4
’f" 12 Z ‘
e Presnu hodnotu medianu najdeme z e-ﬁrz % /gé,,
distribucnej funkcie: o il
=X =l
-AX = -



Priklad 11:

An actuary is reviewing a study she performed on the size of the claims made ten years ago
under homeowners insurance policies. In her study, she concluded that the size of claims
followed an exponential distribution and that the probability that a claim would be less
than $1,000 was 0.250. The actuary feels that the conclusions she reached in her study are
still valid today with one exception: every claim made today would be twice the size of a
similar claim made ten years ago as a result of inflation. Calculate the probability that

the size of a claim made today is less than $1,000.

Riesenie:
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10. Normalne rozdelenie N(y, ¢?)

e Parametre: p (lubovolné redlne), 6 > 0 zodpovedaju strednej hodnote a disperzii

e Hustota:
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f(x)

e Stredna hodnota a disperzia:

e Ak je stredna hodnota nulova a disperzia rovna jednej, hovorime o
standardizovanom normalnom rozdeleni alebo normalizovanom normalnom
rozdeleni

e Distribu¢na funkcia nema jednoduchy predpis (integral z hustoty sa neda “pekne”
vyjadrit), ale distribuénd funkcia normalizovaného normalneho rozdelenia sa
zvykne oznacovat ako ®.

e Graf hustoty:
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e Graf distribu¢nej funkcie normalizovaného normalneho rozdelenia:
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e Nasobok normalneho rozdelenia ma tiez normalne rozdelenie.Jeho stredna

hodnota a disperzia je dana nasledovné (takdto strednt hodnotu a disperziu ma stcet pri
lubovolnom rozdeleni, normalne rozdelenie je zaujimavé tym, Ze sa zachova typ rozdelenia):

V=X, XM T
Ely) = Elnx) = atlx) = ap -
Diy) = DlaX) = a2 Dlx) = a¢ Y~ Wlapy0’r)

e Ak k normalnemu rozdeleniu pripoc¢itame konstantu a, vysledna nahodna
premenna ma tiez normalne rozdelenie. Jej stredna hodnota sa zvacsi o a,

disperzia sa nezmeni (takdto stredni hodnotu a disperziu ma sucet nahodnej premennej a
konstanty pri lubovolnom rozdeleni, normalne rozdelenie je zaujimavé tym, ze sa zachova typ

rozdelenia):

:m){ Xv ) {/a

ElY) = MX) Ea)+ t > atEW)-atp

DY) = D[&H’) DIX) = yv)b/[[;,-f/),{‘,f}‘y

e Doésledok: Normalizacia nahodnej premennej

Al ]2\’ ~ MMy Ki"ij , bk XA wma” norwillne ywedilt v ) pricows
AR =

F(5) % it7) - %H £1y “/‘) =0

D(“Kg#) P-p)= Gz D)= G5 T=1 / Mmﬂ///ﬁ/)‘)/

it

1]

‘-“%

e Sucet nezavislych normalnych nahodnych premennych ma tiez normalne

rozdelenie. Jeho stredna hodnota a disperzia je dana nasledovne (takuto strednd
hodnotu a disperziu ma sucet pri lubovolnom rozdeleni, normalne rozdelenie je zaujimavé tym, ze

sa zachova typ rozdelenia):
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Nezovislost’

e Doésledok: Priemer nezavislych normalnych nahodnych premennych ma tiez
normalne rozdelenie, a to s parametrami:

M 111 M Wmm{o M~ *W/% )
A0~ elfIn) = fElzh) - f2ak) < i)
—ik/f{r..-fm

X) ID[V?Z-X)"”zDZ)‘),P VPZ.IW/fJ) :;fi/@a”'fﬁ}?

W2 ovislost @f AGE

e Dolezity Specialny priklad: Priemer nezavislych nahodnych premennych s
rovhakym normalnym rozdelenim ma normalne rozdelenie s parametrami:

l/_ ma/m.;?m FW}WW 4k VMHL M /?JM’ A/ﬂ(/rf) i ==
BV (et~ e /]iﬂ/ )AL

nw«w m»bbw

e V Pythone: scipy.stats.norm, parametre: loc je strednd hodnota a scale je
Standardna odchylka.

Priklad 12:

Claims filed under auto insurance policies follow a normal distribution with mean 19, 400
and standard deviation 5,000. What is the probability that the average of 25 randomly
selected claims execeeds 20, 000 7

(A) 0.01 (B) 0.15 (C) 0.27 (D) 0.33 (E) 0.45



RieSenie:
e Treba doplnit predpoklad nezavislosti.
e Stredna hodnota priemeru je rovnaka priemer jednotlivych nahodnych

premennych.
e Pridisperzii je lahSie si potrebnt hodnotu odvodit, ako ju pamétat:

Wiy Yog v N[ 11500, 5000°)  nezaivisle’
2X ~ U(ﬁ‘”‘?f”m_’

PX)=p( k)= EVIN)™E L SHN) = et = &

(¥ >wom) = A-F|Bow) ke Fp tistyibucua fumbita
N( 45 4«00, 6‘% )
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~ - ]ai-.
e
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~ = A

from scipy.stats import norm

p_prekrocenia = 1 - norm.cdf (28000, loc=19498, scale=10680)

print (f"p _prekrocenia = {p prekrocenia:.sf}")

p_prekrocenia = 8.27425

Ak pozadujeme, aby bol vysledok zapisany pomocou distribu¢nej funkcie
normalizovaného normalneho rozdelenia >:
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p_prekrocenia = 1 - norm.cdf(0.6)
print(f"p_prekrocenia = {p prekrocenia:.sf}")

p_prekrocenia = ©.27425

Priklad 13

A machine dispenses cups of tea. The volumes of tea are Normally distributed
with a standard deviation of 1.4 ml. What proportion of cups of tea contain a
volume of tea within 2 ml of the mean?

Introduction to Probability, Statistics & R. Foundations for Data-Based Sciences
Z fakultnej siete je kniha dostupnd na https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-031-37865-2
RieSenie:
X~ N M (s )
P(pet 6 X € pr2 ) =1 (GDope

,f"f

Vidime, Ze vieme odpovedat na otdzku aj bez toho, aby sme poznali strednt hodnotu.

11.  Chi kvadrat rozdelenie x?(k)

e Parameter: prirodzené Cislo k
Definicia chi-kvadrat rozdelenia s k stupnami volnosti:

.......................................................

.......................................................

kde jednotlivé Zi su nezavislé nahodné premenné s normalnym rozdelenim
N(0,1).


https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-031-37865-2

e Hustota ma vo vSeobecnosti zlozitejsi tvar, ktory nebudeme potrebovat.
e Grafy hustoty:

0.5 - ¥(2)
(4)
¥(6)
0.4 ¥(8)

NN

0.3 4

fix)

0.2 4

0.1 A

0.0

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5

e V Pythone: scipy.stats.chi2, parameter: df je pocCet stupfov volnosti
(degrees of freedom)

from scipy.stats import chi2

stredna_hodnota = chi2.mean(df = 5)

disperzia = chi2.var(df = 5)

# ekvivalentne:

# stredna hodnota, disperzia = chi2.stats(df = 5, moments="mv")

print(f"Stredna hodnota: {stredna hodnota}")
print(f"Disperzia: {disperzia}")

Stredna hodnota: 5.8
Disperzia: 10.0

e Vo vSobecnosti:



Odvodenie strednej hodnoty a disperzie:

Y=2% ..+ 2F |
B =EE ) . + EE) =k Z~ Mig1)
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e Pri statistickych metédach budeme potrebovat kvantily, napriklad:

0.25 4 |
1 - hustota ¥*(3)
1 plocha = 0.05
| == 95% kvantil = 7.815
0.20 :
I
|
1
0.15 : kvantil 95 = chi2.ppf(©.95, df=3)
= | print(f"95% kvantil = {kvantil 95:.3f}")
= I
0.10 - 1 .
: 95% kvantil = 7.815
|
I
0.05 - I
|
I
1
0.00 |
l|
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