(11b) Intervaly spolahlivosti — pokraCovanie, zakony
velkych Cisel

Na prednaske o intervaloch spolahlivosti sme odvodili aj interval spolahlivosti pre
pravdepodobnost uspechu, ak v N nezavislych pokusoch nastalo k uspechov. Toto mbézeme
vyuzit, ak hfadame pomocou simulacii pravdepodobnost urcitej udalosti. Ak v N simulaciach
nastala sledovana udalost k-krat, okrem prirodzeného odhadu pravdepodobnosti k/IN vieme
spravit' aj interval spolahlivosti. Intuitivne Cakame, ze ako sa bude zva&Sovat pocet simulacii,
odhad sa bude spresfiovat. To sa naozaj stane a prejavi sa to tym, Ze intervaly spolahlivosti
budu pri velkom pocte pokusov uzSie. Dobre to vidiet na grafe, na ktorom budu odhady a
intervaly spolahlivosti, ktoré dostaneme, ked postupne pridavame vysledky dalSich simulacii
(teda hodnota n na x-ovej osi zodpoveda odhad a prislusny interval spolahlivosti z prvych n
simulacii).

Pouzitie tohto principu si ukaZzeme na prikladoch. Na nich su¢asne uvidime generovanie hodnét
nahodnych vektorov. (Doteraz sme mali generovanie hodnét nahodnych premennych, ale
uvidime, zZe pre nahodné vektory to pbéjde priamociaro). Ukazeme si postup, na cvi¢eniach sa
spravi konkrétna realizacia.

Priklad 1.

A family buys two policies from the same insurance company. Losses under the two policies
are independent and have continuous uniform distributions on the interval from 0 to 10.
One policy has a deductible of 1 and the other has a deductible of 2. The family experiences
exactly one loss under each policy. Calculate the probability that the total benefit paid to
the family does not exceed 5.

Deductible je spoluucast. Hodnota napr. 1 znamena, Ze ak je Skoda mensia ako 1, tak
poistoviia nevyplati ni€. Ak je vacsia ako 1, tak poistovna vyplati vySku Skody znizenu o 1.

Postup:
e Mame tu nahodny vektor (X, Y), ale jeho zloZky su nezavislé, takze ich mbézee
generovat ako nezavislé nahodné premenné.
Rozdelenie je rovhomerné — to vieme generovat.
Platba, ktora nas zaujima, je max(X -1, 0) + max(Y — 2, 0)
Konkrétne nas zaujima splnenie podmienky, Ze tato platba nie je vysSia ako 5.
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Poznamky:
e Pre malé n nie je interval spolahlivosti presny, to nam ale nevadi, lebo nas aj tak

zaujima to, na ¢om sa odhadnuté pravdepodobnosti ustalia, resp. finalny interval
spolahlivosti. Graf ako taky mdze sluzit na to, aby sme sa presvedcili, ¢i uz odhad
vyzera dost presny a ¢i sa uz pravdepodobnosti dostato¢ne ustalili.

e KedZe odhadujeme pravdepodobnost, ak by nam vysla dolna hranica intervalu
spolahlivosti zaporna, zoberieme nulu. Takisto namiesto hornej hranice va¢sej ako 1
zoberieme hodnotu 1.

Priklad 2.

An insurance policy is written to cover a loss X, where X has density function

S22 for 0 <z <2,

f(x) = {'U otherwise.

The time (in hours) to process a claim of size x, where 0 < x < 2, is uniformly distributed
on the interval from x to 2z. Calculate the probability that a randomly chosen claim on
this policy is processed in three hours or more.



Postup:
e Mame tu nahodny vektor (X, Y), jeho zlozky nie su nezavislé. Su vSak dané vo velmi
“‘pohodinom” tvare, €o sa tyka simulacii:
o Mame dané marginalne rozdelenie X.
o Potom mame dané podmienené rozdelenie Y pri danom X.
e To znamena, Ze simulacia bude prebiehat nasledovne:

o Vygenerujeme realizaciu nahodnej premennej X (pouzijeme univerzalny postup —
budeme generovat nahodné Cisla z rovnomerného rozdelenia na (0,1) a
dosadzovat ich do inverznej funkcie k distribu¢nej funkcii, tu vieme zo zadanej
hustoty odvodit).

Na zaklade nej vygenerujeme realizaciu nahodnej premennej Y.
Overime splnenie podmienky v zadani.

Vysledok: (95-percentné intervaly spolahlivosti)
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Analogicky vieme odhadovat’ aj strednu hodnotu.
e Strednu hodnotu odhadneme priemerom.
e Priemer ma (ak ma sledovana nahodna premenna strednu hodnotu a disperziu) podla
centralnej limitnej vety pre velky pocet dat priblizne normalne rozdelenie.
e Preto mézeme spravit interval spolahlivosti pomocou kvantilov N(0,1) rozdelenia:
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Takisto mézeme sledovat, ako sa hodnoty ustalia a tiez, ako sa zuzuje interval spolahlivosti.
Priklad 3.
Do vytahu nastupilo na prizemi osemposchodovej budovy 10 fudi. Kazdy vystupuje s rovnakou

pravdepodobnostou na kazdom z poschodi, nezavisle od ostatnych. Aka je stredna hodnota
poctu poschodi, na ktorych vytah zastane, lebo na tomto poschodi niekto vystupuje?

Vysledok:
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V tomto pripade vieme pomocou indikatorovych premennych ziskat  aj presnu hodnotu: 8%*(1 -
(7/8)M0), €o je 5.8954.
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O tejto konvergencii hovoria zakony velkych Cisel:

Nech X; st nezavislé rovnako rozdelené nahodné premenné so strednou hodnotou p
a X, = % Z?:l X; je priemer vypocitany z prvych n hodnot Potom plati:
e Slaby zakon velkych ¢isel: Pre lubovolné € > 0 je
lim P (|Xn — p&| > E) = 0.

n—rog
e Silny zakon velkych é&isel:
]P’( lim X, = ,u) =1.
Nazvy “silny” a “slaby” pochadzaju z toho, Ze ak pre postupnost’ nejakych nahodnych
premennych plati podmienka zo silného zakona, tak plati aj podmienka zo slabého zakona.

Slovo “velkych Cisel” v nazve sa vztahuje k tomu, ze ide o limity, kde mame vela nahodnych
premennych.

V oboch pripadoch ide o konvergenciu priemeru k strednej hodnote, ak je priemer pocitany z
velkého poctu dat.



Ak stredna hodnota neexistuje, uvedené tvrdenia nemaju zmysel. V takom pripade sa priemer

nemusi stabilizovat. Typickym prikladom je Cauchyho rozdelenie.

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.cauchy.html

from scipy.stats import cauchy
E cauchy = cauchy.moment(1)
print(E_cauchy)

nan

Pre¢o nan: Cauchyho rozdelenie ma hustotu

Pri vypocte strednej hodnoty dostaneme

E(X)z/m mf(:z:)dmz/m — % dr=
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Tu vznika neurcity vyraz typu “nekonecno minus nekonec¢no”, a teda stredna hodnota

neexistuje.

Ako sa sprava priemer:

1.0 1

0.5

0.0 1

-0.5 4

priemer

-1.0 1 ﬂ

—1.5 A

_2‘0 ,

-2.5 4

0 1000 2000 3000 4000 5000
pocet simulacii

o0
— 00


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.cauchy.html

Da sa dokazat, Ze priemer z fubovofného poctu nezavislych nahodnych premennych s
Cauchyho rozdelenim ma znovu to isté Cauchyho rozdelenie.

Simulaéne ukazka pre priemer zo 100 hodnét:

import numpy as np
from scipy.stats import ks _l1samp, cauchy

n_sim = 1000 # pocet simulacii
n_priemer = 100 # pocet nahodnych premennych pre vypocet priemeru

cauchy priemer = lambda n: np.mean(cauchy.rvs(size=n))
priemery = [cauchy priemer(n priemer) for _ in range(n_sim)]
stat, p hodnota = ks 1samp(priemery, cauchy.cdf)

print (f"KS statistika: {stat:.5f}")
print(f"p-hodnota: {p_hodnota:.5f}")

KS statistika: ©.83125
p-hodnota: ©.277180
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