(12) Odhadovanie parametrov pravdepodobnostnych
rozdeleni

1.

Metéda momentov

S tymto sme sa uz stretli, napriklad sme odhadovali parameter Poissonovho rozdelenia tak, ze
sme lambdu ako priemer s vysvetlenim, ze skuto¢na lambda je strednou hodnotou, a preto ju
odhadneme pomocou priemeru, ktory je odhadom strednej hodnoty.

Takyto postup sa nazyva metéda momentov:

2.

Ak ma rozdelenie jeden parameter, tak ho odhadneme tak, aby sa stredna hodnota
ziskaného rozdelenia zhodovala s priemerom dat.
Ak ma rozdelenie dva parametre, tak ich odhadneme tak, aby sa

o stredna hodnota ziskaného rozdelenia zhodovala s priemerom dat

o stredna hodnota druhej mocniny zhodovala s priemerom druhych mocnin dat
Iny pristup — chceme, aby sa

o stredna hodnota ziskaného rozdelenia zhodovala s priemerom dat

o disperzia ziskaného rozdelenia zhodovala s odhadom disperzie z dat
Analogicky pri viacerych parametroch.

Metdda maximalnej vierohodnosti

https://docs.scipy.org/doc/scipy-1.11.4/reference/generated/scipy.stats.fit.html

Doteraz sme predpokladali, Ze pozname parameter rozdelenia a poditali sme
pravdepodobnosti.
Teraz je to naopak, mame data a chceme uréit parametre. MéZeme sa ale pytat: Aka je
pre danu hodnotu parametra pravdepodobnost, Ze sa nadobudnu tie hodnoty, ktoré
vidime? Ako odhad zvolime ta hodnotu parametra, ktora uvedenu pravdepodobnost
maximalizuje.
V pripade, Ze ide o spojité rozdelenie, uvazujeme funkénud hodnotu zdruzenej hustoty
namiesto pravdepodobnosti.
Terminologia:
o Pravdepodobnost pozorovanych dat, resp. hodnota zdruzenej hustoty ako
funkcia parametrov — funkcia vierohodnosti, likelihood function
o Logaritmus tejto funkcie (analyticky sa jednoduchs$ie hfada maximum, vyhodnejsi
je aj numericky) — logaritmicka funkcia vierohodnosti, likelihood function
o Odhad parametrov ziskany tymto spésobom — odhad metédou maximalnej
vierohodnosti, maximum likelihood estimate (MLE)
Niekedy sa zhoduje s odhadom metédou momentov, ale nie vzdy.


https://docs.scipy.org/doc/scipy-1.11.4/reference/generated/scipy.stats.fit.html

Priklad 1:
Pozorujeme hodnoty data = [3,
Poissonovho rozdelenia. Parameter odhadneme metédoou maximalnej vierohodnosti.

10,

9, 8, 5, 7, 71]achceme ich modelovat pomocou
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import numpy as np

from scipy.stats import poisson

data = [3, 10, 9, 8, 5, 7, 7]

def poisson likelihood(lam, data):
likelihood = 1.0
for x in data:
likelihood *= poisson.pmf (x, lam)

return likelihood

def poisson loglikelihood(lam, data):
log likelihood = 0.0

for x in data:

log likelihood += np.log(poisson.pmf (x,

return log likelihood

Pre zadanu hodnotu parametra vieme vy¢islit funkénu hodnotu.



lambda_wval = 5

print{f"Likelihood: {poisson_ likelihood(lambda val, data):.1ef}")
print(f"Log-Likelihood: {poisson_loglikelihood(lambda_wal, data):.5f}")

Likelihood: @.88808680115
Log-Likelihood: -18.27796

Chceme najst taku hodnotu parametra, pri ktorej je funkéna hodnota maximailna.
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from scipy import stats

import numpy as np

data = [3, 10, 9, 8, 5, 7, 7]
dist

stats.poisson

# lambda: (0.00001; 1000), loc =0
res = stats.fit(dist, data, bounds=[(le-5, 1000), (0, 0)1)

print (res)

params: FitParams(mu=np.float64(6.999999444068399), loc=np.float64(0.@))
success: True

message: 'Optimization terminated successfully.'

lam = res.params[@]
print(f"ML odhad parametra lambda: {lam:.5f}")

ML odhad parametra lambda: 7.00000



Lambdu mézeme ohranicit’ na zaklade grafu:

res = stats.fit(dist, data, bounds=[(6, 8), (@, 8)]) # ohrnicenie pre lambda z grafu
print(res)

params: FitParams(mu=np.float64(7.000001163976929), loc=np.float64(B.8))

success: True
message: 'Optimization terminated successfully.’

lam = res.params[@]
print(f"ML odhad parametra lambda: {lam:.5f}")

ML odhad parametra lambda: 7.88088

Pre Poissonovo rozdelenie sa da najst odhad analyticky:
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Hradame bod, kde je derivacia nulova:
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StrieSkou sme oznacili vysledny odhad. Vidime, Ze sa zhoduje s odhadom metédou momentov.

Priklad 2:
Odvodime ML odhad parametra exponencialneho rozdelenia.

RiesSenie:
Funkcia vierohodnosti:
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Hladame maximum:
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Parameter lambda sa odhadne ako prevratena hodnota priemeru. To sa znovu zhoduje s
metédou momentov.

Priklad 3:

Uvazujme tzv. beta rozdelenie, ktoré nadobuda hodnoty z intervalu (0, 1) a je charakterizované
dvoma parametrami — hitps://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.beta.html
Vygenerujeme z neho data a spatne odhadneme parametre — uvedieme len vysledok ako
ukazku toho, Ze metéda momentov a metéda maximalnej vierohodnosti nemusi dat rovnaky

vysledok:

Metoda momentov: alpha=2.07588, beta=5.96535
Metoda maximdlnej vierohodnosti: alpha=2.22291, beta=6.32296
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.beta.html

3. Nevychylenost odhadov

Majme data, o ktorych vieme, Ze su to nezavislé nahodné premenné, ktoré pochadzaju z
rovhnomerného rozdelenia na intervale (0, b). Chceme odhadnut parameter b.

Ak pouzijeme metdédu momentov, dostaneme odhad, ktorého stredna hodnota je skutoCna
hodnota parametra:
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To je dobra vlastnost, lebo hovori, Ze “v priemere” sa odhad rovna skutoCnej hodnote.

Tento konkrétny odhad vSak ma aj nevyhodu, Zze méze byt mensi ako maximalna pozorovana
hodonota. Teda napriklad nase data obsahuju hodnotu 10, ale my odhadneme parameter b ako
napriklad 8, teda tvrdime, Ze data su z rovnomerného rozdelenia na (0, 8). Aby sme sa
takémuto protireCeniu vyhli, najdeme iné odhady.

Vyjdeme z myslinenky odhadnut b ako maximum z dat, ktoré “o nieCo” zvacSime. To “o nie€o”
bude tak, aby sa stredna hodnota odhadu rovnala skuto¢nej hodnote parametra.
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Posledny integal: import sympy as sp

X, b = sp.symbols('x b', real=True, positive=True)
n = sp.symbols('n’, integer=True, positive=True)

integrand = x * (b - x)**(n-1)
integral = sp.integrate(integrand, (x, @, b))
print("Integral funkcie 'x * (b - x)**(n-1)" od @ do b:")

print(integral)

Integral funkcie 'x * (b - x)**(n-1)' od @ do b:
b**2*b**(n - 1)/(n**2 + n)
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VSimnime si v8ak, Ze aj v tomto pripade mézZe byt niektoré pozorovanie vaésie ako odhad

hornej hranice.

Toto nenastane v predchadzajucom priklade (maximum vynasobené konstantou) anie v tomto
nasledujucom:
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Odhad, ktorého stredna hodnota sa rovna skuto¢nej hodnote parametra, sa nazyva
nevychyleny odhad,

VSetky uvedené odhady su teda nevychylené.
Nie su v8ak rovnocenné, spravme simulaciu pre odhadovanie z 10 dat:
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odhad 2*mean: priemer = ©.9996, disperzia = ©.0333
odhad (11/10)*max: priemer = 1.0001, disperzia = 0.0084
odhad 11*min: priemer = 1.0044, disperzia = 0.8414
odhad max+min: priemer = 1.0005, disperzia = 0.0153

4. Priemer a vyberova disperzia

Teraz vieme vysvetlit, pre€o je pri vypocte vyberovej disperzie v menovateli n-1, nie n. Dévod je
ten, Ze takto je to nevychyleny odhad disperzie:

e Pre normalne rozdelenie:
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Vyuzili sme tu, Ze stredna hodnota chi-kvadratu je po€et jeho stupfiov volnosti.

e Vo vSeobecnosti:
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V sume sa sc€ituju disperzie nahodnej premennej X, stredna hodnota v druhom Clene je vlastne
disperzia priemeru. Teda:

i=1

TakZe aj tu dostaneme, Ze vyberova disperzia s menovatelom n-1 je nevychyleny odhad
disperzie.

Odhad s menovatelom n-1 to nespinia, ale “nie je velmi zly” — v limite pre n idice do nekoneéna
sa jeho stredna hodnota tiez rovna skuto€nej hodnote. Takyto odhad sa nazyva asymptoticky
nevychyleny.

Plati tiez, Ze priemer je nevychyleny odhad strednej hodnoty.

Aj pre priemer, aj pre vyberovu disperziu plati, ze ich disperzia konverguje k nule, ked pocet dat
n ide do nekonecna:

e Priemer ako odhad strednej hodnoty:
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e \Vyberova disperzia (menovatel n-1) ako odhad disperzie, spravime dékaz len pre
normalne rozdelenie (mézeme vyuzit' vlastnosti chi-kvadrat rozdelenia, ¢o vypocet
zjednodusi):
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Vyuzili sme tu, Ze disperzia chi-kvadratu je dvojnasobok poctu stupfiov volnosti.
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