(13) Informacia a entropia

1. Priklad 1: hadzanie mincou, pocet otazok na uhadnutie vysledku

Predstavme si, Ze sa hadze 4 krat mincou a my mame za ulohu uhadnut vysledok, pricom sa
mdbzeme pytat, & sa nachadza v nami zvolenej mnozine a dostaneme odpoved ano/nie.
Potrebujeme na to 4 otazky, postupne nimi zistime vysledky jednotlivych hodov (je na prvom
mieste hlava? je na druhom mieste hlava? atd.)

Kazdy vysledok ma rovnaku pravdepodobnost, ktora sa rovna1/2”4, preto na odhalenie daného
vysledku x potrebujeme -log,(P(X=x)) otazok.

2. Priklad 2: mena |., poCet otazok na uhadnutie vysledku

Nas protihraé si zvoli meno s danymi pravdepodobnostami, my sa ho znovu snazime uhadnut,
pricom sa mézeme pytat, ¢i sa nachadza v nami zvolenej mnoZzine a dostaneme odpoved
ano/nie.

Meno Pravdepodobnost
Adam 1/2
Boris 1/4
Cyril 1/8
Daniel 1/8

Jednotlivymi otazkami budeme delit pravdepodobnost na polovicu:
e Jeto Adam?
o Ak ano, mame odpoved pomocou 1 otazky.
o Ak nie, pytame sa: je to Boris?
m Ak ano, mame odpoved pomocou 2 otazok.
m Ak nie, pytame sa: je to Cyril?
e Ak ano, mame odpoved pomocou 3 otazok.
e Ak nie, vieme, Ze je to Daniel a odpoved sme ziskali pomocou 3
otazok.

Stredna hodnota poctu otazok je: 72 x 1+ *2+%*3+%*3 =
= P(Adam) x [-log,(P(Adam))] + P(Boris) x [-log,(P(Boris))] + P(Cyril) x [-log,(P(Cyril))] +
P(Daniel) x [-log,(P(Daniel))]



3. Priklad 3: hadame zviera, pocCet otazok na uhadnutie vysledku

https://math.mit.edu/~sheffield/2019600/Lecture33.pdf

X P{X = x} | —log P{X = x}
Dog 1/4 2
Cat 1/4 2
Cow 1/8 3
Pig 1/16 4

Squirrel 1/16 4
Mouse 1/16 4
Owl 1/16 4
Sloth 1/32 5
Hippo 1/32 5
Yak 1/32 5
Zebra 1/64 6
Rhino 1/64 6

Znovu delime na polovicu:
e Je z mnoZiny {dog, cat}? (pp. mnoziny je V2, pp. zvysku tiez)
o Ak ano, pytame sa: “‘Je fo dog”?.
m Ak ano, mame odpoved dog na dve otazky.
m Ak nie, je to cat a tieZ sme ziskali odpoved na dve otazky.
o Ak nie, pytame sa: “‘Je z mnoziny {cow, pig, squirrel}?” (pp. mnoziny je Va, pp.
zvySku tiez)
m Ak ano, pytame sa: “Je fo cow”? (pp. je V&, pp. zvysku tiez)
e Ak ano, odpoved cow sme ziskali na 3 otazky.
e Ak nie, pytame sa: “Je fo pig?”
o Ak ano, odpoved pig sme ziskali na 4 otazky.
o Ak nie, vieme, zZe je to squirrel a odpoved sme ziskali na 4
otazky.
m Ak nie, pytame sa “Je z mnozZiny {mouse, owl}?” (pp. mnoziny je V&, pp.
zvySku tiez)
e Bez ohladu na odpoved, mouse aj owl ziskame na 4 otazky
atd.

Odpoved, ktora ma pravdepodobnost p=(1/2)*k, najdeme na k otazok, teda na -log,(p) otazok.
Stredna hodnota poctu otazok, ktoré potrebujeme, je sucet Clenov -p*log,(p).


https://math.mit.edu/~sheffield/2019600/Lecture33.pdf

4. Priklad 4: mena Il., generovanie pomocou mince + kédovanie
vysledkov

Majme znovu tu ista tabulku:

Meno Pravdepodobnost
Adam 1/2
Boris 1/4
Cyril 1/8
Daniel 1/8

Chceme mena kédovat pomocou postupnosti nul a jednotiek tak, aby sme ich (v priemere pri
velkom pocte opakovani) potrebovali o najmene;.

Urcite to vieme dosiahnut' s dvoma bitmi — 4 moznosti kédujeme ako 00, 01, 10, 11.
D4 sa to aj lepSie:
e Adam: 0
e Boris: 10
e Cyril: 110
e Daniel: 111
NavySe maju tieto kody tu vlastnost, Ze nepotrebuju medzery, napriklad vyznam 01011110010
je jednoznacne dany.

Stredna hodnota poctu bitov, ktoré potrebujeme, je sucet ¢lenov -p*log,(p), o je 1,75 (a teda
menej ako 2)

Chceme generovat mena podfa tejto tabulky tak, ze pri tom vyuzijeme hadzanie mincou. Chceli
by sme riou hadzat v priemere pri velkom pocte opakovani) €¢o najmenej krat.
e Hodime prvy krat.
o Ak padne znak, bude to znamenat meno Adam
o Ak padne hlava, hadZzeme druhy raz.
m Ak padne znak, bude to znamenat meno Boris
m Ak padne hlava, hadZeme treti raz.
e Ak padne znak, bude to znamenat meno Cyril.
e Ak padne hlava, bude to meno Daniel.
Ak ma meno pravdepodobnost p=(1/2)*k, vygenerujeme ho na k hodov mincou, teda na
-log,(p) hodov. Stredna hodnota po¢tu hodov, ktoré potrebujeme, je sucet ¢lenov -p*log,(p)-
Pritom znovu napriklad ZHZHHZHHHZZHHZ je jednoznacne dané.



5. Definicia a vypocet entropie

‘Nech X je diskrétna nahodna premenna nadobudajica hodnoty 1, x2,... s pravde-
:podobnostami py, ps, . ... Potom entropia H(X) je definovand ako: '

m

Entropia H(X) meria "neurcitost” nahodnej premenne;j.

VSimnime si, Ze nezavisi od konkrétnych hodnét, ktoré sa nadobudaiju, ale iba od ich
pravdepodobnosti. Nemeria teda rozptylenost hodnét, ako to robi disperzia, ale mnoZzstvo
informacie.

Napriklad majme nahodné premenné, ktoré nadobudaju hodnoty +n a -n s rovnakou
pravdepodobnostou. Ich entropia je rovnaka, ale disperzia s rasticim n rastie.

Na zaklade tejto informacie teda mézeme oCakavat, ze napriklad:
e Pri alternativhom rozdeleni (1 s pravdepodobnostou p, inak 0) bude maximalne entropia
pre p="2 — vtedy mame o vysledku najmenej informacie.
e Ak nahodna premenna nadobuda dany konecny pocet hodndt, entropia je maximalna,
ak sa nadobudaju s rovnakymi pravdepodobnostami.
Obidve vlastnosti platia, dokazeme prvu:

Majme alternativne (Bernoulliho) rozdelenie:
P X=1)=p, PX=0)=1-—p.

Entropia je potom

H(X)=—-> P(X =x)logy P(X = x) = —[plogy p + (1 — p) logy(1 — p)].

=0
Derivicia podla p:
dH 1—p 1
— = —logy, p + logy (1 — p) = log. (—) = log. (— — 1)
dp 2 2( ) 2\ 7 2

Derivacia je kladna pre p € (O, %), nulova pre p = %, zaporna pre p € (é, 1). Teda v
bode p = % ma maximum (po tento bod rastie, potom klesd),



Ako délezita charakteristika nahodnych premennych sa uvadza napriklad aj pri

pravdepodobnostnych rozdeleniach na Wikipédii:

en.wikipedia.org/wiki/Geometric_distribution

contrast, the following form of the geometric
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