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ELIPTICKE PDR

Mnozina Q C R" je otvorend, ohrani¢end a stivisla. RieSenie rovnice je spojité
do hranice tejto mnoziny.

1. Néjdite rieSenia nasledujticich tloh:
(a) Poissonova rovnica

Au = z1+x9 VvQ
u = 0 naodf
kde Q@ = (0,1) x (0,1).
(b) Poissonova rovnica

Au = zi29 VQ
u = 1 nadf)

kde @ = (0,1) x (0,1) a funkcia v, definovand na hranici 942, je po
Castiach linedrna a jej hodnoty v uzlovych bodoch su (0,0) = 1,

¥(0,1) =2, (1,1) = 3, 4(1,0) = 4.

(c) Poissonova rovnica

Au = 1 v
v = 0 naodf

kde Q = (0,2) x (0,3).

(d) Poissonova rovnica

Au = 42+ /22 +23+22 vQ

u = 0 naodQd
kde Q = {(z1, v, 73) : 22 + 23 + 22 < 1}.

2. Odvodte Greenovu reprezentaciu rieSenia Poissonovej rovnice Au(x) =
f(z), z € Qv dvojrozmernom pripade.

3. Integrély vystupujiice v Greenovej reprezentdcii rieSenia majt ustalené
nazvy:
o [ T(&— ) f(&)dE sanazyva Newtonov potencidl s hustotou f,
o [500(6)T(§ — x)dS sanazyva potenciél vrstvy s hustotou o,
o [oq (&)L (¢ — 2)dS sa nazyva potencial dvojvrstvy s hustotou s
(V pripade Greenovej reprezentdcie rieSenia méme p = v a o = 9%

Dokazte, ze kazdy potencial vrstvy a potenciél dvojvrstvy je harmonicka
funkcia.

4. Nech Q ¢ R2.



(a) Dokézte, Ze ak pre kazdy bod (z,y) € Q plati
Vga + Vyy + TV + yvy > 0,
tak funkcia v nema v Ziadnom bode lokdlne maximum.
(b) Uvazujme tlohu

Upy + Uyy + TUx Fyuy = 0 VQ,
u = f(x,y) nad.
Dokazte, Ze pre kazdé (z,y) € Q plati u(x,y) < max(, yeoa f(,v),
t.j. maximum funkcie v sa nadobtida na hranici.
Ndvod: Definujte funkciu v.(z,y) = u(x,y) + e(x? + y?).
(c) Dokézte, Ze tiloha z ¢asti (b) mé najviac jedno rieSenie.

5. Nech u(z1,z2,...2,) je nekonstantnd harmonicka funkcia na mnozine
{(z1,...2n) 1 22 + ... 22 < R%}. Definujme

M(r)= max u(z1,...2,)
4. w2 =r2

prer € (0, R). Dokazte, ze funkcia M je rasttica.
6. Uvazujme tlohu
Au = f(z) vQ,

U+ ozd—qi =0 na 09,
dn
kde o > 0 je konstanta. DokaZzte, Ze tiloha ma najviac jedno rieSenie.
Ndvod: Nech wy,us sii riesenia, definujte w = wy — ug a zistite, akii rovnicu
w spliia. PouZite proti Greenovu formulu a dokdzte, Ze gradient funkcie w sa v
kaZom bode rovnd nule. Potom w sa identicky rovnd konstante, zostdva ukdzat’,
Ze tdto konstanta je nula.

7. UvaZzujme tlohu

Au=0 vQ,
du
— =0 na 9.
dn

Nech w1, us st rieSenia. Dokazte, ze u; — us = ¢, kde ¢ je konstanta.



