PISOMNA CAST SKUSKY - UKAZKA

1. (spolu 12 bodov) Zakruzkujte spravnu odpoved, dokazy vasSich tvrdeni
nepiste. Spravna odpoved’'+2 body, nespravne odpoved’-2 body, Ziadna
odpoved’ 0 bodov.

(@) Nech Q C R3je otvorend, ohranifena a stivisla mnozina. Rozhodnite,
& su nasledovné funkcie harmonické na mnozine :

&L ( ) kde u(x) je harmonicka funkcia na mnozine €. | 4no - nie
Jo T(§ — x)d€, kde z je bod z mnoziny

alje fundamenalne riesenie Laplaceovej rovnice v R® | &no - nie
linedrna funkcia &no - nie

(b) Rozhodnite, ¢i st nasledovné tvrdenia pravdivé.

Nech u(z, t) je rieSenie rovnice W - W =0 (z € R, t > 0), ktoré splita

u(z,0) = ¢(x) a 8t(sc 0) = ¢Y(x) pre kazdé z € R. Ak ¢(z) > 0ap(x) >0

pre kazdé x € R, tak aj u(x,t) > 0 pre kazdé z € R. &no - nie |
Nech Q je otvorend, ohranicend a suvisld mnozina v R™. Nech Au(z) =0

z € Q. Potom pre kazdé z € Q plati u(z) > mingeg u(€) éno - nie |
Neexistuje také rieSenie u(z, y) rovnice yJ% — zJ% oy =0, u(z,0) =z,

ktoré je definované pre kazdé (z,y) € R%. dno-nie |

2. (8 bodov) Nech Q je otvorena, ohranicend a stvisld mnoZina v R3. Nech
funkcia u splita —u(z) < 0 pre kazdé = € Q (takého funkcie sa nazyvaja
subharmonické). Dokézte, Ze ak gula B(z, p) je obsiahnuté v Q, tak

1
5 / u dS,
3(4]3[7 OB(z,p)

kde 3w je povrch jednotkovej gule v R3.

u(z) <

3. (5bodov) Uvazujme zdkon zachovania hmoty v jednorozmernom pripade,
hmota je unasand rychlostou v(z). Hustotu hmoty v ¢ase ¢t v bode «
oznacme p(z,t). Vieme, Ze je rieSenim rovnice

dp | vp)

ot or 0

Predpokladajme, Ze rychlost’ v je konstantna a Ze zaciato¢né rozloZenie

hmoty je dané funkciou p(z,0) = e~ Pre kazdy as t urcte bod z, v
ktorom funkcia p(x,t) nadobtida maximum.

4. (5 bodov) Najdite rieSenie u(x,t) rovnice

ou O%u

a—@zu, l‘eR,t>07

ktoré spltia zadiatoént podmienku u(z, 0) = 22 pre kazdé = € R.



USTNA CAST SKUSKY - UKAZKA
1. (5 bodov) Nech u(z, t) je rieSenie rovnice

P*u  d*u
-5 55 =0 0,1),t>0
52 gz =0 ¢€(0,1),t>
zo zaciatoénymi podmienkami
9u

ot

u(z,0) = sin(nz), —(2,0) =0, x € 0,1]

a nulovymi okrajovymi podmienkami
u(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0.

Urcte vsetky Casy ¢, v ktorych sa rieSenie bude zhodovat’so zac¢iato¢nou
podmienkou u(z, 0).

2. (10 bodov) Dokazte alebo najdite kontrapriklad:
Nech 2 je otvorend, ohrani¢end a stivisla mnozina v R™. Nech Au(z) =
f(z), z € Q. Potom pre kazdé = € Q plati u(zr) < maxecq u(&)

3. (15 bodov) Existuje v okoli bodu (1, 1) rieSenie rovnice

ou
(z® — 3xy2)£ +(B2%y —y*)5- =0,

ktoré spfﬁa u(1,y) = siny? Svoje tvrdenie dokaZte.

Bez dokazu moézete pouzit, Ze integral prislusného charakteristického

systémuje I(z,y) = z1om-



VZORCE

= [7. G(z — s, t)ug(s)ds, kde G(&,t) = =€ 1t

4ma?t
. pren>3:T(r) = mr%”, kde nw,, je povrch jednotkovej gule

.pren=2:T(r) = 2t In(r)

. pren > 3: 95(¢ — x) = L-[¢ — 2['7", kde 7 je vektor vonkajsej normaly
k povrchu gule B(z, |{ — z|) v bode ¢

.fQuAvdac:foVu~Vvdx+faQud"dS
f (uAv — v Au) dm—fdﬂ( dv _ d—:il) ds

= Jo T( €)dé — [, T(E — 2) 4 (£)dS + faQ u(§) 9% (& — x)dS
u(x, t) = % [p(x — at) + ¢(x + at)] + 5 fT—th (€
. sin(z) = eiw_szw, cos(z) = ei“r;ﬂE



