Cvicenie 5: Zaklady konvexnej analyzy mnoZin
. Nech C| D st dve konvexné mnoziny v R" a a € R. Dokaizte, ze

a) aC = {az | z € C} je konvexna,
b) prienik C'N D je konvexné;
¢) Minkowského sucet C+ D ={x+y | z € C,y € D} je konvexna.

. Nech C' C R"” je konvexna mnozina a « : R” — R™ je linedrne zobrazenie. Ukézte, ze
a(C)={a(z) |z € C} CR™
je konvexna mnozina.

. Dany je systém konvexnych mnozin C,, kde o € A. Dokazte, ze

maGACa
je konvexna mnozina.
. Nech C je konvexni mnoZina a x1, ...,z € C. Dokdzte, Ze pre Tubovolné \q, ..., Ay také, Ze
k
A >0, Vi, Y Ni=1
i=1

plati
k

i=1

. Dana je konvexna funkcia f : R™ — R, t.j. funkcia s vlastnostou
Vz,y €R™, VA€ [0,1]: fQAz+ (1= Ay) <Af(z)+ (1 - ) f(y)
Dokazte, Ze tzv. epigraf funkcie f, t.j. mnoZina
epi(f) = {(z,t) e R" xR | f(x) <t},
je konvexna mnozina.
. Nech ||.|| je Tubovolna norma v R™, & € R™ a r > 0. Ukazte, Ze mnozina
By (&, r) ={z | |2 —=z| <7}

je konvexna mnozina.

. Nech A je afinna mnoZina a 1, ...,x; € A. DokdZte, Ze pre Tubovolné Ay, ..., Ay také, Ze

plati
k
Z Nix; € A.
=1

. Ukazte (s vyuzitim definicie afinnej mnoziny), Ze mnozina
A={zeR |z, + 2o =3, 25+ 24 = -2}
je afinnou mnozinou. Vyjadrite ju v tvare A = zo + V, t.j. najdite z¢ a vektorovy podpriestor V.

. UkéZte, Ze mnozina
CH~H = {(a:,t) ceR" I xR | ||x|| < t},

kde ||.|| je Tubovolna vektorova norma v R"~!, je konvexny kuZzel.

. Nech 87 oznacuje mozinu vSetkych symetrickych kladne semidefinitnych matic rozmeru n x n. Ukazte, Ze S je
konvexny kuZel v priestore symetrickych n x n matic S™.
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Nech C je konvexny kuZel a x1, ...,z € A. Dokédzte, Ze pre Tubovolné Ay, ..., Ax > 0 plati

k
Z Nix; €C.
=1

Dokazte, Ze relativne vnutro relintC' konvexnej mnoziny C' je konvexna mnozina.

Dané je mnozina
C={zeR’|zi+25=12=1}

Néjdite mnoziny affC, convC, coneC'.

(*) Nech C1, Cy st neprazdne konvexné mnozniny.
a) Dokazte, ze
relintCy NrelintCy C relint(Cq N Cq), clCy NeclCy C cl(Cr N Co).

b) Ukézte, ze ak relintC; NrelintCy # 0, tak
relintCy NrelintCy = relint(Cy N Cq), clCy NclCy = cl(Cr N Cy).
¢) Ukazte na priklade, ze predpoklad relintC; NrelintCy # @) v ¢asti b) je nevyhnutny.

(*) Nech C1, Cy st neprazdne konvexné mnozniny.
a) Dokazte, ze
relintCy + relintCy C relint(Cy 4+ Cq), clCy + clCy + cl(C1 N Cy).

b) Ukazte, 7ze ak aspon jedna z mnozin Cy, Cs je ohraniend, tak
0101 + CICQ = Cl(Cl + CQ)

¢) Ukazte na priklade, Ze predpoklad ohrani¢enosti v ¢asti b) je nevyhnutny.



