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Téma 1: Klasické konvexné
programovanie - opakovanie



Ulohou konvexného programovania v standardnom tvare nazy-

vame ulohu nelinearneho programovania

min fp(),
fZaj SO? ZZ]‘? 7m7 (1)
Ax = b,
kde
e funkcie fo, f1,..., fim : R"™ — R st konvexné,

o AcRPX" 3pe RP.



Mnozina
P=Ax| fi(x) <0,i=1,...,m, Az = b}.

sa nazyva mnozina pripustnych rieSeni tlohy (1).
Zrejme P je konvexna mnozina

Ak defini¢ny obor funkcii f;,2 = 0, 1, .., m nie je R" ale nejaka konvexna

mnozina D;,i = 0,1, .., m, tak sa zvykne definovat D = N"2(D; a

P={zeD]| filx) <0, i=1,....m, Av =0}



Optimalnu hodnotu tlohy (1) definujeme ako

p" = inf{fo(z) | z € P},
teda p* nadobiida hodnoty z R U {400}. Specélne:

e definujeme p = +00, ak je tloha (1) nepripustni, t.j. P = 0;

e definujeme p = —o0, ak je dloha (1) neohranicena, t.j. existuje

postupnost bodov {z}7° | € P taka, ze limy_ ., fo(xy) = —o0;

e ak je hodnota p* koneénd, tak bud existuje bod minima x* taky,
ze fo(x®) = p* (minimum sa nadobdda), alebo nie (minimum sa
nenadobida).



Mnozinu optimalnych rieseni tlohy (1) definujeme ako

P ={zeP| folz) =p"}.

Da sa lahko ukazat, ze P* je konvexnd mnozina.



Kritéria konvexnosti

Funkcia f : R"” — R sa nazyva konvexna ak Vz,y € R" a VA € [0, 1]
plati

fAz + (1= Ny) < Af(x) + (1= A)f(y).

Pre diferencovatelné funkcie st zname kritéria I. a ll. radu: f: R" —

R je konvexna prave vtedy ked

o f(z) > f(y)+ V)l (z—vy), Y,y (Taylorova aproximacia |.
radu lezi vzdy pod grafom funkcie);

o V2f(z) = 0,Vx (kladna semidefinitnost Hessovej matice).



Epigrafové kritérium: Funkcia f : R" — R je konvexna prave vtedy
ked jej epigraf

Epi(f) = {(z,t) | f(z) <t}

je konvexna mnozina.

ZiOzenie na Gsecku (priamku): Funkcia f : R"” — R je konvexna
prave vtedy ked Vo # y,Vt € [0,1] (¢t € R) je funkcia

Joy(t) = fltr+ (1 =t)y) = fly + tlx —y))

konvexna.



e (Suprémum z triedy konvexnych funckii)
Nech f : R" x R"™ — R, a ' € R™ je lubovolnd mnozina.
Predpokladajme, ze pre kazdé pevné y € C' je f(x,y) konvexna v
x. Potom je funkcia

g(x) = sup f(z,y)
yeC

konvexna.

e (Infimum z triedy konvexnych funkcii)
Nech f:R"™ x R™ — R je konvexna funkcia v (z,y) a C C R

je konvexna mnozina. Potom je funkcia

g(r) = yiggf@, Y)

konvexna.



K tlohe (1) definujeme Lagrangeovu funkciu L : R" x R’ x R’ — R

ako
L(zsu,v) = folz) + ¥ wifi(z) + 0T (Ax —b).

Zrejme pre v € P au > 0 plati L(z; u,v) < fo(x).

Lagrangeova dualna funkcia je definovana ako
G(u,v) = inf L(z; u, v)
a Lagrangeova dudlna dloha k dlohe (1) je potom

max G(u,v),
u > 0. (2)



Optimalnu hodnotu dtlohy (2) definujeme ako

d* = sup{G(u,v) | u > 0},

teda d* nadobdda hodnoty z R U {+00}, pricom definujeme d = —o0
ak je tloha (2) nepripustnd a d = 400 ak je dloha (2) neohranicena.

Zrejme pre x € P a u > 0 plati
G(u,v) = inf L(x; u,v) < L(Z;u,0) < fo(z),

a teda plati aj d* < p*, Co je vlastnost slabej duality. Rozdiel fy(x)—
G (u,v) pre pripustné =, u, v sa nazyva dudlna medzera. Rozdiel p* — d*
sa nazyva optimalna dualna medzera. Ak d* = p*, t.]. optimalna dudlna

medzera je nulova, vtedy hovorime, ze nastala silna dualita.
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Slaterova podmienka pre dlohu (1):
dz: fi(z) <0, i=1,...,m, Az = b, (3)

t.j. existuje relativne vnitorny bod mnoziny P (vzhladom na afinny
podpriestor {x | Az = b}.

Staci uvazovat zoslabent Slaterovu podmienku: pre funkcie f;, ktoré su
afinne, staci predpokladat f;(z) < 0.

(Slaterova veta)

Pre Glohu konvexného programovania (1) plati: ak je splnena Slaterova
podmienka, tak p* = d* (optimalna dualna medzera je nulova, nastala
silnd dualita). Navyse, ak je hodnota d* koneéna, tak existuje u* >
0,v*, také, ze G(u*,v*) = d* (dudlne optimum sa nadobida).
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Teda ak je splnena Slaterova podmienka, tak mozu nastat dva pripady:

e p* = d" = —o0, t. j. dudlna lUloha je nepripustnd a primarna je

neohraniCena;

e — 00 < p* = d" < 400, dudlna lloha je pripustnd a dudlne op-
timum sa nadobida (primarne optimum sa nadobddat moze, ale

nemusi).

12



Pre Glohu (1) mame systém Kuhn-Tuckerovych (KT) podmienok
optimality:

KT1 fi(z) <0,e=1,...,m, Ax = b, (primarna pripustnost),

KT2 u > 0, (dudlna pripustnost),

KT3 w;fi(x) =0, i =1,...,m, (komplementarita),

KT4 ViL(z;u,v) = Vfolx)+= u;V f;(x)+ATv = 0, (spolu s KT1

stacionarny bod Lagrangeovej funkcie).
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Pre konvexné tlohy plati: Ak bod (z*,u*,v*) splia systém KT
podmienok optimality, tak =* je optimalne riesenie (1) a (u™,v") je

optimalne riesenie (2).

Pre dlohy so silnou dualitou plati: Ak =* je optimalne riesenie (1)
a (u*,v*) je optimalne riedenie (2), tak bod (2, u*,v*) splfia systém

KT podmienok optimality.
Teda pre konvexné tlohy, kde je splnena Slaterova podmienka je systém

KT podmienok systémom nutnych a postacujiucich podmienok op-
timality.
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