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Téma 2: ZovsSeobecnenie konvexnych udloh



Uloha konvexného programovania v Standardnom tvare (dloha

konvexného programovania v uzSom zmysle)

Uloha konvexného programovania v Sirsom zmysle

min  fo(z)
x € C,

kde fo(x) je konvexna funkcia a C je nejaka konvexna mnozina.



e Kazda lloha tvaru (1) ma tvar dlohy (2), kedze prislusnd mnozina

pripustnych rieseni P je konvexna.

e Nie kazda (loha tvaru (2) sa da vyjadrit v tvare (1), ako to ukazuje

nasledujuci priklad.



Priklad: Uvazujme mnozinu 2 x 2 symetrickych kladne semidefinitnych

matic:
C=8%={X € MpyR),X=x" X0}
ktora je zrejme konvexna (overte). Mame dani Glohu

min fo(X)
X e &?, (3)

+linearne ohranicenia.

Kazdej symetrickej 2 X 2 matici mozno jednoznacne priradit trojrozmerny

vektor:



Kladni semidefinitnost symetrickej matice X mozno charakterizovat
podmienkami 1 > 0,23 > 0 a det(X) > 0.

Ulohu (3) by sme mohli ekvivalentne prepisat ako

I’% — X113 S Oa
xr1 2 0,23 > 0,
+linearne ohranicenia.

Da sa vsak lahko overit, ze funkcia

filz, 9, 13) = 23 — 123

v ohraniceniach nie je konvexna.



Priklad:

Uvazujme Glohu optimalizacie portfdlia, kde je dana kladne definitna ko-
variancna matica vynosov Y., vektor priemernych vynosov p a minimalny
akceptovatelny vynos portfélia r,,,;,,. Premennou je vektor x, ktorého
zlozka x; predstavuje relativne mnozstvo aktiva i. Ulohou je minimali-

zovat varianciu portfélia #1 Y (ktora predstavuje mieru rizika):

min 2 Yz
pTx 2 Tming
Z;'lzl r, =1, 2 >0,
Takato dloha je dlohou (kvadratického) konvexného programovania v

uzsom zmysle.



Priklad:

Alternativne by vsak danym vstupom do tlohy mohlo byt dané portfélio
x a Ciastkova informacia o kovarian¢nej matici 2 ukrytd v symetrickych
maticiach L, U. Zaujimat nas bude najhorsie mozné “riziko” pre dané
portfélio v ramci nasich ohtanic¢eni. To vedie na udlohu s maticovou

premennou X

max a:TZx,
Lij < 25 < U0, =1,...,n,
> = 0.

Vsimnime si, ze Ucelova funkcia v tejto ulohe je linearna, Iy =
tr(ZxxT) a mnozinou pripustnych rieseni je prienik konvexnej mnoziny

kladne semidefinitnych matic s boxom uréenym maticami L a U.



Uloha kénického linearneho programovania (KLP)

min ch,
Az = b, (4)
r e K,

kde K je nejaky konvexny kuzel.

Uloha (4) sa d4 chapat ako zovieobecnenie tlohy linedrneho programova-

nia, ktoré je zrejme podriedou takychto dloh pre volbu K = R"'.
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Konvexny kuzel

Mnozina K sa nazyva konvexny kuzel, ak sicasne plati

(k1) Ve € K, Va > 0: ax € K;

(k2) Ve,ye K: z+y e K.

Vlastnosti (k1), (k2) z vyssie uvedenej definicie st ekvivalentné s vlast-

nostou

(k3) Vx,y € K, Va,3>0: ax+ Py € K.
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Bod x nazveme vnutornym bodom kuzela K C R ak

Vo eR" Je>0: z+eve K.

Mnozinu vsetkych vnidtornych bodov kuzela K budeme oznacovat int K.

Mnozina tnt/& ma nasledovné vlastnosti:

(k1') Vx € intK, Va > 0: ax € intK,

(k2') Vo,y € intK : z+y € intK.
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Zachovavajuce operacie:

o Ak K1, K9 st konvexné kuzele, tak ich karteziansky stcin K1 x Ko
je konvexny kuzel.

o Ak K, K9 C R" sii konvexné kuzele, tak ich Minkovského siicet
K1+ K9 je konvexny kuzel.

e Ak K je konvexny kuzel a A je linearne zobrazenie, tak A(K) je
konvexny kuzel.

o Ak Ki, K9 C R" st konvexné kuzele, tak ich prienik K1 N K> je
konvexny kuzel.
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Priklady konvexnych kuzelov

Normovy kuzel’

K

z,70) € RV X R | ||z]| < 29} € R™

Z vlastnosti normy vyplyva, ze takto definovand mnozina je konvexny
kuzel. Specialne pre Euklidovskd normu l5 ziskame tzv. kuzel 2. radu:

Ko = {(z,z0) e R" I xR | ||lz|l2 < 9} € R™
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Kuzel (symetrickych) kladne semidefinitnych (S’}), kopozitivnych
(C') a kompletne pozitivnych (P?}) matic:

S ={X e M,R)| X=X 2x2>0 vz},
C"={XeM,R) | X=X Xz>0 vz>0

P! = {X € Myn(R) | X = BBT, By; > 0Vi, j}

[
= {,zlbinT | b; € R", ZEN}.
Z:

Zrejme plati: P C S C CI.
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Monotonny nezaporny kuzel:

Kpr={xeR" |1 >x90>..> 2, >0}

t.j. kuzel nezapornych vektorov s usporiadanymi zlozkami.

Kuzel Euklidovskych matic. Symetrickd matica D € 8" sa nazyva
Euklidovska, ak existuji body x1,...,zy také, ze D;; = ||z; — .CC]H%
Zrejme D;; > 0,D;; = 0. Znamy vysledok hovori, ze matica D je
euklidovska prave vtedy, ked D;; = 0 a 2Dz < 0, Vz: =y 2 =0,
inak povedané D ma na diagonale nuly a je zaporne semidefinitna na

podpriestore [1].
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Maskovanie standardnych konvexnych aloh do tvaru KLP

V nasledujiicom si ukazeme, ako mozno dlohu tvaru (1), t.j. dlohu

min  fo(z)
fz(x) <0, 7;:1,...,777,7

Az =D,

previest na tvar dlohy (4), konkrétne na nasleduticu KLP dlohu:

min ¢
(x,t,s) € Kr,
Ar =b,s =1,

kde kuzel K r je definovany predpisom (5) pre C' = F,

F={@t)| fle)<t, fils) <0, i=1,....m)
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Vnorenie konvexnej mnoziny do konvexného kuzela

Kazdd konvexnd mnozinu C' € R"™ mozno vnorit do konvexného kuzela
KC:{(x,s)EIR{”xR\s>0,x€C’}U{O}. (5)
S

Zrejme plati x € C prave vtedy, ked (z,1) € K.

Tvrdenie:

Mnozina K definovana vztahom (5) je konvexny kuzel.

Dokaz:
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Uloha programovania nad kuzelmi 2. radu (SOCP)

Ked v (llohe (4) zvolime za kuzel K normovy kuzel 2. radu K5, dostaneme
tzv. Glohu programovania nad kuzelmi 2. radu (v anglickej literatire oz-

naCovanej skratkou SOCP) v Standardnom tvare:

min ch;

Ax = b,
|z][2 < o,
x = (z;20) € R" T xR,

Niekedy sa zvykne formulovat Gloha SOCP aj v tzv. dualnom tvare:

(6)

min CT;‘c

| F'x + g2 < hla + .

(7)
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Uloha semidefinitného programovania (SDP)

Dané st symetrické matice C, A1, ..., Ay,. Ulohou semidefinitného pro-

gramovania s premennéu X € §" v standardnom tvare je tloha

min tr(C'X)
tr(AZ-X) =0b;, 1=1,...,m, (8)
X = 0.
Ukazeme, ze dloha SDP je naozaj tloha v tvare (4). Vezmime linearne

_ n(n+1)
zobrazenie svec : S — R~ 2

svec(X) = (211, V2212, ., V2215, 122, V2293, .o, i)

, . . n(n+1) . o
ktoré zobrazuje 8" na priestor R~ 2 s rovnakou dimenziou (je izomor-
. o _ n(n+1)
fizmom medzi priestromi S a R~ 2 ).
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Zrejme pre X, Y € S§" plati
tr(XY) = svec(X)! svec(Y).
Ak teda definujeme

x = svec(X), ¢ = svec(C), a; = svec(4;), i =1,..,m,

maticu A rozmeru m X n(n;l) s riadkovym priestorom S(AT) = span[ay, .., am|

kuzel K = svec(SY),

tak dlohu (8) vieme ekvivalentne prepisat ako

min CTX

Ax =D,
x € K.
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Niekedy sa zvykne formulovat dloha SDP aj v tzv. dualnom tvare:

min bTy (9)
C — eril Azyz - O, 1= 1, e, M,
ktora sa da ekvivalentne prepisat ako
min bTy
c— Aly e K.
Ohranicenie v dlohe (9) sa v anglickej literatlre zvykne oznacovat ako

LMI (linear matrix inequality).
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