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Téma 6: Dualita v konickom linearnom
programovani



Primarna uloha konického LP

Data: ce R", b € R"™ a A € R™*" predpokladdme, ze K je vlastny
kuzel.

Primarna tloha kénického linedrneho porgramovania

min ch,
Ax =, (P)
xr e K.

Mnozina pripustnych rieseni tlohy (P) a jej relativne vnitro:
P={zeK|Ac=0}, P’={zxecintK | Az =0}
Optiméalna hodnota dlohy (P):

« |infpep el

p:

P #
+00 P =0,



Mnozina optimalnych rieseni:

P*={zeP|cle=p}

Zrejme P* C P je konvexnd mnozina.

Lagrangeova funkcia L(x,y, s) k dlohe (P):

Lz,y,s)=clo—yl Az —b) —sT e =2l (c— ATy — s) + bl .

Definiény obor Lagrangeovej funkcie by mal garantovat zakladnd vlast-
nost Lagrangovej funkcie - a to, Zze musi davat dolné ohranicenie na

hodnotu ucelovej funkcie v lubovolnom pripustnom bode:

L(z,y,s) < 'z, VreP



Na to stadi, aby (z,y,s) € R" x R x K*.

Lagrangeovu dualnu funkciu mézeme potom definovat ako

, bl c— Aly — s =0
Gly.s)=inf L(z,y,s) =1 ° g

—o0 inak.
Dualna dloha k ulohe (P):
min bTy,
Aly+s=c, (D)
se K*.

Zrejme ak (yl,s) € D a (y,s) € D a h(A) = m, tak musi platit
1 2
vy =y



Mnozina pripustnych rieseni tlohy (D) a jej relativne vnitro:
D={(y,s) e R"x K* | Aly+s=¢},

D' = {(y,s) € R" x intK* | ALy +s=c}.

Optimalna hodnota dlohy (D):

gt — 17"Py.s)eD bly D A0
—00 D =10,

a mnozina optimalnych rieseni (D)

D" ={(y,s) €D | by =d}.



Priklady primarno-dualnych dvojic kénickych dloh

Linearne programovanie

min CTCU, max bTy,
Ax = b, Aly+s=e,
x > 0, s > 0.

Programovanie nad kuzelmi 2. radu.

min ch, max bTy,
Az = b, Aly +s=c,
1Z]l2 < 2o [sll2 < s0

r = (Z,x0), s = (s, s0).



Priklady primarno-dualnych dvojic konickych uloh

Semidefinitné programovanie.

min  tr(C'X), max by,
tr(AZ'X):bZ', 1=1,...,m Z%llyz'Ai—l—S:C, :
X >0 S =0

Kopozitivhe a kompletne pozitivne programovanie.

min tr(C'X), max by,
tr(AiX):bZ-,izl,...,m Z%Zlyz'Az'—l—S:C,,
Xect S e Py



Slaba dualita

Tvrdenie:
Nech z € P a (y,s) € D. Potom plati

' — bTy = stz >0.
Dosledok:

Pre primarno-dualnu dvojicu dloh kénického linearneho programovania
plati:

a) Optimalne hodnoty splfaja d* < p*.

b) Ak je jedna z Gloh neohranicend, tak druha je nepripustna.

c) Ak x € P a(y,s) € D a plati z1's = 0, tak  je optimélne riedenie
tlohy (P) a (y, S) je optimalne riesenie tlohy (D).

Pre pripustné z € P a (y,s) € D budeme hodnotu ¢!z — bly =
s1'z nazyvat dudlnou medzerou a hodnotu p* — d* optimalnou duélnou
medzerou.



Priklad.

Uloha SDP:
min i
19 =1,
P (9:11 :vm) “ 0.
T12 22

- Odvodime dualnu dlohu:

- Najdeme optimalne hodnoty (pripadne optimalne riesenia);

Plati silnd dualita, t.j. p* = d*, avSak optimum sa nadobida len v

dualnej dlohe.
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Priklad.

Uloha SDP:
min xiq
x33 = 0,
r1] — 2w93 = 1,

T11 T12 713
X =|x19 w99 wo3| = 0.

13 X23 33
- Odvodime dualnu udlohu:

- Najdeme optimalne hodnoty (pripadne optimalne riesenia);

Obe dlohy nadobddajd svoje optimalne riesenie avsak optimalna dualna
medzera je p* —d* =1 > 0.
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Priklad.

Uloha SOCP:
min o
x| — x3 =0,
ro = 1,

Jxi + 25 < w3,
- Odvodime dualnu udlohu:

- Najdeme optimalne hodnoty (pripadne optimalne riesenia);

Dualna dloha ma optimalne riesenie, avsak primarna uloha je nepri-
pustna.
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Obraz konvexného kuzela v linearnom zobrazeni

Ak K je konvexny, uzavrety kuzel ale nie je polyedralny, tak jeho obraz

v linedrnom zobrazeni nemusi byt uzavrety!

2 r1 T2 2
5+:{($2 583) $120,$1£B3—$220}

Linearne zobrazenie
T X T
L2 I3 L2
KuZel A(S?) nie je uzavrety.
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Lema:

Predpokladajme, ze K C R’ je vlastny kuzel, alebo K = K7 x RP, kde
K1 C R"7P je vlastny kuzel v R"“P. Potom ak (z!,2%) € K,z! #0
ay € relintK*, tak a1y > 0.

Dokaz: ...

Veta:
Dané je linedrne zobrazenie maticou A. Ak K C R} je vlastny kuzel,

alebo K = K1 x RP, kde K1 C R"™P je vlastny kuzel v R"™7 a3 plati
S(AT) Nrelint(K*) # 0,

tak A(K) je uzavrety kuzel.

Dokaz: ...
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Farkasova lema

Plati prave jedna z alternativ:
| 3z > 0: Ax = b;
132:AT2 > 0,012 <0,

(Zovseobecnena Farkasova lema)

Nech K C R” je vlastny kuzel, alebo K = K x RP, kde K; C R"™P
je vlastny kuzel v R™™P, Potom plati najviac jedna z alternativ:

| dxr € K : Ax = b;

132: ATz e K* blz <.

Navyse ak je kuzel

AK)={Az |z € K}

uzavrety, tak plati prave jedna z alternativ.
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Dokaz vyuziva nasledujicu vetu:
(Veta o separujiicej nadrovine)

Nech C' je uzavretd konvexnid mnoZina a z' ¢ C. Potom existuje

nadrovina dana vektorom v # 0 a konstantou v € R tak, ze plati

vl'z >y Vr e O, vl 2! <.

Navyse, ak C je uzavrety konvexny kuzel, tak existuje v # 0 tak, ze

plati

vl >0 Vr e’ vl < 0.
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Silna dualita

Veta:

Ak PV £ 0 a DV +# 0, tak existuje z* € P a (y*,s*) € D také, ze
p*:cT:c*:bTy*:d*.

Dokaz:

Pomocou Farkasovej lemy ukazeme, zZe systém

Ax = b, x e K,
Aly+s=¢, seK* (1)
daoty=bly, v>0

ma riesenie.
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Podmienky optimality

Veta:
Ak PY £ () a DY £ (9, tak systém
Ar =0, € K,
Aly4+s=¢, seK* (2)
wl's =0

je systémom nutnych a postacujicich podmienok optimality pre dvojicu
uloh (P), (D).

Dokaz: ...
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