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Téma 7: Aplikacie konického linearneho
programovania



Optimalizacia portfélia s pravdepodobnostnymi ohraniceniami
- premenna = € R"; x; je podiel aktiva 7;

- vektor cien p, p ~ N (p, %);

- vynos portfélia r, 7 ~ N (7,02), 7 = pl z, 02 = 2! Sa

Uloha maximalizacie priemerného vynosu s ohranicenim v tvare pravde-
podobnosti:

max ﬁTx

P(r <a) <6, (1)
s x=1,2>0.



Optimalizacia portfélia s pravdepodobnostnymi ohraniceniami

Ohranicenie P(r < «) < ( je ekvivalentné

P(T—T<&—T)§B7
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Optimalizacia portfélia s pravdepodobnostnymi ohraniceniami

Uloha je ekvivalentna:

max p-x

- B < & - konvexna SOCP iiloha

- uloha LP

DO —

_5:

-8 > % - nekonvexna uloha



Optimalizacia portfélia s pravdepodobnostnymi ohraniceniami

Priklad.
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Optimalizacia portfélia s pravdepodobnostnymi ohrani¢eniami
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Vlavo: trade-off medzi pravdepodobnostou straty a priemernym vynosom

Vpravo: optimalna alokacia portfélia



Optimalizacia portfélia s pravdepodobnostnymi ohraniceniami

beta=logspace(-4, -1,100);
for i=1:100
cvx_begin quiet
variable x(4);
maximize (p’*x)
subject to
p’*x+norminv(beta(i))*norm(Sigma~(1/2)*x,2)>=0;
sum(x)==1;
x>=0;
cvx_end
ER(i1)=p’*x; X(:,1)=x;
v1(i)=X(1,1); v2(i)=v1(i)+X(2,1); v3(i)=v2(i)+X(3,1i);
end;
subplot(1,2,1)
plot(beta,ER,’LineWidth’,2)
xlabel (’pravdepodobnost straty’); ylabel(’priemerny vynos’);
subplot(1,2,2)
plot(beta,vl,beta,v2,beta,v3,’LineWidth’,2)
xlabel (’pravdepodobnost straty’); ylabel(’optimalna alokacia’);
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Optimalny navrh experimentov

Linearny regresny model

y(w) = f(w)' 0 +e,

- y(x) je vektor pozorovani,

-x € X, X ={x,...,xp} je mnozina reprezentujlica mozné experi-

mentalne podmienky (body merania)
- f: X — R™ je vektor znamych regresnych funkcii,

- 0 € R™ je vektor neznamych parametrov

- ¢ - vektor ndhodnych chyb, ¢ ~ N(0, I).



Optimalny navrh experimentov

- Chceme odhadnit vektor 6 z Ciastkovych experimentov alebo merani
v bodoch z X.

- Navrh experimentu velkosti NV je postupnost N bodov z X, v ktorych

budd vykonané merania.

- Oznaéme N; pocet merani v bode z;, t. j. N+ ---+ N, =N. V
Statistike sa zvycajne definuje exaktny dizajn ako diskrétna miera &,
kde &(z;) = M, x; € X
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Optimalny navrh experimentov

- Zakladna otazka v optimalnom navrhovani experimentov: Ako opti-
malne rozmiestnit N merani do potencialnych bodov z X, teda ako
vybrat hodnoty Ny,..., N7

- Takato uloha je vo vseobecnosti tazky kombinatoricky problém. Preto
sa diskrétne premenné N, nahradia redlnymi hodnotami w; spliajtcimi
n
w; >0, > w;, =1, Nw; € Z,
1=1

a posledna poziadavka sa ignoruje.

- Tato idea viedla k pojmu tzv. asymptotického dizajnu, ktory sa
v Statistike zvycCajne definuje ako diskrétna pravdepodobnostna miera &

na X.
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Optimalny navrh experimentov

- V pripade konecnej mnoziny X je asymptoticky dizajn urceny hodno-
tami w; = &£(x;). BUNV budeme pod asymptotickym dizajnom rozumiet

vektor w zo simplexu

Sn:{wERﬁ

n
Y. W = 1}.
1=1

- Kvalita dizajnu zavisi od tzv. informacnej matice

M(w) = 3 wif () ()

ktora je kladne definitna, pokial vektory f(x1),..., f(zy) generuja R™
aw > 0.
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Optimalny navrh experimentov

- Uloha v optimalnom navrhovani experimentov:

max,, M (w)
w e S".

- V statistike existuje niekolko kritérii optimality, t.j. funkcii
¢:S8", =R

ktoré slizia ako miera velkosti matice.

- kritérium E-optimality: (M) = A\ppin(M);
- kritérium A-optimality: ® 4(M) = [tr(M~1)] 71
- kritérium D-optimality: & (M) = log det(M);
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Optimalny navrh experimentov

Pri hladani E-optimalneho dizajnu riesi optimalizacna uloha

max  Apin (M (w))
w e S".

Kedze
E< Apin(M(w)) & M(w) = I,
predchadzajlica dloha sa da naformulovat ako uloha SDP

max ¢t
M(w) — I = 0, (3)
w € S™.
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Optimalny navrh experimentov
Dualna dloha k dlohe E-optimalneho dizajnu

Ulohu (3) si preformulujeme do nasledovného minimalizacného tvaru:

|

min
Sty wififi =t =0,
w = 0,2?21 w; = 1.
Lagrangeova funkcia k tejto tlohe je L : (R xRy )x (S xR"? xR) —
R definovana ako

1
L(w, t; Z,y,«a) = E—tr (Z (272_1)1 wz-fz-fz-T — il = O))—yTeroz (Z?ijl w; — 1)

1 n
= +ttr(Z) - 2 Wi <fz'TZfi + i — Oé) — .
1=
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Optimalny navrh experimentov

Lagrangeova dualna funkcia je definovana ako

9(Z,y,a) = %L(w,t; Z,y, ).
Odvodime
2tr(Z) o f] Zfi+yi—a=0,

9(Z,y,a) = |
— 00 inak.
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Optimalny navrh experimentov

Lagrangeovu dudlnu dlohu mozeme preto naformulovat ako

max 2\tr(Z) — «
HZfi+yi—a=0i=1,...,n
y=>0,2Z =0,

Ekvivalentna formulacia (po zjednoduseni):

max  tr(WW)
AW <1,i=1,...,n
W >0,
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Optimalny navrh experimentov

Dané di data m = 2,n = 20 a hodnoty regresnych funkcii ulozené
v n X n matici F'. Datové body (riadky matice F') st vykreslené na
obrazku.

Zdroj: http://cvxopt.org/examples/book/expdesign.html

Pomocou CVX spocitame hodnotu optimalneho dizajnu:

0.2 ¢=10;
w;k =10.8 17 =20;
0 inak.
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Optimalny navrh experimentov

Elipsa na obrazku zodpovedd optimalnej matici W™* z dudlnej dlohy.
Vsimnime si, ze body zodpovedajice kladnym hodnotam w; lezia na

hranici elipsy, ¢o je dosledok podmienok komplementarity.
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Optimalny navrh experimentov

CVX kod:

n=size(F,1);
m=size(F,2);
cvx_begin sdp
variable w(n,1)
variable t
dual variable Z
dual variable alfa
maximize t
subject to
Z:F’xdiag(w)*F-t*eye(m)>=0;
w>=0;
alfa:sum(w)==1;
cvx_end
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Uloha minimalnej plochy

UvaZujme diferencovatelnti funkciu f : ¢ ¢ R? — R. Plocha dan3

grafom funkcie f je vyjadrena ako

dx.

A = fe L+ 19 7@l = o] V|

2

Uloha minimalizacie plochy je o nijdeni funkcie f, pre ktord je za

danych ohraniceni plocha A minimalna.

- C' = |0,1] x [0,1] - diskretizuje sa mriezkou s bodmi (ih, jh),0 <
i,7 < K, kde K je celé ¢&islo a h = 1/K je (rovnomerné) delenie

- Premenné: hodnoty f;; funkcie f v bodoch (ih, jh), ¢o mozno
reprezentoval maticou £ € RUEHI)x(K+1) Fj = f(ih, jh)
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Uloha minimalnej plochy

Aproximacia parcialnych derivacii funkcie f pomocou pomernych differ-

encii

Of(x)  flwr+h,x9) — flar,22) Of(x)  flz1,v0+h) — f(21,29)

Ox1 h " 0w h
Aproximacia gradientu funkcie f v bode x = (ih, jh):
fiv1j — Jij ]
V T) &~ K 3] 1,]
/) fij+1— fij

Aproximacia plochy danej grafom funkcie f:

o k—1 || By — fig)

A(f) = Agisi(f) = I7e .]Z_O K(fij+1— fij)
ij= 1
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Uloha minimalnej plochy

Mozno uvazovat  r6zne ohranicenia na f;;, napr. ohranicenia na

hrani¢né hodnoty C'.

min Adisk:
fo,]:l]7 .j:O7]‘7"’7K7 (5)
fkj=157=01... K,

kde [, r st vektory hrani¢nych hodnot (ktoré mozno ziskat diskretizaciou

danych jednorozmernych funkcif).
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Uloha minimalnej plochy

SOCP reformulacia:

: K—-1
min Zz’,j:O t”

K(fix1,j— fij)
K(fij+1—fij) || <tijy i,5=0,1,...,K -1

L 2
f(),j:lj, 7=0,1,..., K,
fK)]':T]‘, j:O,l,...,K,
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Uloha minimalnej plochy

Graficky vystup (CVX/Matlab):
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Klasifikacia dat

Dané st dne mnoziny bodov

X =Azxy,...,ay} CR"aY ={y1,...,yps} CR"™
Ulohou je najst funkciu f : R — R (z danej riedy funkcif) taka, ze
f(:ljz) <0,72=1,...,N, f(yz) >0,1=1,..., M.

Pokial st tieto nerovnosti splnené, tak hovorime, ze mnozina

{z | flx) =0}

separuje mnoziny bodov X,Y .
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Klasifikacia dat

Linearna diskriminacia
Ak zvolime pre klasifikaciu triedu afinnych funkcii, t. j.
fla)=alz+0,

hovorime a linearnej diskriminacii.
Uloha: néjst nadrovinu {z | a’z — b = 0} ktora separuje mnoZiny
bodov X a Y, t,. plati

aT:L'Z'—b>O, 1=1,..., N, aTyZ-—b<O, 1=1,..., M.
Homognita nerovnosti v premennych (a, b) - ekvivalentné nerovnosti

ale;—b>1,i=1,...,N, aly,—b< -1, i=1,..., M.

Takato Uloha sa da riesit ako linearna uloha pripustnosti.
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Klasifikacia dat

Ak st datové mnoziny v R? separovatelné, linearnou tlohou pripustnosti mozno najst

separujicu priamku.
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Klasifikacia dat
Pripad neseparovatelnych datovych mnozin (SVM)
Zavedl sa nové nezaporné premenné uqy,...,UxN a Ui,...,VU)/.

Linearne ohranicenia sa relaxuju:

aTxZ-—b21—uz-, 1=1,..., N, aTyZ-—bg—l—l—vZ-, 1=1,..., M.

LP formulacia:

- T T
Mg pyy € U+ €V

aTxZ-—bZ—l—uz-, 1=1,..., N,
aTyZ-—bgl—l—vz-, 1=1,..., M,
u,v > 0.
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Klasifikacia dat
Kvadraticka diskriminacia

Ak zvolime pre klasifikaciu triedu konvexnych kvadratickych funkcii
fle)y=aPr+qlatr

hovorime a kvadratickej (elipsoidnej) diskriminécii. Ulohou je najst P €

S, qeR" reR plati
ol Prj+qaitr <0, i=1,..., N, y} Py+q yi+r >0, i=1,..., M.
Homogenita premennych (P, q,r) - ekvivalentné nerovnosti

ol Pri+qlai4r < —1,i=1,...,N, y/ Py+q yi+r >1,i=1,..., M.
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Klasifikacia dat
Kvadraticka (elipsoidna) diskriminacia

Semidefinitna Gloha pripustnosti: najst P, g, r také, ze

xé—rPxiJquxz-—H“g—l, 1=1,..., N,
vl Pyi+qlyi+r>1i=1,...,M,
P>1,

kde podmienku P € S mozeme kvoli homogenite premennych nahradit
LMI ohranicenim P > I.
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Klasifikacia dat

Kvadraticka separacia

Ak st datové mnoziny v R? separovatelné, semidefinitnou tlohou pripustnosti mozno

najst separujlcu elispu.
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Klasifikacia dat
Pripad neseparovatelnych datovych mnozin (SVM)
Zavedl sa nové nezaporné premenné uy,...,UN a Ul,...,VU)/.

Kvadratické ohranicenia sa relaxuju:

I;PZI?Z'—I—QTCUZ'—I—TS—l—I—uZ', 1=1,..., N,
vl Pyi+qly;+r>1—w;, i=1,... M,

SDP formulacia:

- T T
Mg gy € U+ € v

xiTPxi+qTxi+r§—1+ui, 1=1,..., NV,
yl Py +q y;+r>1—wv;, i=1,..., M,
uw,v>0,P > 1.
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