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Téma 8: Konické relaxacie



Konické relaxacie

Majme dand nekonvexni Glohu

min  f(z) (1)

x € P,

teda dlohu, kde bud Gcelova funkcia f(x) alebo mnozina pripustnych

rieseni P je nekonvexna.

BUNV - nekonvexnost sa tyka mnoziny P (preco?)



Konické relaxacie

Relaxacia tlohy (1) potom spociva vo vnoreni mnoziny P do vhodnej
konvexnej mnoziny C (t.j. plati P C C) a rieSeni aproximacnej dlohy
min  f(x)
x € C,

ktorej optimalna hodnota dava dolné ohranicenie na optimalnu hodnotu
tlohy (1).



Konické relaxacie

Priklad.

Uvazujme binarnu tlohu linedrneho programovania

min ¢!z
Ax = b,
x e {0,1}".
Tdto dlohu mozno relaxovat napriklad linearnou tlohou
min ! x
Ax =D,

x € [0,1]".



Konické relaxacie

Relaxacia nekonvexnych kvadratickych aloh

Uvazujme dlohu nekonvexného kvadratického programovania

min xTPQa: + qOT:z: + 7 2)
:UTPZ-x-I—qZ-Tx-I—fr?; <0,:=1,..,m,
kde matice Py, Py,..., P € 8" nie si nutne kladne semidefinitné.
T

Prvym krokom pri relaxacii Glohy (2) je definovanie matice X = zz* a

vyuzitie vztahu

2! Pz = tr(z! Pz) = t(Pzz!) = tr(PX).



Konické relaxacie

Ulohu (2) mozno ekvivalentne preformulovat na nasledujicu (nekon-
vexn(l) ulohu

min tr(PyX) + gf = + rg
tr(PX)+ ¢l o+, <0, i=1,.,m, (3)
X =zal.

Konvexna semidefinitna relaxacia tlohy (2)

min  tr(FyX) —I—QOTx—H“O
tr(P;X) +qZ-Tx+7“Z- <0,:=1,..,m,

(i ;) " (4)



Konické relaxacie
SOCP relaxacie

KedZe kuzel kladne semidefinitnych matic je samodualny, podmienka

X = zal je ekvivalentna podmienke
tr(Y(X —za!)) =tr(XY) =2l Yz >0, VY e 8.

Konvexa kvadraticka relaxacia spociva vo vybere dostatocného poctu
vhodne zvolenych matic Y; > 0, ¢o vedie k aproximacii ohranicenia

X = zxl konecnym poctom kvadratickych ohraiceni
tr(XY)) — 2! Yz >0, Vi=1,2,..., M. (5)

- R6zne heuristiky pre volbu matic Y;.



Konické relaxacie
LP relaxacie

Linedrna aproximacia tlohy (2) spociva v relaxacii semidefinitného ohranice-

nia X = axl konecnym poctom linearnych ohraniceni.

o1

1 2l
r X

T
-
. X)_O¢>Z

)z > 0, Vz € R,

Vhodnou volbou konecného poctu vektorov z; € R"*1 sa potom ohrani&e-
nie X = zal aproximuje ohraniceniami typu

T
Z-T(l T

iy x zp 20, 7=1,..., M.




Konické relaxacie
Problém biparticie

Uvazujme nasledujici optimalizacny problém:

min 2! Wax (6)
x?=1,4i=1,...,n,

kde W € S™. Uloha (7) je diskrétna kvadraticka dloha, kde prislu$na
mnozina pripustnych rieSeni obsahuje 2" bodov.

Ekvivalentna maticova formulacia:

min tr(WX)
X =0, h(X) =1, (7)
Xiizlv i:1,...,n,

SDP relaxacia - zanedba sa nekonvexna podmienka h(X) = 1.
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Konické relaxacie

Uloha maximalneho rezu

-V ={1,2,...,n} - mnozina vrcholov grafu

-E={{i,j} |i,7 € V,i # j} mnozinu hran grafu

Pod jednoduchym grafom budeme rozumit dvojicu G = (V, F).

Nech V! C V. Kapacitou V' budeme nazyvat polet hran, ktoré
spajaja vrcholy z V' s vrcholmi z V' \ V.
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Konické relaxacie

Uloha maximalneho rezu

Kapacita mnoziny zelenych (modrych) vrcholov je 7.
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Konické relaxacie

Uloha maximalneho rezu je o hladani takej mnoziny V’, ktord mé
maximalnu kapacitu. Mnozina V' sa d& charakterizovat pomocou pre-

mennej © € {—1,1}" nasledovnym spésobom:
1 eV
T = . ,
-1 eV \V.
Potom zrejme plati
0 eV jevV\V/

1l —xx;) =
( i) {2 i,j €V aleboi,jeV\V.
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Konické relaxacie

Ak W je matica susednosti grafu, t.j. symetrickd matica taka, ze

1 {i,jt€eE
Yoo {i,j} ¢ F.
tak problém maximalneho rezu mozno naformulovat ako optimalizacni
tulohu
max 1112?,]’:1 Ww(l — ZCZ.CU]) (8)
v, €{-1,1}i=1,...,n,

ktora je ekvivalentna s nasou tlohou (7).
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Konické relaxacie

Autori slavneho ¢lanku

Goemans, M. X. & Williamson D. P. (1995) Improved approximation algorithms
for maximum cut and satisfiability problems using semidefinite programming, Journal

of the ACM 42(6), 1115-1145.
riesili problém maximéalneho rezu (8) nasledovnou aproximaciou:

Hodnoty x; aproximovali vektorovymi premennymi
v e St ={z|2lz=1},

pricom hodnotu x;z; v ucelovej funkcii nahradili skalarnym stcinom
T

v; vj. Lrejme |v,&-ij| < 1.
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Konické relaxacie

Namiesto tlohy (8) potom riesili Glohu

max 111 ij=1Wi;(1 ?JZ-T?J]') (9)

v, eSS 1=1....n

Takito Glohu mozno tiez riesit pomocou semidefinitného programova-

nia.
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Konické relaxacie

Algoritmus Goemansa a Williamsona spociva v nasledujicich troch krokoch:
1. Vyriesi sa tloha (9), najdu sa vektory v;, i1 =1,...,n;
2. Vygeneruje sa ndhodny vektor r € S™;

3. Mnozina V'’ sa voli ako V' = {i | UZ-TT > 0}, prislusna biparticia
mnoziny V' je teda urena pomocou separovania vektorov v;, ¢ =
1,...,n nadrovinou {z | 71z = 0}.

Autori ¢lanku ukazali, ze semidefinitna relaxacia dava priblizné riesenie
alohy maximalneho rezu s aproximaénym faktorom 87,8%.
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Kodnickeé relaxacie
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Kodnickeé relaxacie
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