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Téma 9: Nelinearne koénické ulohy



Nelinearne koénické ulohy

Budeme uvazovat ulohy typu

ming f(z) = ¢!z +Indet A(z) ! ]
B(r) = 0. 2

kde x € R" je premenna dlohy,
Az) = Ap + %1 Ajzj, B(x) = B+ %1 Bjx;,
1= 1=

pre dané symetrické matice Ay, A1, ..., Ay, By, By, ..., By adefinicny

obor Gcelovej funkcie f(x) je otvorenda mnozina

D ={x | A(x) > 0}. (2)



Nelinearne koénické ulohy

Priklad:

Specialnou podriedou tiloh (1) st tlohy

ming f(z) = Indet A(z) ! (3)

s definicnym oborom D definovanom v (2). Stadi zvolit ¢ = 0 a By >
0,B1 = --- = B, = 0. Budeme predpokladat, ze D je neprazdna a
ohrani¢ena mnozina. KedZe (celova funkcia je rydzo konvexna na D
a jej hodnota neobmedzene rastie v blizkosti hranice D, existuje jediné

rieSenie ™ Ulohy (3), ktoré sa nazyva analyticky stred D.



Nelinearne konické ulohy
Pokryvajuci elipsoid s minimalnym objemom

Dana je konecna mnozina bodov C'. Ulohou je najst elipsoid s minimal-

nym objemom & ktory ju pokryva, t.j. plati C' C €£.
Takyto elipsoid sa nazyva Lowner-Johnov elipsoid mnoziny C'.

Pre niektoré specialne typy mnozin existuji explicitné vzorce na charak-

terizaciu Lowner-Johnovho elipsoidu.

My budeme uvazovat kone¢nii mnozinu C' = {x1,...,xz,}. Pre takito
mnozinu je tloha najdenia Lowner-Johnovho elipsoidu dalsim specialnym

typom ulohy (1).



Nelinearne kdénické ulohy
Objem elipsoidu

Uvazujme elipsoid charakterizovany kladne definitnou maticou A a stre-

dom c¢:
E={x|(x—c) A(x—c) <1} ={a]| |[Az —b]y < 1},

pricom b = Ac. Ak 0 < A\ < ... < A, si vlastné hodnoty matce

A, tak ich prevratené hodnoty )%(7, — 1,...,n) urduju dizky poloosi
[

elipsoidu &.



Nelinearne koénické ulohy
Objem elipsoidu

Da sa lahko vidiet, ze
E=A"'B(0,1) +¢, kde B(0,1) = {z | ||z]]2 < 1},

teda kazdy elipsoid je obrazom jednotkovej gule v bijektivnom afinnom

zobrazeni. Preto objem elipsoidu & je
vol(€) = det A7V,
kde V/, je objem jednotkovej gule B(0,1) v R™.



Nelinearne kdnické ulohy
Uloha hladania Léwner-Johnovho elipsoidu

Budeme uvazovat tlohu hladania elipsoidu s minimalnym objemom, ktory

pokryva kone¢nd mnozinu bodov C' = {ay,...,a,} C R™

Konvexna formulacia takejto ulohy je
min, Indet x-1 (4)
| Xa; —yllo <1, i=1,...,m,

s maticovou premennou X > 0 a vektorovou premennou y € R".
Normové ohranicenia || Xa; — y||2 < 1 mozno prepisat na ekvivalentné

kvadratické ohranicenia | Xa; — y||5 < 1.



Nelinearne koénické ulohy

Uloha hladania Léwner-Johnovho elipsoidu

Pomocou CVX mozno najst riesenie takej tlohy pomocou nasledujiceho
kodu.

cvx_begin
variable X(n,n) symmetric
variable y(n)
maximize log det (X)
subject to
norms( X * A +y *x ones( 1, m ), 2 ) <=1;
cvx_end




Nelinearne konické ulohy

Dualita pre tlohu hladania Lowner-Johnovho elipsoidu so stre-
dom v pociatku

Pre dané body aq, ..., ay, € R" je teraz nasou tlohou najst pokryvajici
elipsoid s minimalnym objemom, ktory ma stred v pociatku, t.j. y = 0.

Takito dlohu mozno zrejme naformulovat ako

min, Indet x-1 (5)
alXa; <1,i=1,...,m,

kde defini¢ny obor tcelovou funkcie je D = S, .
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Nelinearne konické ulohy

Dualita pre ulohu hfadania Lowner-Johnovho elipsoidu so stre-
dom v pociatku

Definujme A; = aia;-r = 0, ¢ = 1,...,m. Vyraz na lavej strane
ohraniceni potom mozno prepisat ako

al Xa; = tr(A4; X).

Lagrangeova funkcia pre dlohu (5) teda bude L : S x R7" — R

definovana ako

L(X,u) = Indet X! + %1 w; [er(A; X)) — 1]
1=

— uTe.

1=

=Indet X 1 +tr {X ( gl uiAz')
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Nelinearne kdnické udlohy

Dualita pre alohu hladania Lowner-Johnovho elipsoidu so stre-
dom v pociatku

Lema: Plati

Vindet X 1 = —x—1
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Nelinearne koénické ulohy

Dualita pre tlohu hladania Lowner-Johnovho elipsoidu so stre-
dom v pociatku

Duélna funkcia je teda
g(u) = i}l{fL(X, w) = L(X,u) = Indet (%1 uZ-AZ-) +tr] —ule
1=
s defini¢cnym oborom D(g) = {u | =i u;A; > 0}.

Lagrangeova dualna tloha ma tvar

max Indet (X1 w;A;) +n — ul'e (6)

u > 0.
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Nelinearne konické ulohy

Dualita pre ulohu hladania Lowner-Johnovho elipsoidu so stre-
dom v pociatku

14



