Jordanov kanonicky tvar matic
Priklad 1.

Dana je matica
8§ 10 -5
A= -2 -1 2
1 2 2

Ulohou je najst jej Jordanov tvar J a maticu M taki, ze A = MJM ™.
1.) Najdeme charakteristicky polyném a vlastné ¢isla matice A.
8— A 10 -5
detA=| -2 —1-X 2 |==X+922-27TA+27=(3-)\)>
1 2 2—-A

Teda \ = 3 je trojndsobné vlastnd hodnota matice A (algebraickd nasobnost A = 3 je 3).

2.) Najdeme vlastné vektory matice . Tie st rieSenim systému s nasledovnou maticou a
nulovou pravou stranou.

5 10 -5 1 2 -1
-2 -4 2 ~1 0 0 O
1 2 -1 00 0

Teda sta¢i najst rieSenia rovnice x7 + 2z9 — 3 = 0. Tieto rieSenia mdzme vSeobecne zapisaft
ako
(t,s,t +25)T =¢(1,0,1)7 +5(0,1,2)T.

Teda priestor vlastnych vektorov ma dimenziu 2 (geometrickd nasobnost A = 3 je 2).
3.) Teda Jordanov tvar je
310
J=10 3 0
0 0 3

4.) Najdeme teraz maticu M. Stipce tejto matice budu tvorit vektory w,y, z (v tomto poradi)
pri¢om w, z st vhodne zvolené vlastné vektory a y spliia (A — \)y = w.

1. spdsob Vektor y je teda rieSenim systému s maticou A — 31 a pravou stranou w. Vektor
w zatial nepozname, vieme vsak, Ze je tvaru w = (t, s,t + 2s)7. Teda dostavame

5 10 -5| ¢t 12 -1 t/5
—2 —4 2| s ~1 00 0] t/5+s/2
1 2 —1|t+2s 00 0 |t+2s—t/5

Této ststava m4 rieSenie ak 2¢t+5s = 0 a teda napr. (¢,s) = (—5,2). Potom w = (-5,
Vektor y ndjdeme ako rieSenie rovnice y; + 2ys — y3 = —1. Teda napr. y = (1, 1,4



y = (0,0, 1)T). Vektor z staci zvolit tak, aby w, z boli linedrne nezavislé vlastné vektory. Teda
napr. (1,0,1)”. Preto
-5 1 1
M = 2 10
-1 4 1
2. sposob (sleduje dokaz z prednéasky). Matica A je zrejme reguldrna. Utvorme maticu
A" = A — 31, ktora je singularna. Plati

Al=A-3[=MJM™? —3MM~' =M(J -3)M".

a teda maticu A’ moZno previest na Jordanov tvar rovnakou maticou M. Uvazujme teda
maticu

5 10 -5 1 2 -1
A= -2 -4 2 ~1 00 O
1 2 -1 00 O

Matica A’ mé zrejme trojnasobné vlastné ¢islo A = 0. Plati dim S(A’) = h(4') =1 a S(A)
je generovany napr. vektorom w = (5,—2,1)7. Tento vektor je zarovei vlastnym vektorom
ktori prindlezi A = 0. Teda

(5,—-2,1)T e N(A )N S(A).

Zvolme y tak, ze A’y = w. Teda riesime ststavu

5 10 -5 5 1 2 -1]|1
A= -2 -4 2|-2]~100 010
1 2 -1]1 00 010

Preto napr. y = (1,0,0)”. Posledny vektor z hladame tak, aby platilo
ze N(AY\ (NA)NSA)).

Staci teda vziaf napr.z = (1,0,1)7 (iny vlastny vektor taky, Ze w, z s linedrne nezavislé) .
Teda

5 1 1
M = -2 0 0
1 01
5.) Zrejme M nie je jednoznacne ur¢end. Mozno vSak overit, ze (M — — > 1. spdsob)

-5 1 1 310 1/2 3/2 -1/2
MJIM™! = 2 10 0 30 -1 =2 1 = A
-1 4 1 0 0 3 9/2 19/2 —17/2

resp. (M — — > 2. sposob)

5 1 1 310 0 —1/2 0
MIMt=M=[ -2 0 0 0 30 1 -2 -1 |=4
1 01 00 3 0 1/2 1



Priklad 2.

Dana je matica

0 011
-1 110
A= -1 0 2 1
0 0 0 1

Ulohou je najst jej Jordanov tvar J a maticu M taka, ze A = MJM ™.

1.) Ndjdeme charakteristicky polyném a vlastné ¢isla matice A.

- 0 1 1
I T T U Y B A
det A = 10 2-x 1 =(1-XN)"

0 0 0 1-A

Teda A =1 je 4-nésobnd vlastnd hodnota matice A (algebraickd nasobnost A =1 je 4).

2.) Najdeme vlastné vektory matice . Tie st rieSenim systému s nasledovnou maticou a
nulovou pravou stranou.

10 1 1 10 1 1
1010 0 00 1
10117l 0o 000
0 00 0 0 00 0

Teda sta¢i najst rieSenia rovnice —x1 + x3 = 0. Tieto rieSenia mozme vSeobecne zapisat ako
(t,s,t,007 =1(1,0,1,0)T 4+ 5(0,1,0,0)".
Teda priestor vlastnych vektorov ma dimenziu 2 (geometrickd nasobnost A =1 je 2).

3.) Jordanov tvar nie je mozné zatial uréif, vieme len, Ze pozostéava z dvoch Jordanovych
blokov, ktoré vsak mozu mat rozmery 1x1 a 3x3 alebo 2x2 a 2x2.

4.) Najdeme teraz maticu M. Stipce tejto matice budu tvorif vlastné vektory a zovseobecnené
vlsstné vektory, ktoré s nimi tvoria retazec.

1. sposob Ak w je vlastny vektor, z ktorého mézme tvori refazec, tak stustava (A—1)v = w
ma3 rieSenie. Riesme teda vo vSeobecnosti stustavu:

10 1 1]¢ 101 1] ¢
101 0|s 0 00 1|t—s
101 1|t ]| o oo0o0| o0
0 00 00 0 000 0

Neméame ziadne obmedzenie pre parametre t,s, a teda to znamena, Ze z oboch vlastnych
vektorov mézme tvorit retazce. (Z toho tiez vyplyva, ze Jordanov tvar pozostava z dvoch



blokov rozmerov 2x2.) Zvolme teda napr. (¢,s) = (1,0) a (¢,s) = (0,1) a zodpovedalice
vlastné vektory w; = (1,0,1,0)" a ws = (0,1,0,0)”. Vektor v; je riesenim stistavy

—x1t+x3t+aa=1 x4=1

a vektor vy je riesenim
—x14+r34+24=0, x4=-1

Teda napr. v1 = (0,0,0,1)” a vs = (0,0,1,—-1)7 a

Il
O = O
—_ o o O
O O~ O
= o O

-1

2. sposob (sleduje dokaz z prednasky). Matica A je zrejme reguldrna. Utvorme maticu A’ =
A — I, ktord je singularna. Plati

A=A-T=MJM* MM =MUJ-I)M L.

a teda maticu A’ moZno previest na Jordanov tvar rovnakou maticou M. Uvazujme teda
maticu

-1 01 1 -1 011
A — -10 10| 0 0 01
-1 01 1 0 000
0 00O 0 00O

Matica A" mé zrejme 4-nasobné vlastné ¢islo A = 0. Plati dim S(A") = h(A") = 2 a S(A)
je generovany napr. vektormi w; = (1,1, 1,0)T,w2 = (1,0,1,0). Tieto vektory st vlastnymi
vektoromi pre A = 0. Teda

w1, Wy € N(A/) N S(A/)

Budeme teda hladat y; tak, ze A'y; = w; (i = 1,2). Teda pre w; rieSime sustavu

-1 0 1 1]1 -1 0 1 1]1
-1 0 1 01 0 0 0 10
-1 0 1 1]1 0O 0 0 010
0 0 0 010 0 0 0 00
Preto napr. y; = (0,0,1,0)7. Teda pre wy riesime stistavu
-1 0 1 1]1 -1 0 1 1]1
-1 0 1 0/0 0 0 0 1|1
-1 0 1 1]1 0O 0 0 010
0O 0 0 O0fO0 0O 0 0 010
Preto napr. y; = (0,0,0,1)7. Teda
1 010
1 0 00
M= 1 110
00 0 1



5.) Jordanov tvar matice A je

SO

o O —~H O

— - O O

Vynasobenim matic zistime, ze naozaj

resp.



