Uloha binarnej klasifikacie - logisticka regresia

Formulacia alohy

Dangych je m datovych bodov a n charakteristik. Hodnoty charakteristik st ulozené vo vstupnom vektore (uy, . .., u,)’ €
R". Kazdy z m datovych bodov zaroven patri do jednej z dvoch datovych tried, ¢o je vyjadrené vystupnou hodnotou
(label) v € {0,1} (preto “binarna klasifikacia”). Mnozina datovych bodov ma struktaru

M = {(ugi),...,ug),v(i))eR”x {0,1} | i:l,...,m}.

Hovorime, 7e d4ta su linearne separovatelné, ak existuje nadrovina dana vektorom (1, ... ,xn)T € R" a konStantou
xo, ktord oddeluje (separuje) body s labelom 0 od bodov s labelom 1. Ak dodefinujeme pre kazdy datovy bod hodnotu
up = 1, t.j. vsupné data budi n + 1 rozmerné vektory (1,u1,...,u,)7, a oznacime

u=(1,u1,...,u,)’, z=(zo,21,...,20)7,

matematicky mozeme separovatelnost bodov vyjadrit ako

#Tu® <0 ak v = 0, 2Tu® >0 ak v = 1.

Priklad.
V domacej tlohe je m = 241, dana je len jedna charakteristika (vyska), t. j. n = 1. Preto je ulohou néjst pre dant
mnozinu dat deliacu priamku dant parametrami (xq, 21).

Priklad. V diagnostike nadorov mozu vstupné data predstavovat napr. u; = polomer, us = plocha, uz = textira,
uyg = symetria, vystupna hodnota je v = 0 ak je nddor zhubny, v = 1 ak je nddor nezhubny.

Modelovanie problému

Na modelovanie danej situacie je rozumné pouzit funkciu

cu) = g(at k = .
h(z;u) = g(z”u), kde g(z) =

Funkcia g sa nazgva logisticka funkcia (alebo aj sigmoid).

Vsimnime si, 7e ak x st parametre deliacej nadroviny, tak funkcia h(x;u) ma nasledujice vlastnosti:
e 0 < h(z;u) <1
o h(z,u®) >0,5ak v = 1;
o h(z,u?) < 0,5 ak v = 0.

Funkcia h(z;u) sa ¢asto interpretuje ako pravdepodobnost, h(z;u) = P(v = 1|u;z). Teda pre fixnt hodnotu z, ak
h(z;u) = 0.7, tak datovy bod u je so 70% pravdepodobnostou v triede s labelom 1 (a s 30% pravdepodobnostou v
triede s labelom 0).



Formulacia optimaliza¢nej tlohy

Otézkou stale zostava, ako najst parametre deliacej nadroviny . Tento problém by sme cheeli formulovat ako opti-
maliza¢ni dlohu. KedZe chceme aby hodnoty h(x,u(?) boli pre (¥ = 1 blizke 1 a pre v(¥) = 0 blizke 0, pontka sa
moznost pouzit metddu najmensich Stvorcov:

1 & . N\ 2 1 & ) )
Min J(z) = I (h(m;u(z)) - v(z)) = Z Couad(z;u® 0D), 2 e R™+,
i=1 i=1

kde

1
Cquad(-r; u, U) = 5 (h($7 u) - U)Q .

Problém v3ak je, Ze funkcia J(z) nie je konvexna, pretoZze ani funkcia Cyyqa(x;u,v) nie je konvexna v z. (Overte na
malom priklade). Preto, ako vieme, pouzitie $tandardnych technik nemusi viest k najdeniu globalneho minima.

Ako konvexna alternativa k funkeii Cyyqa(z; u, v) sa pouziva funkcia

—In(h(x;u)) ak v =1,

Cin (30, v) = {—ln(l — h(z;u)) akov=0,

alebo ekvivalentne
Cin(z;u,v) = —vIn(h(z;u)) — (1 —v) In(1 — h(x;u)).

Takato funckia je konvexnd v premennej x (overte) a kedZe h(x;u) nadobtida hodnoty v intervale (0,1), funkcia
Cin(z;u,v) nadobtida hodnoty v intervale (0, 00). Zaroven plati

e pre v = 1:

— ak h(z;u) — 1, tak Cpp(z;u,v) — 0,

— ak h(z;u) — 0, tak Cy, (2;u,v) = 400,
e pre v = 0O

— ak h(x;u) — 0, tak Cp, (z;u,v) = 0,

— ak h(z;u) — 1, tak Cpp(x;u,v) = +00.

Teda pokial je hodnota h(z;u) blizka hodnote v, tak hodnota Cy,(z;u,v) sa blizi k minimalnej hodnote, t.j. k nule.
Preto je funkcia Cj, (z;u,v) vhodna na formulaciu nasho problému, ¢o vedie k optimaliza¢nej alohe

Min J(z) = Z Cp(z;u 0D), 2 € RV (1)

i=1
D4 sa lahko ukazat, Ze funkcia J(z) sa da zjednodusit do tvaru
J@) =30 [ o)t 4 in(1 4 "),
i=1

(stadi si uvedomit, ¢omu sa rovnaju hodnoty In(g(z)) a In(1 — g(z)).)

VyrieSenim tlohy ndjdeme optimalny vektor & = (Zg, Z1,. .., Zn), ktory definuje separujicu nadrovinu, pokial st dané
datové body separovatelné. Avsak aj pokial nie st separovatelné, tloha ma4 tieZ rieSenie, ktoré je dostatocne dobré
(definuje nadrovinu, ktora “takmer” separuje dané triedy bodov).

Pomocou rieSenia tlohy moéZeme potom zaradit nové datové body do jednej z dvoch tried. Teda pre novy vstupny
vektor u spoéitame hodnotu h(Z;u). Potom

e ak h(z;u) > 0,5, tak u zaradime do triedy s labelom 1;

e ak h(#;u) < 0,5, tak u zaradime do triedy s labelom 0.



