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premennej



Motivacia

min  f(x)
e RN (U1)

Uloha (U1) sa zvycajne rie$i nejakym iteraénym algoritmom, ktory

generuje postupnost bodov
Vool e R f(xk) — I, pre k — 00
Vo vacsine algoritmov sa pouziva iteracna schéma
P =gk g )\ksk.
Metddy s optimalnym krokom:

Al = arg m){n p(\) = arg m}%n Flab + As")



Formulacia ulohy

min  f(x) )

reR

Riesenie Ulohy prebieha v dvoch fazach:

|. Separovanie minima - (loha (1) sa prevedie na dlohu

min  f(x) 2)

a<zx<b

Il. RieSenie alohy (2)

Budeme predpokladat, ze dloha (2) je riesitelnd. To nastane za pred-

pokladu, ze f je unimodalna na [a, b].



Definicia:

Funkciu f(x) definovani na intervale I C R nazyvame unimodalnou,
ak existuje bod z( € I tak, ze pre kazdi dvojicu bodov x1, 9 z intervalu
[ takud, ze

To < 1 < X0,
alebo
ry < x1 < X9,
plati
flwo) < flar) < flwa). (%)

Unimodalnu funkciu f(x) nazyvame rydzo unimodalnou, ak vo vztahu
(%) platia ostré nerovnosti.

Zrejme bod x( je bodom minima funkcie f(x) vzhladom na I.
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Klasifikacia metod riesenia

Z hladiska riesenia dlohy (2):

e Metody intervalovej aproximacie
- Hlada sa dostatocne jemny interval neurcitosti obsahujici bod
minima .
- Zalozené na bezprostrednom porovnavani funkénych hodnot .
- Rychlost konvergencie nezavisi od tvaru funkcie - vo vseobecnosti

pomala.

e Met6dy bodovej aproximacie (Interpolacné metédy)
- Problém urcenia bodu = z dostatocne malého okolia bodu zy.
- Zalozené na interpolacii funkcie f nejakou vhodnou funkciou.
- Rychlost konvergencie zavisi od stupna zhody funkcie f s inter-

polacnou funkciou.



Klasifikacia metod riesenia

Z hladiska pouzitej informacie:

e Metddy nultého radu
- Pouzivaji len funkéné hodnoty
- Pomala konvergencia

e Metody prvého radu
- Pouzivaji aj hodnoty prvej derivacie
- Lepsia konvergencia

e Metddy druhého radu
- Pouzivaji aj hodnoty druhej derivacie
- Najlepsia konvergencia, ale velky objem vypoctov



Separovanie minima
- Metdéda 1. radu
- Metdda 0. radu
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Metody intervalovej aproximacie

e Metddy simultannych experimentov
- ak treba vopred rozhodndt o polohe vyhodnocovanych bodov
- ekvidistancna siet alebo m-ekvidistancna siet

- metdda 1. radu, metdda 0. radu

e Metddy postupnych experimentov
- Metéda bisekcie (1. radu)
- Dichotomicka metéda (0.radu)
- Metéda Fibonacci

- Metdda zlatého rezu
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Metddy simultannych experimentov

N

Na obrazku je metéda simultannych experimentov 1. radu. Plati f/(X5) < 0 a
f/(X6) > 0. Interval neurcitosti obsahujici minimum funkcie f je teda [ X5, X6].
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Metddy postupnych experimentov

Metadda bisekcie

1 f(D)>0

Po k-tej itercii sa interval zredukuje na dizku Bj, — A = B-A

I
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Dichotomicka metoda - analogicka metdda 0. radu
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Metoda Fibonacci
Dany je interval [a, b] a polet povolenych experimentov (vypoctov) n.

Vyuziva sa Fibonacciho postupnopst

Fo=F =1, 1 =Fp+ Fp

5 6 7 8 9 10 11
8 13 21 34 55 389 144

n‘O
1

4
Fy | 5

1 2 3
1 2 3
Interval |a, b] sa rozdeli na F}, dielikov.

V prvej iteracii sa vypocita funkéna hodnota v bodoch

Fn—2 Fn—l
Fr Fr

c1=a+ (b—a), co=a+ (b—a).
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Metoda zlatého rezu
Nema nedostatky Fibonacciho metody.
Interval [a, b] sa deli symetricky podla pravidla zlatého rezu.

Faktor redukcie v kazdej iteracii je % = @

15



Algoritmus zlatého rezu

Vstupy: f(z),a,b,e

Schéma algoritmu:

1. Vypocitame ¢, 21 =2 — ¢, 290 = ¢ — 1.

2. Uzly ¢; < ¢9 volime podla pravidla zlatého rezu:
cr=a+z1(b—a), co=a+ z(b—a).
3. Ak f(e1) < fl(e)
b:=co, co:=c1, ¢ . =a+ z1(b—a)
inak (ak f(c1) > (¢2))
a:=cp, c]:=c 2=a+ 22(b—a).
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Metody bodovej aproximacie (interpolacné metédy)

Vstup:

interpolacné uzly x1, z9, ..., xp;

hodnoty f; = f(x;), fI = f'(x;), fI" = f"(x;) pre nejaké i;
dana trieda funkcii zavisiaca od r > k parametrov.

Schéma algoritmu:
1. Konstrukcia interpolacnej funkcie ¢(x) - zalozend na vypocte hod-
not prislusnych parametrov tak, aby v interpolacnych uzloch platilo
O(x;) = fi, resp. &' (x) = fi, 9" (i) = [
2. Vypolet minima T interpolacnej funkcie ¢(z), ktoré aproximuje
hladané minimum Z funkcie f(x).
3. Ak x je “dostatocne dobrou” aproximaciou hladaného minima Z, tak
koncime. V opacnom pripade bodom x nahradime “najhorsi” z pouzitych
interpolacnych uzlov. Vypoditame f = f(z), pripadne aj f = f/(z) a
vraciame sa na krok 1.
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Kvadraticka interpolacia minima

Interpoladné funkcia: ¢(z) = a(x — 2)? + b(x — 2) + ¢
Jej minimum: z = z — %

Pripad jedného interpolacného uzla

Funkcia f(x) sa v okoli uzla x1 aproximuje Taylorovym polynémom II.

stupna:

fla) ~ flaor) + fen)(a —2) + o) — )2

T
il

Newtonova metdda: x| =z} —
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Priklad.

Minimalizacia funkcie
flz) = =52’ + 4z — 1227 + 112° — 22

1
7?]

D] —

na intervale |—

Aplikovanim Newtonovej metddy so Startovacim bodom zp = —1/3 a
toleranciou ¢ = 10~ 1 (pre hodnotu derivacie) dostavame v jednotlivych
iteraciach

=-0.333333333333333
=-0.074697173620458
0.064413437535524
0.105955490584666
= 0.109826339072980
0.109859912568469
0.109859915091411
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Kvadratické aproximacie funkcie
flz) = —ba” + 4z — 1227 + 112° — 22

v jednotlivych iteraciach:
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Kvadraticka interpolacia - pripad dvoch interpolacnych uzlov
1. Interpolaéna informacia: f{ < 0 < fi:

- Zrejme bod aproximacie minima x sa nachadza medzi uzlami x1 a 9.

- Je vhodné zvolit parameter 2 = %

- Definuje sa pomocna veli¢ina h = #25%1,

Interpolacné podmienky:

¢ (x;) =2alx; —2)+b=f], i=12
Formula pre aproximaciu minima:

fi+fi fi

T = (xl + £E2) — (xg — 1)

1
2
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Priklad:
Minimalizacia funkcie f(z) = —52° + 4a* — 12273 + 112° — 2z

Metdda konverguje pomalsie ako Newtonova metdda:

1 -0.008413461538

2 0.203427968074

3 0.062653206455 ...,

4 0.091712386562

5 0.103055070795

6 0.107333877600

7 0.108925972245

8 0.109515136929 23 0.109859914982
9 0.109732707592 24 0.109859915051
10 0.109812991159 25 0.109859915076
11 0.109842607272 26 0.109859915086
12 0.109853531312 27 0.109859915089
13 0.109857560536 28 0.109859915091
14 0.109859046655 29 0.109859915091



Kvadraticka interpolacia - pripad dvoch interpolacnych uzlov

1. Interpolaéna informacia: f{ <0, f1, fo

T+ x9

- Opat je vhodné zvolit parameter z = -

- Definujme pomocné veliciny

h:xQ_xl f Jo— N

2 ! T9o — T

Interpolacné podmienky:

o(x;) = ale; — 22 +blz; —2)+c=f;, i=1,2
¢ (x1) = 2a(x1 — 2) + b= f].

23



Formula pre aproximaciu minima:

T :; (21 + 22) — (72 — :1:1)](,1;1_2]%

resp.
fi
fi2 — f1)

T =11 — (T2 — 5131)2<

Kvadraticka interpolacia - pripad troch interpolacnych uzlov

T1 + 3 £ = Ji— i
2 Pt iE]'—.Q?Z'

vy <wy<w3 J1>fa<[3 2=
Interpolacné podmienky:

d(x;) = alw; — 2)* +b(w; — 2) +e=f1, i =1,2,3

Interpolacna formula je

T =

f3—f1)

T+ I3 —
( Jo3 — f12

1
2
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Interpolacia minima kvadratickym splajnom

Interpolacna funkcia:

@) =ai(z =2 +b(r—2)+e <2

M) = \ola) = sl — 2P + bz — ) +e 722

kde z je bod zlepenia kvadratickych parabol 1(x),¥9(x) a a1, as > 0.

o(z) = vi(z) = (z) = ¢
¢'(2) = Yiz) = (z) = b
Bod minima funkcie ¢(x) je
z—i b>0
r={ 0
z—— b<0
2a9
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Vstupna informacia: uzly 1 < x9, hodnoty f1, fo, f{ <0< fé

Interpolacné podmienky:

al(x1—2)2+b(x1—z)+c = fi

&2(332 — 2)2 + b(ZUQ — Z) +c = f2
2&1(331 — Z) +b = f{
2a9(x9 — 2) + b = fé

Moznosti polohy bodu zleponia z:
s - o T "—CC
Stredovy splajn: z = “15~2

Minimovy splajn: z = z,¢/(2) =b =0
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