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premennych - uvod



Uloha na volny extrém:

min  f(x)

r e R"

Klasifikacia uloh:

e / hladiska pocCtu premennnych
- jednorozmerné

- viacrozmerné

e / hladiska hladkosti funkcie f(x)
- hladké
- nehladke

(U1)



Pripomenieme:

e Uloha (U1) sa zvycajne riedi nejakym iteraénym algoritmom,

ktory generuje postupnost bodov

22t 2 eRY, f(&M) = f(2) = f, prek — 0

e Algoritmus konéi v e-presnom rieseni, t. j. ked

F(a®) = f < e alebo |V f(z)] < e.



Klasifikacia metod riesenia

e Od dobrého algoritmu sa spravidla ocakava, ze v kazdej iteracii

generuje lepsiu aproximaciu minima ako bola predosla:

F Y < f2%), (k=0,1,2,...).

/ tohto hladiska sa metédy delia na
- spadové

- nespadové

e Z hladiska pouzitia informacie rozlizujeme metédy
- autonémne (jednokrokové, jednoduché)
- neautondémne (viackrokové, metédy s pamatou)



Klasifikacia metod riesenia

lteracna formula sa zvycCajne zapisuje v tvare aditivnej korekcie predosle;
iteracie, t. j. ako

xk+1:xk+pk, (k=0,1,2,...),
alebo ako
xk+1:xk+/\ksk, (k=0,1,2,...),

kde pk,sk s nenulové n-rozmerné vektory a A;. je nenulovy skalar,
pricom

Apst = ph = L gk

je vektor korekcie, ktory sa urcuje podla schémy:

|. bod-smer-krok (metédy s regulaciou dizky kroku)
ll. bod-krok-smer (metddy s ohrani¢enym krokom)



Klasifikacia metod riesenia

e Z hladiska volby dizky kroku:
- metddy s optialnou dlzkou kroku

AL = arg m}%n o(\) = f(z" + Asy)

- metddy s priblizne optimalnou diZkou kroku
- metddy s konstantnou dlzkou kroku - kontrola spadovosti

e Z hladiska volby smeru:
- nahodné smery - stochastické algoritmy
- cyklicky sa voli systém n linearne nezavislych smerov
- smer s} zavisi od 2 a od minimalizovanej funkcie f, resp jej

gradientu V f(z¥)



Klasifikacia metod riesenia

e Z hladiska “radu” pouzitej informacie:

- metddy nultého radu - univerzalne, pomala konvergencia
- metddy prvého radu - vyuzivaji gradient ucelovej funkcie
- metddy druhého radu - vyuzivaji aj Hessovu maticu (celovej

funkcie, napr. Newtonova metdda



Metody s regulaciou dizky kroku

Modelovy algoritmus riesenia Glohy (U1)

Vstup: Ulelova funkcia f(z) alohy (U1),
Startovaci bod iteraéného procesu 2V,
Tolerancna konstanta € > 0
Nastavenie pocitadla iteracii: £ =0

Algoritmus: 1) Testovanie presnosti. Ak ||V f(z¥)|| < e, koniec;
2) Vypocet spadového smeru sk
3) Vypocet dizky kroku Az
4) Vypocet novej aproximacie ghtl = gk 4 )\ksk;
5) Opakovanie cyklu. £ =k + 1 chod na 1)




Metody s regulaciou dizky kroku
Spadové smery

Definicia: Majme funkciu f(z) definovand na R™ a bod z¥ € R".

k

Smer s” € R" nazyvame spadovy smer funkcie f(x) v bode 2k, ak

existuje kladné &islo \ tak, ze pre vietky 0 < A < \ plati

Flab + As%) < f(ab).

Lema: Nech funkcia f(z) definovana na R” ma spojité prvé parcialne
derivacie. Potom smer s¥ € R" je spadovy v bode 2% € R, ak platf

ViMTsh <o

Dokaz: ...
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Metody s regulaciou dizky kroku

Predpokladame, ze funkcia f(x) ma spojité prvé, resp. druhé parcialne

derivacie.

- Cauchyovsky smer

sp = —Vf(a")

- Nech Hj. je lubovolna kladne definitna matica. Smer
si = —HpV f(z")

je spadovy. (Kvazinewtonovské metddy)

- Newtonovsky smer
" = — [V (")) TV f (")
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Metody s regulaciou dizky kroku
Dizka kroku

1. Optimalna dizka kroku
AL = arg m)%n Fa¥ + Asp)

- Presadzovala sa do polovice 60. rokov.

- Algoritmy typu zdruzenych smerov - konvergencia za n krokov pre
kvadratickd funkciu n premennych je ukazana za predpokladu optimalne;
dizky kroku.

- Pouzivanie optimalneho kroku (pre vSeobecni nekvadratickd funkciu)
vyzaduje rieSenie optimalizacnej tlohy v kazdej iteracii.

- Nie vzdy zabezpecuje dobri konvergenciu.
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Metody s regulaciou dizky kroku
Optimalna dlzka kroku pre kvadraticka funkciu

Uvazujme kvadratickd funkciu

Q) =

s kladne definitnou maticou G a gradientom

VQ(x) =g(x) = Gz + h.
Nech s;. je spadovy smer funkcie Q(z) v bode ¥ € R™ a g;. = g(z*).

L Gr — hly

Potom optimalna dizka kroku A\ v smere sk je dana vyrazom

 gi sy

A\ = :
b S%Gsk
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Metody s regulaciou dizky kroku Priklad.

Ani Cauchyovsky smer s;. = —V f(2") (smer najvacSieho spadu) v kom-

binacii s optimalnym krokom nemusi davat dobri konvergenciu:

Uvazujme minimalizaciu kvadratickej funkcie
1
Q) = (o + 103

so Startovacim bodom z¥ = [10 1]7"
D4 sa ukazat, Ye A\, = 2/11 v kaZdej iterécii a pre postupnost {z"}

generovanl tymto algoritmom plati

k
=
10

(=)
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Metody s regulaciou dizky kroku
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lteracie gradientnej metddy s optimalnym krokom pre funkciu Q(x) = %(m% +1023)
so Startovacim bodom ¥ = [10 1]7"
Metdda skonvergovala po 74 iteraciach (¢ = 1079).



Metody s regulaciou dizky kroku
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lteracie gradientnej metddy s optimalnym krokom pre funkciu Q(x) = %(SI?% + 100x%)
so Startovacim bodom zV = [100 1]7"
Metdda skonvergovala po 743 iteraciach (¢ = 1079).



Metody s regulaciou dizky kroku

2. Priblizne optimalna dizka kroku

Ako zvolit krok Aj., aby bola zabezpecena konvergencia metody?

Priklad:
3

2 0 2k 2k+1
flx)=a% 2" =2, s°F = —1, """ =1, )‘k:2+2kﬁ

Pouitim iteratnej formule ¥ 1 = ¥ 4+ \;.s" dostavame:

zh= —1-1/2
2’ = +1+1/4
= —1-1/8

ok = :(—1)k (1 + 2%)
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Metody s regulaciou dizky kroku

Postupnost bodov 2¥ ma dva hromadné body 41 - teda nekonverguje

k minimu, hoci je to spadova metdda:

M < |28 = fafTY) < f(2P)

Zvoleny krok bol prilis velky.

18



Metédy s regulaciou dizky kroku

Priklad:
20 k L
flx)=2a% x° =2, s" =—1, )\k:W
Pouzitim iteraénej formule ¥ 1 = 2F 4+ \;.s* dostavame:
pl= 1+41/2
2= 1+41/4
o= 14 2%

Zrejme

lim zF =1, 1 ky =1,
Jim ot =1 Jim £

Zvoleny krok bol prilis maly.
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Metody s regulaciou dizky kroku

Horna hranica dizky kroku (Goldstein):
Zvolme hodnotu 0 < a < % Nech v bode z* je smer s
V (") s, < 0. Potom krok A, pokladidme za dostatoéne maly, ak

k spadovy - t.j.

plati
Fla® + Aps™) < fa®) + a VM, (@)
resp.

fis1 < fi + oV fa) (@ -2,
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Metody s regulaciou dizky kroku

Dolna hranica dizy kroku (Wolfe-Powell):
Zvolme hodnotu 5 : 0 < a < 8 < 1. Nech v bode 2k je smer s
spadovy. Potom krok \;. pokladame za dostatocne velky, ak plati

k

VI + MM sP > v sh,  (wP)
resp.

Vf<$k+1)T(£Ijk+1 - x/{:) > ﬁVf(:Ck)(ZE]H—l - lek)

21



Metody s regulaciou dizky kroku
Lema:

Nech funkcia f(x) definovana na R” ma spojité prvé parcialne derivacie
a je na R" zdola ohranic¢ena. Nech 0 < a < % aa< <1 Nechv
bode ¥ je smer gk spadovy. Potom existuje interval |d,h], 0 < d < h

tak, ze pre lubovolné \;, € [d, h] platia stcasne vztahy (G), (WP).

Pri praktickej realizacii algoritmov staci za parameter o zvolit mali
hodnotu, napr. 101 aZ 10™°. Parameter 3 sa spravidla voli z intervalu

la, Hay.
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Metody s regulaciou dizky kroku

Backtracking
- metdda hladania priblizne optimalnej dizky kroku

Myslienka:
Redukovanie funkcie ¢(\) = f(z¥ + \s;,) pozdlZ polpriamky

{zF + s | A > 01,

zalozené na postupnomm overovani Goldsteinovej podmienky.

Efektivna a v praxi oblibena technika.
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Metody s regulaciou dizky kroku

Algoritmus Backtracking

Vstup: Ucelova funkcia f(z) dlohy (U1),
Bod z = 2" a spadovy smer s = sy,
Parameter o € (0, %) v praxi spravidla o € [0.01,0.3]
Parameter redukcie § € (0, 1), v praxi spravidla € [0.1,0.§]

Algoritmus: )\ =1;
while f(z 4+ \s) > f(z) + oAV f(x)!s
A =0\

Pre dostatoc¢ne malé A mame

Flx+As) ~ f(z) + AV f(2)'s < f(z)+ aAV [f(z)s,

a teda Backtracking algoritmus napokon skondi.
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Metody s regulaciou dizky kroku
Konvergencné vety

Veta: (Wolfe, 1971)

Nech funkcia f(x) definovana na R" ma spojité prvé parcialne derivacie,
je na R" zdola ohranicena a jej gradient V f () je Lipschitzovsky. Potom
pre lubovolné U € R™ postupnost bodov {xk} generovana iteranym
predpisom

2P = o )\ksk

so spadovymi smermi s* a dizkami krokov \;. spliajacimi vztahy (G) a
(WP) ma nasledovnd vlastnost: bud pre nejaké k& > 0 je Vf(:vk) =0
alebo

kNT K
lim Vi) s

k—oo |5l

= 0.
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Metody s regulaciou dizky kroku

Veta: (Dennis-Moré, 1974)

Nech funkcia f(x) definovana na R" ma spojité druhé parcialne derivacie
a jej Hessova matica je Lipschitzovska. Nech postupnost bodov {xk}
generovana iteracnym predpisom

2P = o )\ksk

so spadovymi smermi s* a di¥kami krokov A;. spliajacimi vztahy (G) a
(WP) konverguje k bodu, v ktorom je Hessova matica kladne definitna
a plati

i VI @) + V21 (@F)sM ]

k—00 [EaaiE

0.

Potom existuje index ky > 0 taky, 7e pre Vk > ky krok \;. = 1 splna
vztahy (G) a (WP), pri¢om rychlost konvergencie postupnosti {z*} k
lokalnemu minimu funkcie f(x) je superlinedrna.
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Metody s regulaciou dizky kroku
Rad konvergencie metddy - miera efektivnosti algoritmu

Nech {xk} je postupnost bodov konvergujica k optimalnemu rieseniu.

|
Linearna konvergencia: 3r € (0, 1) : 7] <r, Vk>K
ot — &
" — 2
Superlinearna konvergencia: lim;_, . ——F——— =0.
|l — 2]
"+ — 2]
Kvadraticka konvergencia: Jr € (0,1) : e <r, Vk>K
ot — &
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