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Gradientna metdda s konstantnym krokom

Uvazujme dlohu na volny extrém

min  f(x)
r e R" (1)

s diferencovatelnou funkciou f(x).

Gradient funkcie f(x) budeme oznacovat

glz) = Vf(z), g =g(z").



Gradientna metdda s konstantnym krokom

Ukazeme, ze ak v metdde danej iteracnou formulou

k+1 k

X =T — CYL,

(t. j. smer je zaporny gradient funkcie f(x)) volime za krok \;. = ¢

/

dostatocne mald konstantu, tak prislusna postupnost bodov {xk} kon-

verguje k stacionarnemu bodu funkcie f(z).



Veta 1
Nech f(z) je zdola ohrani¢end na R”, t. j. existuje konstanta f € R
taka, ze

flz) > f.

Predpokladajme, ze f(x) je diferencovatelna s Lipschitzovskym gradien-
tom g(x), t. j. existuje konstanta L > 0 tak, ze pre lubovolnid dvojicu
bodov x, y plati

lg(z) — g(y)|| < Lijz —yl|.

k+1 k

Potom iteracny proces x = 2" — cg}., s krokom ¢ > 0 vyhovujdcim

podmienke 0 < c¢L < 2 ma vlastnost

limg o0 g(ajk) =0,

pricom tento iteracny proces je spadovy.



Lema 1: Nech f(z) je diferencovatelnad na R". Potom Vy € R" plati

flz+y)— flz) =y g(z)+ [ v (gz +ty) — g(x)) dt.

Dokaz Vety 1:
- Aplikuje sa Lema 1 na = = 2k a Y = —Cg.
- Cauchy Schwarzova nerovnost + Lipschitzovskost gradientu

- Dostaneme

5
fre1 — fi < —collgglls,

kde ¢ = %0(2 — Lc) > 0.
- / ohranicenosti funkcie potom mame
1
W<ZH%@§ &m—ﬁmﬂé Lm—ﬂ

- Désledok: lim;. ., g(z*) =0,



Cauchyho metdéda najvacsieho spadu
Smer: s, = —V f(z¥) = —gj, krok ;. - optimalny

/a predpokladov Vety 1 je metdda konvergentna a dava aspon taky

dobry vysledok ako metdda s konstantnym krokom.
Vo vseobecnosti nie je rychlost konvergencie dobra.

Smery v Cauchyho metdde st na seba kolmé, t. j.
T
Si+15k = 0.

Ukazeme, ze rychlost konvergencie Cauchyho metédy je v pripade kvadrat-
ickej funkcie linearna.



Cauchyho metéda najvacsieho spadu

Budeme uvazovat kvadraticka funkciu

Q) =

kde G € ST, (kladne definitnd matica rozmeru n X n) s vlastnymi
hodnotami 0 < 1 < po < ... < up. a h € R™,

oG+ hT:B,

Optimalna dizka kroku je dana ako




Cauchyho metdéda najvacsieho spadu Vlastnosti kvadratickej
funkcie:

a) Pre kazdy bod x € R" a smer p € R" plati

Q(z +p) — Q(z) = pl g(x) + 3p! Gp,

b) Pre minimum Z funkcie Q(x) plati

Qly) — Q1) = sy — &)TGly — &) = Lg() TG g(y), VyeR".



Cauchyho metéda najvacsieho spadu

Konvergencia Cauchyho metéody

Veta 2:
Uvazujme kvadratick funkciu Q(x) = %xTGx + h'!'z, s kladne definit-

nou maticou GG a gradientom

VQ(x) = g(x) = Gz + h.

Nech 0 < 1 < po < -+ <y, st vlastné Cisla matice G. Potom pre
Cauchyho iteraciu plati

A M1 — Hn : A
Qri1—Q < (m - Mn) (Qr — Q),
kde Q = (Q)(Z) je minimalna hodnota a Q. = Q(x}).

10



Cauchyho metéda najvacsieho spadu

Lema: (Kantorovi¢ova nerovnost)

Nech C je kladne definitnaa 0 < 1 < ... < uy, sh jej vlastné hodnoty,
potom

2

| _ (al2)? < {m — fin

(21 Ca) (O 1a) = [y + pn

Dokaz:

S vyuzitim vlastnosti kvadratickej funkcie vyssie dostaneme:

Q11— Q) = (1 - (91 91)° ) (Qr — Q).
i (9L Gar) (gt G~ 1gp)
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Cauchyho metéda najvacsieho spadu

Ak oznacime
_ 2
o= e o)
H1 + Hn
tak po m krokoch minimalizacie dostavame odhad

Qm —Q < ¢™(Qy — Q).

co implikuje
mlgnoo Om = Q.
Ak matica G funkcie Q(z) ma rozptylené vlastné Cisla (je zle pod-

mienend), tak zrejme
qg=~1

a rychlost konvergencie je pomala.
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Cauchyho metéda najvacsieho spadu

Veta 3 (Linearna konvergencia Cauchyho metédy):

Nech {xk} je postupnost bodov generovana Cauchyho gradientnou meté-
dou pre minimalizaciu kvadratickej funkcie Q(x) = %ZIJTGZC +hlz, (G-

0), konvergujlca k Z. Potom plati

G-norma:

[>-norma:

kde k = pin/p1 > 1.

|zF ! — 2o .
ka—zﬁHG ~ k41
2Pt — 2| o — 1
ka—zﬁHg - K+ 1
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Cauchyho metdéda najvacsieho spadu
Priklad.

Uvazujme minimalizaciu kvadratickej funkcie

1
Q(f)ZQCI?T((l) 2)%

kde a > 0 je parameter, Cauchyho gradientnou metédou so startovacim

bodom 2V = [a,1]7. Matematickou indukciou sa da ukazat, e pre
kazdé k =0,1,2,... plati

2
Ak = , xk:(

(—Ci)"C

a—l)/‘C
a—+ 1
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Cauchyho metéda najvacsieho spadu

1988 - Barzilai & Borwein - Two-point step size gradient methods,
IMA Journal of Numerical Analysis 8.

Specialnou volbou kroku bola dostahnuta superlinearna konvergen-
cia.

Viypocet dizky kroku vyzaduje informéciu z dvoch predchadzajiicich iteracii
- neautondmna iteracna metdda.

Oznaéme

k+1 k
PrL=7 — T, Yk = 9k+1 — Gk-

B & B metdda pouziva smer s;. 1 = —gj. 1 a kroky (kratsi a dIhsi krok)

. Pt Yk N P}
k+1 — T k+1 — T
Y Yk Pr. Yk
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Cauchyho metdéda najvacsieho spadu

Zhrnutie

Cauchyho gradientna metdda vo vseobecnosti Casto vykazuje linearnu
konvergenciu (pre kvadratické dlohy vzdy) - chybovy clen f(xk) —f

konverguje k nule priblizne tak rychlo ako geometricka postupnost.

Konvergenica velmi zavisi od Cisla podmienenosti Hessovej matice - méze

byt pomala aj v pripade ked je Cislo podmienenosti radovo 100.

Hlavnou vyhodou je jednoduchost.
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