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Newtonova metdda

Uvazujme dlohu na volny extrém

min  f(x)
r € R" (1)

kde funkcia f(x) ma spojité druhé parcialne derivacie.
Gradient a Hessovu maticu funkcie f(x) budeme oznacovat
g(z) = Vf(@), gp=9g("), Gla)=V>f(z), G} =GCh).

V okoli bodu z* aproximujeme funkciu f(x) Taylorovym polynémom

Il. radu

Fla)  fiot o (o —a) + o — 0) Gl — ) = QL)



Newtonova metdda

V Newtonovej metéde sa nové priblizné riegenie 271 € R” Glohy
(U1) definuje ako minimum kvadratickej funkcie Q(x).

Preto musime predpokladat, ze matica ;. je kladne definitna a obmedzime
sa na pripad rydzo konvexnej ucéelovej funkcie f(z).

Derivovanim funkcie () dostavame

VQ(x) = g + Gl —z) =0
a teda
(x —xp) = —Gy, g1
resp.



Newtonova metdda

Algoritmus Newtonovej metody

Vstup:

k-ta iteracia:

- Celova funkcia f(x) dlohy (U1),

_ &tartovaci bod z¥ € R™®

- tolerancna konstanta ¢ > 0,

- nastavenie pocitadla iteracii £ = 0.

1) Vypocet gradientu V f(z*) = ¢z,
ak ||gz|] < €, koniec.

2) Vypolet Hessovej matice V2f(z") = G},
a riesenie sudstavy rovnic Gp.p = —gy.,
ktorej riesenie oznacime pj..

k+1

3) Viypolet novej iteracie 2K = 2% 4+ py,

4) k=k+ 1, chod na 1).




Newtonova metdda

Smer v Newtonovej metdde je teda spadovy smer dany predpisom

1
sk =pr = —G gg,

dizka kroku je konstantna \j, = 1.

Modifikacie Newtonovej metody:

p =2 N = 2" = NG g

kde krok \;. je optimalny, resp. priblizne optimalny.

Kolko iteracii potrebuje Newtonova metoda na najdenie minima kvadrat-

ickej funkcie?



Newtonova metdda

Priklad: Uvazujme minimalizaciu konvexnej funkcie

Flzr,ao) = (x1— D+ 25+ (z1 — 1)? + (29 — 2)% + 621 + da9 — 5,

so Startovacim bodom [—1, —1]7.
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Newtonova metdda
Newtonova metéda s presnostou 10~° skonverguje za 6 iteraci;

Gradientna metéda s priblizne optimalnou dizkou kroku s rovnakou

presnostou skonvergovala za 68 iteracii.

Newtonova metoda Gradientna metdda
k x1 x2 f(x1,x2) k x1 x2 f(x1,x2)
0 -1.000000 -1.000000 15.000000 0 -1.000000 -1.000000 15.000000
1 -0.400000 -0.571429 2.834753 1 0.729440 -0.654112 4.066132
2 -0.095298 -0.252217 1.134776 2 -0.174719 -0.246088 1.300179
3 -0.007069 -0.046449 1.002513 3 0.158665 -0.181171 1.194779
4 -0.000043 -0.000396 1.000000 4 -0.069008 -0.135743 1.053438
5 -0.000000 -0.000000 1.000000 5 0.051532 -0.102626 1.028692
6 -0.000000 -0.000000 1.000000 6 -0.029661 -0.077970 1.012380
7 0.020448 -0.059400 1.006434
8 -0.012645 -0.045325 1.003186




Newtonova metdda

Grafické porovnanie konvergencie metdd:

Newtonova metoda Gradientna metéda




Newtonova metdda
Konvergencia Newtonovej metady

Ukazeme, ze za istych rozumnych predpokladov Newtonova metodda
konverguje kvadraticky k lokalnemu rieseniu z dlohy (U1l) - t. j.
existuje postupnost bodov {xk} generovana iteracnym predpisom

k+1 k —1
" =g — G gk

a konstanta ¢ > 0 tak, ze plati

| =& < el - 2",

V nasledujicom budeme uvazovat spektralnu maticovii normu

|A|| = max{V/A | A je vlastna hodnota matice A A}.

a Euklidovski vektorovii normu ||z||s = V! z.
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Newtonova metodda
Konvergencna veta:
Nech funkcia f : R” — R spliia nasledujiice predpoklady:

1. Funkcia f(x) ma Lipschitzovsky spojiti Hessovu maticu G(z),
t. j. existuje konstanta L > 0 tak, ze pre kazdd dvojicu =,y € R" plati

IG(z) =Gyl < Lilz =yl

2. Existuje ostré lokalne minimum 2 funkcie f(x), t. j. bod Z
taky, ze g(2) =0 a G(z) = 0.
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Newtonova metdda
(pokracCovanie Konvergencnej vety)

Potom pre lubovolny &tartovaci bod 2 “dostatoéne blizko” bodu #
mo¥no generovat postupnost bodov {2} pomocou iteraéného vzorca

kE+1

—1
x :xk—Gk 9k,

teda V£ existuje G 1) a tato postupnost konverguje k Z kvadraticky,
k
t. j.

|25 — 25 < ¢f|2* - 215
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Newtonova metdda
Co znamena “dostato¢ne blizko” bodu 7 ?

Ak ozna¢ime A1 > 0 najmensiu vlastn(i hodnotu Hessovej matice G(Z),
t. j. plati

|G@) M = AT

a oznacime
B 3 L
2N

tak dostatocne blizko znamena z nasledujiiceho okolia bodu 7:

C

1
O, ={o|llo - all < _|.

c
priCom c je zaroven konstanta zo vztahu

|t = &2 < el - 23
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Newtonova metdda

Lema 1: Nech A je lubovolnd n X n matica a z € R". Potom
21 Az < || Allllzl5.

Lema 2: Pre spektralnu normu symetrickej kladne definitnej matice C'
s vlastnymi hodnotami 0 < A\ < --- < A\, aV z # 0 plati

1 xer
joT) = 2z =1l =

Al
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Newtonova metdda

Lema 3: Nech funkcia f(x) definovana na R" ma spojité druhé par-

cialne derivacie. Potom pre lubovolné dva body x, y plati

g(z) — g(y) = § G (y + t(x —y)) (z — y)dt.

Lema 4: Nech funkcia f(x) ma Lipschitzovsky spojitd Hessovu maticu
G(x). Potom

lg(z) — g(y) — Gy)(z — y)|l2 < 3L||z — y[|3-

A sme pripraveni na Dokaz konvergencnej vety
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Newtonova metdda
Vlastnosti potrebné v dokaze konvergencnej vety:

(V1) Nech C je kladne definitnd matica s vlastnymi hodnotami 0 <
Al <o < \p. PotomV z: ||z][2 = 1 platfi

M=l < AT < |lC) = M

(V2) Pre n x n maticu A a z € R" plati
1Az[2 < [[Allll=][2-

(V3) Pre n x n maticu A a z € R" plati
T 2
|27 Az < [|A]l]l=]]2.

(V4) Nech funkcia f(x) méa Lipschitzovsky spojitd Hessovu maticu
G(x). Potom

lg(z) — g(y) — Gy)(z — y)|l2 < 5L[|z — yl|3.



Newtonova metdda

Newtonova metéda nemusi konvergovat ani v pripade jedo-
duchych konvexnych funkcii.

Priklad. a) Uvazujme funkciu

fla) = lal?, 7'(e) = 2 Jelbsan(x), 709 = JIx[ 2 > 0, prex £0
Teda

f'(x)

() = 2|z|sgn(x) = 2x.
a

AL oL gL

pre lubovolny $tartovaci bod 2V =# (0 Newtonova metdda osciluje.
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Newtonova metdda

Priklad. )
b) Uvazujme funkciu f(x) = |x|3. Potom
f(x)
() = 3|z|sgn(x) = 3x.

Pre lubovolny $tartovaci bod 2 =+ (0 Newtonova metdda diverguje.

c) Uvazujme funkciu f(x) = |z|P, p > 2. Potom

flle) 1 _ 1
i) p 1|x|sgn(x) e =

Pre lubovolny $tartovaci bod 2V # 0 Newtonova metéda konverguje

linearne.
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Newtonova metdda
Priklad.

Dana je funkcia f : R — R a rydzo konvexnd, rastiica funkcia ¢ :
R — R. Definujme zlozeni funkciu F': R" — R, F(x) = ¢(f(x)).

Newtonovsky smer pre funkciu f: pg — —G,;lgk

Newtonovsky smer pre funkciu F: pi = —[V2F(z")| "IV F(2*)
D4 sa ukézat, 7e p], = cypf, kde
Al ) -
ap = |1 - » Wk = 9k G gk
( b+ Pk ‘
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Newtonova metodda
Afinna invariantnost Newtonovej metody

Nech A je reguldrna n x n matica a b € R". Definujme afinnu trans-

formaciu premennych
r— Ar+b:=y
a funkciu
h(z) = f(Az +b) = f(y).

Potom zrejme

Vh(z) = ATV f(Az +b) = ATV f(y),

Veh(z) = ATV2f(Az + b)A = ATV f(y)A.
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Newtonova metdda

Newtonovsky krok pre funkciu h(x) je dany:

Ao = —[VPhiz)| " Vhia) = A V2 f)| V) = A Ay

Nech {yk}je postupnost bodov danych iteraénym predpisom Newtonove;j
metody aplikovanej na funkciu f. Ak aplikujeme Newtonovu metédu
na funkciu h(z) = f(Ax +b) = f(y), so $tartovacim bodom 2, ktory
splia yo — Az + b, tak zrejme aj pre vsetky iteracie bude platit

yF = Az" + b,

teda postupnost {4} vznikne z {z*} po afinnej transformécii stiradnic.
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Newtonova metdda
Aproximacie Newtonovej metody
1. Vypocet novej Hessovej matice iba kazdych N > 1 iteracii.

2. Hessova matica sa aproximuje diagonalnou maticou - vypocitajd sa

O f(x)

|en W, Zzl,...,n.

3. Gauss-Newtonova metéda - pre funkcie typu f(z) = %Z%—Zl fi(x)?

(& Vf@(xk)w@«:ck)T)_l (£ fiahvAEh)
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Newtonova metdda
Newtonova metdda - zhrnutie

e Konvergencia Newtonovej metddy je rychla a v dostatocne malom okoli
optimalneho riesenia je kvadraticka. Akonahle sa dosiahne kvadraticka
faza konvergencie, je treba len velmi malo iteracii na dosiahnutie opti-

malneho riesenia (s velkou presnostou).

e Newtonova metdda je afinne invariantna a teda nie je citlivd na

zmenu suradnic a podmienenost Ulohy.

e Newtonova metdda sa “dobre skaluje” s rozmerom ulohy - pre dlohy

na R0 fynguje podobne ako pre dlohy na R,
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e Hlavnou nevyhodou je potreba pocitania a ukladania Hessove] mat-
ice do pamate a tiez rieSenia systému rovnic pri hladani Newtonovského
smeru. Avsak v niektorych pripadoch sa da vyuzit Specialna struktira
Hessovej matice, Co sa vyuziva najma v modernych metédach vnu-
torného bodu.

e \/ysSsie uvedené nedostatky Newtonove] metddy boli motivaciou k

vzniku tzv. kvazinewtonovskych metadd.



