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Zdruzené smery a ich vlastnosti
Metéda CSR - pre separovatelné funkce konverguje za n krokov.

Teoreticky sa da lubovolna kvadraticka funkcia

Q) = ;

miminmalizovat za n krokov nasledovnym postupom:

LG + hly

1. Najskor maticu G transformujeme na diagonalny tvar, t. j. funkciu
Q(x) transformujeme na separovateln( funkciu - umoznuje ndm to spek-

tralny rozklad matice G:

G =QAQ", A=diag(\i,..., M), QQT =QTQ=1.



Zdruzené smery a ich vlastnosti

Transformaciou premennych z = QTx dostavame separovatelni kvadrat-

ick(l funkciu

~

O(z) = ﬁl A2+ hT Q.
1=

2. Takto ziskand funkciu minimalizujeme metddou cyklickej stradnicovej

redukcie.

3. Nakoniec sa spatnou transformaciou vratime k povodnym premen-

V4

nym.

Motivacia pre tvorbu novych metdd vyuzivajicich zdruzené (konjugov-

ané) smery vzhladom na nejakd kladne definitn(i maticu.



Zdruzené smery a ich vlastnosti

Definicia:

Nech G = G je kladne definitn4 matica typu nxn. Smery s1, 59, . .., Sm
sa nazyvaju G-zdruzené (resp. G-konjugované, G-ortogonalne), ak
pre kazdé i = j plati

S;st = 0.

Tvrdenie 1: G-zdruzené smery su linearne nezavislé.

Tvrdenie 2: Nech G = G! je kladne definitni matica typu n X n a
vektory si,...,Sp tvoria Uplny systém (G-zdruzenych smerov. Potom
pre inverznd maticu G~ plat
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Zdruzené smery a ich vlastnosti

Veta:
Nech G = GTje kladne definitna matica typu nxn, smery sq, ..., Sp_1
st G-zdruzené, bod =™ je bodom minima kvadratickej funkcie

Q(x) = %%TGCB +hlx
a zU je lubovolny ¥tartovaci bod itera&ného procesu
gl = gk + A5,

kde A\;. je optimalny krok. Potom

t. j. iteraCny proces ur¢i optimalne riesenie dlohy (U1) s kvadratickou
ucelovou funkciou za nanajvys n krokov.



Metdda zdruzenych gradientov Fletchera-Reevesa

Rekapitulacia klasickych metéd:

Newtonova metdda - pre kvadratickd funkciu konverguje za 1 krok,
vypocet smeru je naroCnejsi

Cauchyho metoda - pre kvadratickd funkciu konverguje len v limite,
vypocet smeru nie je narocny

Ciel - “vylepsit Cauchyho smer tak aby sa "kvalitou" priblizil Newtonovskému
smeru ale bez dodatocného vypoctu druhych parcidlnych derivacii.

ViyuZije sa informéacia z predchadzajucich iteracii - optimalizacia dizky
kroku sa prevedie v dvoch smeroch (Cauchyho a smer z predchadzajlice;
iteracie) - je to neautonémna metéda.

Ako dosledok ziskame metodu, ktora generuje zdruzené smery a teda

pre kvadratickd funkciu konverguje za n krokov.



Metoda zdruzenych gradientov Fletchera-Reevesa
Uloha minimalizacie kvadratickej funkcie

Riesme ulohu:

min, Q(z) = %xTGx +hle (U1)

kde G = G! je kladne definitnd matica typu n x n a h € R™.

V dalsom budeme pouzivat standardnd symboliku:

Startovaci bod,

8

bod k-tej iteracie,

S
I

gradient ucelovej funkcie Q(x).
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Metoda zdruzenych gradientov Fletchera-Reevesa

Schéma algoritmu Fletchera-Reevesa:

Vstup: Matica G = G?, vektor h € R",
Startovaci bod iteraéného procesu z*,
Tolerancna konstanta e pre kritérium presnosti,
Nastavenie pocitadla iteracii: k£ = 1.
Algoritmus: 1) Cauchyovska iteracia: so = —qgo, x' = 2" + \gsg
2) Vypoclet gradientu g, = Ga* + h,
ak ||gx|| < € - koniec.

T
3) Vypolet smeru s, = — g + fpSh_1, fp = T%Qk
Ik—-19k-1
4) Vypocet novej aproximacie oFtl = ok )\ksk,
T
' 9k Sk
ricom \. = — _
i : st Gsy,

5) Opakovanie cyklu. k = k + 1 chod na 2).




Metdda zdruzenych gradientov Fletchera-Reevesa

Ukazeme, ze ak riesime dlohu minimalizacie kvadratickej funkcie algo-

ritmom Fletchera-Reevesa, tak

- dvojica (Ag, pz.), ktorej zlozky vystupuji v 3. a 4. kroku algoritmu je
bodom minima funkcie dvoch premennych

Ve ) = Q (2% + M—gg + psp_1))
- gradienty s na seba kolmé, t.j.
gkgj =0, Yk#j;
- smery s G-zdruzené, t.j.
S%st =0, Vk#j.

(Mat. indukcia vzhladom na k.)
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Metoda zdruzenych gradientov Fletchera-Reevesa

Ukazali sme vlastnosti:
(1) gfiisp =0 (5) Gis19k =0

(2) gfsp=—gtgr (6) stGss_1=0

T T
3) A\, = — &5k 7 _ 9,9k
( ) k S%Gsk ( ) 1295 g%’_lgk_l

(4) gf15k—1=0  (8) gre1 =g+ NGy,
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Metoda zdruzenych gradientov Fletchera-Reevesa

Algoritmus Fletchera-Reevesa pre nekvadraticka funkciu:

Vstup:

1. krok

2. krok Polozme z

Ucelova funkcia f(z) dlohy (U1).
Startovaci bod iteraéného procesu 2.
Toleranéna konstanta € pre kritérium presnosti.
Cyklus pre £ =0,1,...,n — 1.
a) Vypolet gradientu g; = g(2*) = V f(z).
b) Testovanie presnosti - ak ||gx|| < & - koniec.
c) Vypocet smeru sy

Ak k£ =0, tak s) = —go,

inak s = —gp + pESk-1,
T
kde pp = Tgk Ik .
9i.—19k—1

d) vypocet novej aproximacie 2"t = 2 + .5,
kde i je optimalny krok.
0= gn spat na 1. krok.
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Metdda zdruzenych gradientov Fletchera-Reevesa

Alternativne vyrazy pre vypocet veliCiny p.:

1. Fletcher-Reeves (1964):

9%
M = T )
9k—19k—-1
2. Polak-Ribiére (1969):
T
Ye—19k .
Kk = Tk v Yk—1= 9k — 9k—1;
9i—19k-1
3. Sorenson (1969):
y{_lgk

Pk =

= o Yk—1 =09k — 9k—1-
Yr—15k—1
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