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Kvazinewtonovské metody
Efektivnost Newtonovej metody
—1
okl — ok [V%f(l’k)] Vf($k>

spociva v informacii o krivosti funkcie f(x), ktora je ukryta v Hessovej
matici.

V praxi je Casto vypocet Hessovej matice Casovo narocny, niekedy sa
neda pocitat analyticky ale len numericky.

To viedlo k metédam, ktoré vyuzivji len funkéné hodnoty a gradienty
funkcie f(x) a Gzko shvisia s Newtonovou metddou.

Kvazinewtonovské metddy generuji postupnost aproximaci Hessovej
matice a ich konvergencia je uspokojivo rychla.



Kvazinewtonovské metody

Klasicka Newtonova metdda pre minimalizaciu funkcie n premennych je
odvodena z jednorozmernej Newtonovej metody

I fk_lf/ﬁ;’

(kvadraticka interpolacia minima - pripad jedného uzla, dana je funkcéna
hodnota, hodnota prvej a druhej derivacie).

V pripade kvadratickej interpolacie s dvoma uzlami (dané funkéné hod-
noty a hodnoty derivacii) sme ziskali iteraény predpis v tvare
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o indikuje, ze velicina h;. sluzi ako aproximacia druhej derivacie f]::’
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Kvazinewtonovské metody

Newtonova metdda pre minimalizaciu funkcie n premennych bola odvo-
dena z kvadratickej aproximacie funkcie f(x) Taylorovym polynémom
. radu.

Formalne ma iteracna formula tvar:
—1
I S [V%f(:lfk)] Vf(xk>

Nedostatky:
- treba pocitat Hessovu maticu 2. parcidlnych derivaci; - treba triesit
sustavu n linedrnych rovnic

VAR (@ = ak) = —V f(aF)

Zakladna myslienka kvazinewtonovskych metéd: postupna aproxima-
cia inverznej Hessovej matice.



Kvazinewtonovské metody

Analyza kvadratického modelu

1
Qx) = QZCTGSU +hlz, gx)=Gx+h
Zrejme plati

(Grg1 — gr) = G =2, (@ = 2% = G Hgppr — gp)-

Oznaéme

k+1 k
P =2 — T Yk = Jk+1 — Gk-

Kvazinewtonovské podmienky:

v = Gop, = G Ly



Kvazinewtonovské metody

Aproximacia inverznej Hessovej matice v bode ok

Hy ~ [V2f ()

Problém:

+1

Ako najst novl aproximaciu Hessovej matice v bode gkt g

1. vyuzit pritom novd informaciu g - ale

2. zachovat informéaciu obsiahnutd v Hp.?



Kvazinewtonovské metody
Riesenie:

- Vyzaduje sa splnenie kvazinewtonovskej podmienky

Hy 119 = Pk
- Vyzaduje a splnenie podmienky
Hypqr = Hyr

pre vsetky vektory r z nejakého podpriestoru, ktory neobsahuje vektor

Yk-

Maticu Hj, | reprezentujeme v tvare aditivnej korekcie:

Hk:—i—l = H]{;—I—AHk.



Kvazinewtonovské metody
Korekéna matica A H}. sa konstruuje tak aby platilo:
-AHpy;. = pp. — Hpyp - kvazinewtonovska podmienka

-AHpr = 0 pre vsetky vektory r z nejakého podpriestoru, ktory neob-
sahuje vektor y;..

Tieto podmienky definuji prechod Hj — Hj . Samotné matice H,
musia mat Specifické vlastnosti:

- symetria a kladna definitnost

- jednoduchost korekcnej matice AHj. - hodnost 1 alebo 2.



Kvazinewtonovské metody

(k + 1)-va iteracia kvazinewtonovskej metody (KNM):

o=

Vstup:

krok
krok

krok
krok

krok

. krok

Startovaci bod iteraného procesu e R
Gradient g = V f(z").

Symetricka, kladne definitnd matica Hy,
Vypoditame spadovy smer s = —H}.g;..

V smere s;. vypoCitame optimalny krok ;..
Vypo&itame novy bod zF 1 = 2% + \p.sp..
Vypoditame gradient g;., | a vektory

Ye = 9k+1 — 9k Pk = Tt — 2k,
Pomocou vektorov p;., y;. a matice H;.
skonstruujeme korekénd maticu A Hj,

Vypocitame novil maticu
Hk+1 :Hk+AHk .
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Kvazinewtonovské metady
Vlastnosti:

a) smer s;. definovany vztahom s;. = —Hj.g;. je spadovy, t. j. plati
g sk < 0
b) pre vektory pi.,y;. plati

pryg > 0.
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Kvazinewtonovské metody

Zakladné kvazinewtonovské formule

DFP
AL, — ek Hyypyt H,
k— T — T
P Yk Yi. Hy,
BFGS
B i Heye\ oot Hyyeot + pryi Hy,

PLYk ) Pr Yk Pi Yk

SR1

—H — Hoy )t
A (pk — Hiyr) ok — Hiyyg)

B vl (pr — Hyyp)

12



Kvazinewtonovské metody
DFP kvazinewtonovska formula

Korekéna matica ma tvar:

AH, — ot Hypyryt Hy,
k— T —~— T
P Yk Y. Hiyp
Veta 1:

Nech matica Hj;. je symetricka a kladne definitnd. Potom aj matica
Hj. 1 definovana vztahom

pepk  Hiypyt Hy,

phuk Yl Hiyr

je symetricka a kladne definitna. Teda ak zaciato¢na matica H( je sy-
metricka, kladne definitna, tak DFP-metdda generuje symetrické, kladne
definitné matice Hj.

Hyi1 = Hp +
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Kvazinewtonovské metody

Veta 2:
DFP metéda definovana iteratnou schémou (KNM) a vztahom (DFP),
aplikovana na kvadratickd funkciu Q(z) = %xTG:E + hl'z, s kladne definit-
nou maticou (G, ma nasledovné vlastnosti:
a) Pre 0 < j < k plati

Hyy; = pj,
b) Pre 0 < j < k plati

T
gi.pj =0,

t. j. gj je ortogonalny ku vsetkym pouzitym smerom p;.
c) Pre 0 <7< j <k plati

piTGpj =0,
t. j. smery p; st G-zdruzené.
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Kvazinewtonovské metody
BFGS kvazinewtonovska formula

Ekvivlentna formulacia kvazinewtonovskej podmienky

~ T2
B0k = vk, B = V7 f ().
Analogicky ako v pripade DFP formule ziskame iteracny predpis pre
aproximaciu Hessovej matice

Yiyr
Bk+1:B/€+ABk:Bk+ —
phyr  phBpk

Matice B} by sme tiez mohli pouzit v algoritme, a vSak smer by sme
museli ziskat rieSenim systému rovnic Bj.s. = —g;..

Invertovanim predpisu pre B}, ; ziskame prdpis pre Hj., 1, ktory bude
odlissny od DFP formule.
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Kvazinewtonovské metody

Aplikovanim Woodburyho formule pre invertovanie:
A-Us vh =4t Al —viaTly)ytvtat

na blokovy tvar formule

1 0

TR »i'B
Bjy1 = By, — (kak ‘ yk) [ Pk Okpk B T1 ( kyka )
Pr Yk

dostavame BFGS formulu (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno):

pipt  Hyyepd + vyl Hy,
P DI Yk

vl Hyy;
1+ T
P Yk

Hy1 = Hp +
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Kvazinewtonovské metody
SR1 kvazinewtonovska formula
- Symmetric Rank 1 - kvazinewtonovska formula hodnosti 1

- Korek¢na matica sa hlada v tvare
AH) = auu’.

- Ak oznacime 1. = p;. — Hpy;., tak kvazinewtonovskd formulu mozno
napisat v tvare

ANHpyp = OzuuTyk =7}.

- Prirodzenou volbou je
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Kvazinewtonovské metddy

Kvazinewtonovska SR1 formula:
(k. — Hyyp) (ox — Hyyp)!
vi (o — Hiyp)

Komplemntarna kvazinewtonovska formula:

Hppy = Hy +

(yr. — Brpr) (s, — Brpp)t

v} (yr, — Brpy)

By = B +

Veta 3:

Majme dvojicu (SR1) a (kSR1) komplementarnych kvazinewtonovskych
SR1-formdl, kde Bk_l = H;.. Potom plati

—1
By1 = Hpqr-
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Kvazinewtonovské metody

Veta 4:

Nech Q(ﬂf) = %xTGx—Fth, G > 0. Dané s linearne nezavislé smery
P0,Pls---,Pn—1 € R"™. Oznaéme

v = Gpy., Ek=0,1,...,n—1,

Tk:p/{_Hkykv k:()al?'"an_la

H/{—|—1 — H/€+ T1 Tk”'"lj;a k — 0717 » TV 17
YTk

Y

pricom H je luvovolna symetricka matica a y%rk =# 0, Vk. Potom
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