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Vyznam konvexnej optimalizacie

.... 10 €0 uz davno vieme z prednasok nelinearneho programovania.....
(alebo by sme mali, ale sme zabudli)

® Mnozina pripustnych rieseni je konvexna.
* Kazdé lokalne minimum je globalnym minimom.

® Existuju algoritmy, ktoré vedia spol’ahlivo a efektivne riesit’ a;
vel’ké ulohy.

* Existuju solvre a modelovacie nastroje, v ktorych su tieto
algoritmy implementované - staci len spravne definovat’ ulohu.

® Problém - identifikovat’ / naformulovat’ ulohu ako ukohu konvexnej
optimalizacie — KONVEXNA ANALYZA.
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® Prekvapivo vel'a uloh sa da naformulovat’ ako konvexna uloha

* Aplikacie konvexnej optimalizacie: inzinierske, financné
(optimalizacia portfolia, preferencie) optimalny dizajn (topologicky,
experimentalny), aproximacia a fitovanie dat, Statistika, siete,
spracovanie signalu (obraz, zvuk), optimalne riadenie,
geometrické ulohy (linearna a nelinearna separacia bodov) -
dokonca modelovanie vesmiru

® Nekonvexné ulohy - mnohé algoritmy su zalozené na rieseni
konvexnych poduloh

® Konvexna relaxacia nekonvexnych uloh - ziska sa odhad na
optimalnu hodnotu

"In fact the great watershed in optimization isn’t between linearity and nonlinearity, but
convexity and nonconvexity"

T. Rockafellar
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Témy predmetu konvexna optimalizacia

® Historia, vyznam konvexnej optimalizacie

* Uloha konvexného programovania v uzom a $irsom zmysle
(kdnické ulohy)

® Konvexné mnoziny

® Konvexné funkcie

® Trocha maticovej analyzy - blokové matice, Schurov doplnok,
pseudoinverzie

® Triedy uloh konvexnej optimalizacie, transformacie uloh
® Podmienky optimality a dualita
® Aplikacie konvexnej optimalizacie a modelovaci systém CVX

* Uvod do metdd vnitorného bodu
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Vyuzitie konvexnej optimalizacie
* Topologicky dizajn - Problém Eiffelovej veze

° TRUSS - mechanicka konstrukcia zloZzena z priecok a uzlov,
na ktoré posobi zat'az
© QOptimalizuje sa "pevnost’ konstrukie"
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® © Vstup: pozicie uzlov, zat'az na uzly, celkova hmotnost’
(objem) konstrukcie
° Premenné ulohy: vahy pridelené jednotlivym prieCkam
o Uloha: najst’ optimalne rozlozenie vah tak, aby bola
konstrukcia ¢o najpevnejSia - aby bola potencialna energia
reprezentujuca poddajnost’ konstrukcie minimalna

* M. P. Bendsge, O. Sigmund: Topology Optimization - Theory,
Methods and Applications

Topology
Optimization

Theory, Methods and
Applications
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4.3 Computational procedures and examples 245

Fig. 4.6. The flexibifity in choice of ground structure. Optimal design of a well-
known structure. Left hand picture shows the ground structure and the right hand
picture the optimal topelogy for & single downward load at the top of the structure.
The example shows that it 8 crucial o consider multiple load cases for realistic
structures. By courtesy of M. Kocyara and J. Jowe,
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Kozmoladgia: Rekonstrukcia "ranného’ vesmiru

Y. Breiner, U. Frisch, M. Hénon, G. Loeper, S. Matatrrese, R.
Mohayaee, A. Sobolevski: Reconstruction of the early
Universe as a convex optimization problem, Monthly
Notices of the Royal Astronomical Society, 2003.

-p.8
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ABSTRACT
We show that the deterministic past history of the Universe can be uniguely reconstructed
from knowledge of the present mass density field, the latter being inferred from the three-
dimensional distribution of luminous matler, assumed 0 be tracing the distribution of dark
miatter up toa known bias, Reconstruction ceases 10 be unique below those scales —a few Mpe
— where mulustreaming becomes significant. Above 6 ' Mpe we propose and implement
an effective Monge—Ampére—Kantorovich method of unigue reconstruction. Al such scales
the Zel'dovich approximation is well satisfied and reconstruction becomes an instance of
oplimal mass ansportation, 4 problem which goes back 1o Monge, After discretization into N
point masses one oblains an assignment problem that can be handled by effective algorithms
with not more than O(N?) time complexity and reasonable CPU time requirements. Testing
against N-body cosmological simulations gives over 60 per cent of exactly reconstructed
JLETIES

We apply several interrelated tools from optimization theory that were not used n cosmo-
logical reconstruction before, such as the Monge-Ampére equation. its relation to the mass
transportation problem, the Kantorovich duality and the avction algorithm for opltimal assign-
maenl A selfcontamed disenssion of welevan! notons and tlechnimes s nmovided

visand A pdoesyrwenol poog woesemnggdig wong paproy oo
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® Spracovanie obrazu

Observed Image

Min %HAQU —bl|3 + \|Wz||;

© b-rozmazany k x [ obrazok (signal) reprezentovany ako
M = kl rozmerny vektor

° A- M x N linearna transformacia reprezentujuca
"rozmazanie”

© W ortogonalna matica reprezentujuca vinkovu transformaciu
(wavelet) - popisuje aké frekvencie sa v danom case
nachadzaju v signale.

—-p. 10
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Observed Image Reconstructed Image (lambda=0.001)

Ty T

e R

[M,N]=size (A); lambda=0.001;
cvx_begin

variable x(n)

maximize (suqgare_pos (norm(Axx—b))+lambdaxnorm (Wxx ,1)
cvx_end

—p. 11
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Po absolvovani predmetu by mal student:

® vediet’ zaklady konvexnej analyzy potrebnej na
© identifikovanie konvexnej tlohy
©  "konvexifikaciu" nekonvexnych Uloh

® utvrdit’ si poznatky tykajlce sa Lagrangeovej duality a podmienok optimality
pre konvexné ulohy + rozsirenie poznatkov na zovSeobecneneé konvexné ulohy

® oboznamit sa s kdnickymi konvexnymi tlohami a ich vyznamom

® poznat’ r6zne praktické aplikacie konvexnej optimalizacie z prednasok a z
"vlastnej skusenosti" (ktoru ziska vypracovanim projektu

® byt oboznameny s modelovacim systémom CVX

® poznat’ myslienku, teoretické a praktické aspekty metod vnutorného bodu.

-p.12
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Pravidla hodnotenia predmetu:

® Celkové hodnotenie predmetu zavisi od domacich Gloha a hodnotenia projektu,
ktory sa vypracovava v skupinach (1-3 Studenti). Kazda skupina po vypracovani
projektu urci podiel prace jednotlivych ¢lenov na projekte Cislom (vahou) z intevalu
[0, 1] (pricom celkovy sucet musi byt’ 1).

® Domaéace ulohy su vypracované podrobne a Gitatefne, so zdévodnenim jednotlivych
krokov. Mézu byt vypracované v Latex-u. RieSenia domacich uloh obsahuju aj
zadanie domacej ulohy (ak treba, poslem kod). VSetko, ¢o bolo spomenuté na
slajdoch mozno pouzit’ ako fakt. (4x15 bodov)

® Projekt je spracovany ako pdf prezentacia, v zavere semestra sa projekty
prezentuju na prednaske. (30+10 bodov, ktorymi sa Studenti hodnotia navzajom.

-p. 13
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® Hodnotenie ¢lena skupiny s vahou w je

w.xr

+ vy,

Wmazx

kde wmaz j€ maximalna vaha v skupine, x je ziskany pocet bodov skupiny za
projekt a y je pocCet bodov za nadtudovanie a prezentaciu ¢lanku.

® Znamka za predmet konvexna optimalizacia:

body znamka
100-90 A
81-90 B
71-80 C
61-70 D
51-60 E

-p. 14
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Historia modernej konvexnej optimalizacie

® 1947 - G. B. Dantzig - simplexova metdda
® 1968 - Fiacco & McCormick - metoda SUMT
® 1972 - Klee & Minty cube

® 1979 - Leonid Khachian - elipsoidna metdda - 1. polynomialny
algoritmus pre LP, v praxi pomaly
® 1984 - Narendra Karmarkar - "projektivny" algpritmus pre LP -

polynomialny aj rychly, zaCiatok modernych metéd vnutorného
bodu

-p. 15
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Simplex Interior

method point
method

—p. 16
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® 1988 - Nesterov, Nemirovski - zovSeobecnenie MVB na
vSeobecné konvexne ulohy

® 1992 - vznik semidefinitného programovania - prve efektivne
algoritmy

® 2000-.... - konickeé programovanie (SOCP), aplikacie v d’'alsSiich
oblastiach (optimalny dizajn, spracovanie obrazu,....), metody pre
nehladnké konvexné ulohy,....

—-p. 17
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Uloha konvexného programovania v uz§om zmysle:

fi(x) <0, i=1,....,m
hz(x) :Oa =1, » P
® fi(x):R* - R, i =0,1,...,m - konvexné funkcie

® hi(x):R* =R, i =1,...,p - afinne funkcie
Mnozina pripustnych rieseni

je konvexna (lebo ... ?)

D}

—-p. 18
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Zovseobecnenie ulohy konvexného programovania
Nech C C R"™ je konvexna mnozina

min  fo(z)
xeC

Mnozina C by mala byt’ vhodne popisana, aby sa uloha dala
analyzovat’ a bolo mozneé navrhnut’ metddy na rieSenie.

Priklad: C = S? = {X ¢ R?*? | X = X', X je k.s.d} - konvexna
mnozina

X—(CE y)ESi S 2>0,(2>0,)y—22<0
Yy 2

- nekonvexné ohranicenie

-p. 19
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Semidefinitné programovanie
-C,A,...,A,€S", beR™
® standardny tvar ulohy SDP:

min tr(CX)
X =0

® SDP s ohraniceniami typu LMI

maz by
A+ -+ ymAm 2 C

—-p. 20
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Priklad: Markowitzovo portfolio

n pocet aktiv

x; (relativne) mnoztvo aktiva: (i = 1,2,...,n)
i vynos aktiva i

p= E(p) o¢akavany vynos

Y=E((p—p)(p—p)!) kovarianéna matica vynosov

! Y variancia portfélia x - miera rizika

Klasicka uloha:

min, ! Yx
ﬁTx 2 T'min
17z =1, x>0

- konvexna kvadraticka uloha s linearnymi ohrani¢eniami

—-p. 21
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Alternativna uloha:

Dané je portfdlio x a Ciastkova informacia o kovariancnej matici X -
napr.

® Lij < X5 < Uy,

® 3, -suzname, o0 ¥;;,7 # 5 mame neuplnud (resp. ziadnu)
informaciu

v >
® navyse [;; < \ﬂz)--Jz]..) < Ui
11737

HI'adame "najhorSie mozné riziko" vramci danych ohraniceni:
marys x!Xx
Lij < 35 < Uy
=0

- uloha semidefinitného programovania, lebo
I Yz = tr(z? Xxz) = tr(Zzz?).

-p.22
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Uloha konického linearneho programovania (KLP)

min clx

Ax =
re K

kde K je konvexny kuzef
1. konvexna mnozina
2. kuzel -z e K = ar€¢ KVa >0
1+2. -z, ye K = arx+ Py € KVa,5 >0

Zname triedy:

K |RE oY Ky, &
Gloha | LP SDP SOCP CPP

—-p.23
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SDP:
St ={XeS" |y Xy>0Vvy}
SOCP:
K., = {(z,20) e R"™ | ||zl2 < 20}
CPP:

Ch ={Xe8"|2'Xz>0, Vz >0}

SOCP

—-p.24
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Koénickeé linearne programovanie = “zjednocujuci” pohlad na
konvexnu optimalizaciu

Kazdu ulohu konvexného programovania v uzsom zmysle:

min  fo(z)
fi(x) <0, i=1,....,m
Axr =b
mozno naformulovat’ ako ulohu KLP !
* Epigraf konvexnej funkcie Epi(f) = {(z,t) € R*"*! | f(z) < t} je
konvexna mnozina.
® Pre konvexna mnozinu C' definujeme konvexny kuzel

KCZ{(x,s)|s>o,§e(J}u{0},

zreime z € C & (z,1) € K.

-p.25
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Vilastné kuzele

* K -vlastny kuzel’ (uzavrety, konvexny, Spicaty, neprazdne vnutro)
Crxrgy & r—ye kK

® >k -V ciastocné usporiadanie (r, as,t), invariantné vzh'adom na
sCitovanie, nezaporné Skalovanie a limity, NIE je linearne
usporiadanie.

* r>gy & x—yecintK (art)

—p. 26
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—-p. 27
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