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Funkcia f : K C R™ — R sa nazyva konvexna, ak mnozina K je
konvexnd aVz,y € K, VA € [0,1] plati

FOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1= A)f(y)

(y.f(y)/

(x, f(x))

0 X y

® <, >, > -rydzo konvexna, konkavna, rydzo konkavna
* f: K CR" — Rjekonvexna < Vr,y € K, VA €[0,1] je

gA) =f(Az+(1—A)y)
konvexna.
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Podurov nové mnoziny
Ak f: R™ — R je konvexna

* takVaeRje S, ={z | f(z) < a} konvexna a uzavreta .

* aexistuje ag tak, ze S, = {z | f(z) < ap} # 0 a je ohraniCena,
tak S, je ohraniCena pre vSetky a > ayg.

Minima konvexnej funkcie

® Kazde lokalne minimum konvexnej funkcie je jej globalnym
minimom.

®* Mnozina vSetkych minim konvexnej funkcie tvori konvexnu
mnozinu.

®* Rydzo konvexna funkcia ma nanajvys jedno minimum.

. — p.3/26



Prednaska tretia: Konvexna analyza - funkcie

Spojitost’

® Nech K C R” je otvorena konvexna mnozinaa f : K — R je
konvexna. Potom f je Lipschitzovska na l'ubovolnej kompaktnej
podmnozine U C K, t. ). Vz,y € U existuje konStanta L tak, ze

flx) = f(y)] < Lflz -y

® Konvexna funkcia f : K ¢ R” — R definovana na otvorenej
konvexnej mnozine K je na nej spojita.

® Konvexna funkcia f : K C R™ — R definovana na uzavretej
konvexnej mnozine K je na nej zhora polospojita.

Konvexna funkcia definovana na uzavrete] mnozine na nej nemusi byt’
spojita.
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Podmienky I. radu
Funkcia f : K C R" — R definovana na konvexnej mnozine K je
konvexna prave vtedy, ked’

® (Taylorova aproximacia f lezi pod grafom funkcie)

Vo,y, v #y: f(2) > fly) + VIy) (@ -y)
® (Monotonnost’ gradientu)

Vo,y, © #y: (Vf(z) - Vi) (z—y) >0

* > <, < -rydzo konvexna, konkavna, rydzo konkavna
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Podmienky Il. radu

Funkcia f : K € R" — R definovana na konvexnej mnozine K je
konvexna prave vtedy, ked’

* (Kladna semidefinitnost’ Hessove] matice)
Vo : V2f(z) =0

® < -konkavna,

® >, =< -rydzo konvexna, rydzo konkavna - plati len implikacia -
nie ekvivalencia - f(z) = z*
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Podmienky Il. radu
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Konvexna funkcia f(x) a jej Taylorova aproximacia Il. rddu v bode y -

kvadraticka konvexna funkcia

=) = F) + V@) (@ —9) + 5 (e~ ) V)~ )
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Epigraf funkcie f: K C R" — R je
epif = {(z,1) |z € K, f(x) <t}

® Funkcia je konvexna < jej epigraf je konvexna mnozina.

® |[nterpretacia podmienok I. radu : nadrovina s normalovym
vektorom (V f(y), —1) je opornou nadrovinou epif v hranichom

bode (y, f(y))

. Viw ) [ viw ) (v
(x,t)Eep1f=>< q > <t><< 1 > (f(?ﬂ)

(v, f(y))
(F(y),-1)
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Operacie zachovavajuce konvexnost’

® nezaporna linearna kombinacia: ak fq,..., f,, su konvexné,
Wiy .oy W > () - tak

9(x) = wifi(z) + - + W fm(2)
je konvexna
* afinna transformacia premennych: ak f je konvexna, tak
g(z) = f(Az +b)
je konvexna
® maximum: ak fi,..., f;, su konvexne, tak
9(z) = max{f1(z),..., fm(x)}

je konvexna
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Operacie zachovavajuce konvexnost’

® supremum:
ak Vy € C je f(x,y) konvexna v z a sup,cc f(7,y) < oo, tak

g(x) = sup,cc f(z,y)
je konvexna

® Priklad: vzdialenost’ bodu x do "najvzdialenejSieho” bodu
mnoziny C:

g(x) = supyec ||z = y|
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Operacie zachovavajuce konvexnost’

® infimum:
ak f(x,y) je konvexna v (z,y), mnozina C je konvexna a
inf,ec f(z,y) > —o0, tak

g(z) = infyec f(z,9)
je konvexna

® Priklad: vzdialenost’ bodu z od konvexnej mnoziny C".

dist(x,C) = infycc ||x — y|
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Operacie zachovavajuce konvexnost’

* Ak f:R” — R je konvexna, tak perspektiva

je konvexna.
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Kompozicia funkcii
h(t):R—R, f(x):R*" =R, H(x) =h(f(z)): R" = R

f | h | h H
— — e = —
—~ — N\, = —
—~ —~ e = —~
— —~ N\, = —~

3000
2500
2000|
1500+ |
1000

500

NO

f(x17x2) :exp(x%—i_x%) f(xlaxQ) — 1/\/@
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| opacCna implikacia v tabul’ke neplati

H(z1,22) = \/z172 je konkavna na R? |, h(t) = v/t je konkavna,
rastuca na R, ;, avSak f(x1,x2) = 122 nie je konkavna (ani

konvexna)

Vektorova kompozicia

h(y) : R™ - R, fi(x) :R*" =R, i=1,...,m,

H:R" - R, H(x)=h(fi(x),..., fm(z))
fi,Vi | h h H
S A
= \o\Yy | = |
~ |~ | S =
—

N——r

)

N\

)
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Kvazikonvexné funkcie

Funkcia f : K C R™ — R sa nazyva kvazikonvexna, ak mnozina K je
konvexna a Vz,y € K, VA € |0, 1] plati

fAz + (1= A)y) < max{f(z), f(y)}

® <, > > -rydzo kvazikonvexna, kvazikonkavna, rydzo
kvazikonkavna

® kvazilinearne funkcie

® Ekvivalentna definicia: Funkcia f : K C R® — R sa nazyva
kvazikonvexna, ak mnozina K je konvexna a Va € R” je
So = {z | f(z) < a} konvexna

* f: K CR"” — R je kvazikonvexna & Vz,y € K, VA € [0,1] je
g(A) = f(Az + (1= A)y)
kvazikonvexna.
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Kvazikonvexné funkcie
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Operacie zachovavajuce kvazikonvexnost’

® vazené maximum: ak fi,..., f,, su konvexne, wy,...,w,, > 0 -
tak

9(x) = max{w f1(z), ..., Wmn[m(2)}
je konvexna
® supremum:
ak Vy € C je f(x,y) kvazikonvexna v z a sup, ¢ f(z,y) < oo, tak
g(z) = supyec f(2,y)
je kvazikonvexna
® infimum:
ak f(x,y) je kvazikonvexna v (x,y), mnozina C je konvexna a
inf,ec f(z,y) > —o0, tak
g(z) = infyec f(z,y)
je kvazikonvexna
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Podmienky I. radu

® Funkcia f : K ¢ R™ — R definovana na konvexnej mnozine K je
kvazikonvexna prave vtedy, ked’

Vo, y, £y f(z) < fly) = Vi) (z—y) <0

® Geometricka interpretacia: ak V f(y) # 0, tak V f(y) je normalovy
vektor opornej nadroviny podurovnovej mnoziny

S=1z| f(z) < f(y)}
v bode y.

y X grad f(y)
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Podmienky Il. radu

® Ak f je kvazikonvexna, tak Vz, y plati
y'Vf(z) =0 = y"V?f(z)y >0
° Ak f splhaVz,y # 0
y'Vf(z) =0 = y"V>f(z)y >0,
tak f je kvazikonvexna.
°* Vz:Vf(z)=0je V2f(x) kladne (semi)definitna

°* Ak Vf(z) #0, tak V2 f(z) je kladne (semi)definitna na
podpriestore V f(x)=+, resp. matica

[ Vif(z) Vf(x)
H(x)_<Vf(x)T 0 )

ma prave jedno zaporné vlastné cislo.
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Silnokonvexné funkcie

Funkcia f : R™ — R sa nazyva silnokonvexna, ak existuje g > 0 tak, ze
Ve #£yaVvie (0,1) plati

fz+ (1= Ny) + BAL = Nllz —ylI* < Af(2) + (1 = A f(y).

° g(z) = BzTz = B|z||2, B> 0je "najslabsia” silnokonvexna
funkcia

® f(x) je silnokonvexna < existuje 8 > 0 tak, ze funkcia
h(z) = f(z) — q(z) je konvexna.

® Ak f(z) silnokonvexna, tak Vo je podurovnova mnozina

Sa ={z | f(z) < of
konvexna a kompaktna.
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Konvexna funkcia

a silnokonvexna funkcia
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Podmienky I. a Il. rAdu pre silnokonvexné funkcie

Funkcia f(x) je silnokonvexna < ak existuje 5 > 0 tak, ze

® (kvadraticka dolna hranica)
f@) = fy) + VI (x—y) +Bllz -yl

® (silnd monotonnost’ - koercivnost’ gradientu)
(V@) = Vi)' (= —y) > 28]z -y

® (spektrum Hessove] matice je vpravo od (3)
Vif(z) = BI
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ZovSeobecnena konvexnost'’

Kuzel' K sa nazyva vlastny ak spliia nasledovné viastnosti:

* K je konvexny;

®* K je uzavrety;

°* Kje"plny"-t.j.int(K) # 0;

* Kjespicaty,t.jx e KAN—2xeK=2=0
Priklad: R%, 8%, Co

Ciasto¢né usporiadanie asociované s kuzel'om K:

r=ky & y—-crel, x<xy < y—=xcint(K)
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Vlastnosti zovSeobecnenych nerovnosti

vlastnost’

=K

<K

Invariantnost’

T kY, UK UV=
T+u=xy-+v

r =gy, a=>0=ar g ay

T =<KclY, U=xUV=
r+u<xy-+v

T <y, a>0=ar < ay

reflexivnost’

T < x

lx Lic @

tranzitivnost’

T KY, Yy k2=
T =Y

T=KY Y=Kz2=
r <K %

antisymetria

TKY, YSIKT=>T =Y

x <x vy, Ju,v dost’ male:
r+u<xy-+v

Ti 2K Yi, VI, Ty = T,Y; — Y
= T Ky
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°* K=RY
zovSeovecnena nerovnost’ je ekvivalentna porovnavaniu
vektorov po zlozkach: z <x y & z; <y; Vi=1,2,...,n
() - n
K=S8"

zovSeovecnena nerovnost’ zodpoveda tzv. Lownerovmu
usporiadaniu symetrickych matic =<

- A = QAQ" < ol - spektrum matice A je zhora ohranicené
konsStantou «

- pre kladne semidefinitné matice nerovnost' 0 < A < B
implikuje napriklad h(A) < h(B), resp. det(A) < det(B)
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ZovSeobecnenie pojmu konvexnosti:

Nech K C R™ je vlastny kuzel’ a <« je prislusna zovSeobecnena
nerovnost’. Potom funkcia f : R — R™ sa nazyva K-konvexna ak
Ve,y € R"a VA € [0, 1] plati

fAz + (1 =A)y) 2 Af(z) + (1 =) f(y).

Priklad: Maticova konvexnost’ Funkcia f : R™ — 8™ sa nhazyva maticovo konvexna ak

fOz+ (1 —=XNy) 2 Af(z) + (1 —XN)f(y).

pre Vz,y € R™ aV\ € [0, 1].

Ekvivalentna definicia: funkcia 27 f(z)z je konvexna Vz € R™. Napr. funkcia
f:R™*™m . 8" f(X) = XX7' je maticovo konvexnd, lebo pre pevné z je funkcia
2T XXTz = || XT2||2 konvexna kvadraticka funkcia.
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