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® Zakladna terminologia

® Formulacia ekvivalentnych uloh

® Lokalne a globalne minimum

®* Podmienky optimality pre diferencovatel’né funkcie

®* Metdda bisekcie na rieSenie kvazikonvexnych uloh

® Zname triedy konvexnej optimalizacie a vzt’ahy medzi nimi
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Uloha konvexného programovania - Standardny tvar

fi(z) :R* = R, i=0,1,...,m - konvexné funkcie
hi(z) : R —= R, i =1,...,p- afinne funkcie.

Ak je fo kvazikonvexna - uloha kvazikonvexného programovania
Mnozina pripustnych rieSeni:

Optimalna hodnota:

p* =inf{fo(x) |z € P} e RUtoo, p" =400 & P =1.
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® Bod z* € P sa nazyva optimalne rieSenie ulohy ak
fo(x*) = p*, resp. fo(x*) < fo(x) Vo € P.

¢ P* - mnozina optimalnych rieSeni - konvexna

® Bod z. € P sa nazyva s-suboptimalne rieSenie ak

fo(ze) < px+e, resp. fo(ze) < fo(z) +¢, Vz eP (> 0).

® Lokalne optimalne rieSenie £ € P ulohy:
dr > 0: f()(ii’) < f()(i)?), Vx € P, ||$ — @HQ <r

Uloha pripustnosti

Najst’ x: filx) <0,i=1,...,m, hi(x)=0,i=1,...,p.

Min 0
fi(x) <0, i=1,...,m
hi(x) =0, i=1,...,p
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Formulacia ekvivalentnych uloh

® Transformacia premennych

Nech ¢ : R™ — R" je bijektivhe zobrazenie. Definujeme
m, Hi(y) = hi(o(y)), i=1,...

Fz(y) — fz(gb(y))? 1 =0,1,..

Uloha (KO) je ekvivalentna tlohe

, 1=1,....m p(E1)

z* je rieSenim (KO) = y* = ¢~ 1(z*) rieSi tlohu (E1)

y* je riesenim (E1) = z* = ¢

(

y*) riesi dlohu (KO)

» P
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Formulacia ekvivalentnych uloh

® Transformacia funkecii
Nech g, Y1, ..., 1, su funkcie R — R s vlastnost’ami:
© g - je rastuca, konvexna
° 4;(u) - neklesajuca, konvexna alebo nerastuca, konkavna
°© Yi(u) <0 & u<0, Vi=1,...,m
Definujeme

fiz) = ¥i(fi(z)), i=0,1,...,m

Uloha (KO) je ekvivalentna tlohe
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Formulacia ekvivalentnych uloh

® Eliminacia linearnych ohrani Ceni
Uvazujme ohraniCenia h;(z) =0, i =1,...,p Vv tvare Az = b kde
A € RPX® € RP.
°© Ak b ¢ S(A) = uloha je nepripusna.
°© Ak b € S(A) = vSeobecné rieSenie systemu Az = b mozno
vyjadrit’ ako F'z + zg, kde xy € R” je nejake rieSenie Ax = b,
F € R"*F (k = n — h(A)) je matica splfiajica S(F) = N(A)
a z € R* je 'ubovolné.

Uloha (KO) je ekvivalentna tlohe

Min  fo(Fz+ o), | (E3)
filFz+x9) <0, 1=1,...,m.
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Formulacia ekvivalentnych uloh

® Zavedenie doplnkovych premennych

° fr(x) <0 — fr(x)+ s =0, s >0

© aby sa zachovala konvexnost’ - f;. predpokladame afinne.

® Epigrafova formulacia

Uloha (KO) je ekvivalentna tlohe

Min t
fO(aj) —t <0,
fi(z) <0, 1 =1,
hi(z) =0, i =1,

.oo7m’

0 (E4)

/
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Formulacia ekvivalentnych uloh

® Postupna optimalizacia

Plati

inf f(x1,x2) = infinf f(x1,z2).

Nech z = (x1,x2) € R™. Uvazujme ulohu
Ming, ¢, fo(z1,22)
fi(x1) <0, i=1,...,m
Ulohu mozno riesit’ v dvoch fazach:
1. Ming, fo(x1,x2) - mOZeme ziskat’ analytické rieSenie x3.

Minajl fO(xlaxé)

2. .
fi(r1) <0, i=1,...,m
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Lokalne a globalne minimum

® Kazdé lokalne minimum ulohy (KO) je aj globalnym minimom
ulohu (KO).

®* Neplati pre ulohy kvazikonvexnej optimalizacie!

KVAZIKONVEXNA FUNKCIA

_

Xglobopt X lokopt
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Prednaska Stvrta: Ulohy konvexnej optimalizacie

Podmienky optimality pre diferencovatel’né funkcie
* ak fy je konvexna a diferencovatel’na, tak
Vo,y, x#y: fo(z) > foly) + Vio(y) (z —y)
® Zz je optimalnym riesenim ulohy (KO) < & € P a plati
Ve e P V(@) (z—-2)>0 (1).

® geometrickd interpretacia : vektor —V f(z) definuje opornu
nadrovinu mnoziny P v bode &
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Konvexné ulohy bez ohrani Ceni Podmienka (1) sa redukuje na

V fo() = 0.

Priklad:
Uloha s kvadratickou funkciou fo(z) = s27 Pz + ¢"z + r. Nutna a

postacujuca podmienka optimality je
Px +q=0.

®* q¢ S(P) - fo Je zdola neohraniCena - rieSenie neexistuje.

°* P> 0 - existuje jediné rieSenie £ = —P~ 4.

® P »0-singularna, q € S(P) - mnozina rieSeni sa da vyjadrit’
ako P* = {—PTq + N(P)}.
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Konvexné ulohy s ohrani Ceniami typu rovnosti

® Podmienka (1) ma tvar
V(@) (x—2)>0, Va: Az =10

® Lubovolné rieSenie systemu Ax = b mozno vyjadrit’ ako
r =&+ N(A). Podmienka (1) ma tvar
V(@) fv=0, Vy: yeNA (Ay=0)
(ked’ze N (A) je podpriestor)

* Plati Vfy(2) € N(A)+ = S(AT). Podmienky optimality pre & sU
teda
Jw e RP : Alw = Vfy(2),
Az =b.
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* ak fy je kvazikonvexna a diferencovatel'na, tak
Va,y, x #y: folz) < fo(y) = Vioy) (z—y) <0

® Uloha kvazikonvexnej optimalizacie :Akz e P a
Ve e P Vf(2)!(z—2) >0,
tak = je optimalne rieSenie.

® Pre konvexné ulohy podmienka V fo(z) = 0 (spolu s
pripustnost’ou) zabezpecuje optimalitu z. Pre kvazikonvexné
ulohy nie!

®* Pre konvexné ulohy mame nutnu a posta cCujucu podmienku,
pre kvazikonvexne tlohy mame len posta cujucu podmienku,
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RieSenie kvazikonvexnych uloh pomocou konvexnych uloh
pripustnosti

Mame ulohu kvazikonvexného programovania

Min  fo(z)
filx) <0, i=1,....m p (KKO)
x =D,

A

/

t.j. funkcia fy je kvazikonvexna a funkcie f; su konvexné (: = 1,...,m).

®* Nech ¢:(z) : R® — R, t € R, je trieda konvexnych funkcii taka, ze

fo(x) <t & ¢s(x) <0.

a pre pevné z je ¢;(x) nerastuca v t.
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* Napr. fo(z) = S22, D(fo) = {z | Tz + f > 0}.

() = cl'e+d— t(eTaz + f)

®* Nech p* je optimalna hodnota ulohy (KKO). Uvazujme ulohu
pripustnosti:

Najst’ x:
oe(x) <0, fi(x) <0,i=1,....m, Ax=02, (UP)

© Ak je uloha pripustna, tak p* < t.
© Ak je uloha nepripustna, tak p* > t¢.

® Predpokladajme, ze tloha (KKO) je pripustna a p* € |a, b].
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METODA BISEKCIE PRE KVAZIKONVEXNE ULOHY

Vstup: a,b, tolerancia .

Opakuj 1.t:=(a+b)/2,

2. RieS ulohu pripustnosti (UP),

3. Ak je (UP) pripustna, b :=t, inak a :=t,
pokiall b—a <e.

Na ziskanie e-presneho rieSenia treba vyriesit’

V= e (7))

konvexnych uloh pripustnosti.
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ZovSeobecnena uloha konvexného programovania:

Min  fo(z)

kde f() : R" — R, fz

K0=R+,K7;QRW,(Z':1,...,

funkcie f;, (i =0,1,...,

Ak su funkcie fy, f1,...

fi(x) 2k, i=1,...,m

Ax = b,

, fm

: R, — R™,

m) su (nejaké) vlastné kuzele

m) su IC;-konvexne.

linearne =

K

RY SY Ky

Uloha

LP SDP SOCP
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Zname triedy konvexnej optimalizacie

® Linearne programovanie
ceR™*, FeR™"™ geR™ AcRP" beRP

\

Min cf'x
Fr<g , (LP)
Ax =0b )

® Kvadratické programovanie
PeSt g R r;eR, j=0,1,...,m, AcRP*" bHcRP
Min z''Pyx+ qfz+ro |

' Pix+qle+r; <0, i=1,....m p (QP)
Axr =b
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®* Programovanie nad kuzel'mi 2. radu
ceR" F, e R"*" g, e R", f,eR" h;eR, 1=14,....mAE

RP*™ b € RP
Min c'x \
Ax =b )

® Semidefinitné programovanie
ceR" F,eS", i=1,....n, GeS", AcRP*" pecRP

. )
Min 'z

Ax =0
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Vzt'ahy medzi niektorymi triedami tloh konvexnej optimal zacie
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Geometrické programovanie
Funkcia f: R}, — R,

f(llf):f(ﬂjl, ZC lealk a2k” a:,ank:7

kdec, >0aa;, €R,i=1,....,n, k=1,..., K, sanazyva
zovSeobecneny kladny polyndbm  (pozindm) stupna K.

Uloha geometrického programovania

Min  fo(z) \
filx) <1, i=1,....,m , (GP)
h](x):]-a ]:]—7 » P y
kde fo, f1,..., fm SU pozinbmy stupna K; a hq, ..., h, sU pozinomy

stupna 1.
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Konvexna formulacia ulohy geometrického programovania

® transforméacia premennych - ¢(x) = (e, ..., e"")
® transformacia funkcii - ¥)(u) = lnu
* file) = S ekt

* hi(x) =d;x7t .o

Min  fo(@) = In (42, edurtoor)
fi(x) = ln(Zk 1ezkx+bzk)§0 i=1,....m ¢ (KGP)
hj(af)—gjﬂﬁ—l—hj:O, J=1...p |

ait = ((aik)1, - -, (@ik)n)s 95 = (Gj1s- - -+ Gjn)s bki = Incy,, by =1nd;,
) 1...
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