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programovani




Prednaska piata: Dualita v konvexnom programovani

Uloha konvexného programovania

Lagrangeova funkcia (prinaleziaca ulohe (P)):
L:R" xR™ x RP — R,

L(x,u,v) = —1—2:1%]‘"z A:I;—b)

u, v - vektory Lagrangeovych multiplikatorov (dualne premenné)

Zrejme VYV € P,Vu > 0 plati
L(LU,U,U) < fO(CE)
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Prednaska piata: Dualita v konvexnom programovani

Lagrangeova dualna funkcia:

G:R™"xRP - R

G(u,v) = inf L(x, u,v) = inf | fo(z) + Z u; fi(x) + v! (Az — b)

Ked'ze Vx € P a Vu > 0 plati

G(u,v) = inf L(z,u,v) < L(Z,u,v) < fo(Z),

tak zrejme
G(u,v) <p*

- dualna funkcia dava dolné ohrani Cenie na optimalnu hodnotu p*
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Lagrangeova dualna uloha:

HlI'adame najlepSie dolné ohranicenie na hodnotu p*:

Max G(u,v)
v >0 (D)

® optimalne rieSenie - (u*,v*) (optimalne Lagrangeove
multiplikatory)

® d* - optimalna hodnota ulohy (D)

* Uloha (D) je vzdy konvexna - bez ohl’'adu na konvexnost’ (P).
® Slaba dualita: d* < p* - plati vzdy

®* p* —d* - optimalna dualna medzera
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Slaterova podmienka a silna dualita

® Silna dualita: d* = p*
® Slaterova podmienka (regularita):  existuje vnutorny bod
mnoziny P
dJr: fi(r)<0,i=1,...m, Ax =0
® staCi zoslabena verzia: ak f1, ..., fi su afinne:
dr: fi(x) <0,i=1,...k, fi(r)<0,i=k+1,...,m Az =10
® Pre ulohy s linearnymi (afinnymi) ohraniceniami sa Slaterova
podmienka rovna poziadavke P # ()

® Veta: Majme ulohu konvexného porgramovania , pre ktoru je
splnena Slaterova podmienka. Potom d* = p*. NavysSe ak
d* > —oo, tak existuje dualne pripustne (u*, v*) tak, ze plati
G(u*,v*) =d* = p*.
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Geometricka interpretacia silnej diality pomocou epigraf oV
Definujme mnozinu A C R™ x RP x R:
A={(r,s,t) | dx: fi(x)<r;, i=1,...,m, Az —b=s, fo(z) <t}

Pomocou tejto mnoziny moézeme vyjadrit’
® hodnotu p* ako p* = inf{t | (0,0,t) € A}
® hodnotu dualnej funkcie G(u, v), pre « > 0 ako
G(u,v) = inf{(@, v, 1)1 (r,s,t) | (r,s,t) € A}

Ak je G(u,v) konecCné, tak vektor (@, v, 1) a hodnota G(u, v) definuju
nevertikalnu opornd nadrovinu mnoziny A, lebo
(@,v, 1)L (r, s,t) > G(1, D)
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Ked'ze (0,0,p*) € cl(A) \ int(A) tak plati
(@, 7,1)1(0,0,p*) = p* > G(@, D).

Silna dualita nastava, ak existuje nevertikalna oporna nadrovina v
bode (0,0, p*).

/

t
A
0
o l\
Priklad. fo(z) = z, f1(x) = 2? — 1. Slaterova podmienka je spinena.

A={(r,s)|Iz:2 <t,z?2 —1 < r}.Vbode (0,p*) = (0, —1) existuje nevertikalna
oporna nadrovina mnoziny A dana vektorom (u*,1) = (%, 1).

-] r
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(0 ) p*} r

Priklad. fo(z) = z, f1(x) = z2. Slaterova podmienka nie je splnena. Mnozina A ma
tvar A = {(r,t) | Iz : = < t,z2 < r}. V bode (0, p*) = (0, 0) existuje len vertikalna
oporna nadrovina mnoziny A. Optimalna hodnota duéalnej alohy je

d* :sup{—ﬁ |u >0} =0=p*

a teda plati silna dualita, avsak dualne optimum sa nedosahuje.
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Ddbkaz vety o silnej dualite

Uvazujeme ulohu (KO), predpokladame platnost’ Slaterovej
podmienky a h(A) = p.

Ak by p* = —o0, tak zo slabej duality mame d* = —cc.
Predpokladajme, Ze p* je konecnha hodnota.

Uvazujme mnoziny

A={(r,s,t)|3x: fi(x) <ryi=1,...,m,Axr — b=s, fo(x) < t},

B=1{(0,0,¢) |3z : ¢ <p*}.

AN B = () = existuje deliaca nadrovina dana vektorom
(@, 0, 1) # Opm4pr1 @ konStantou a € R.
Plati teda

(@, 0, ) (r,s,t) =alr +0ls+ut > a V(r,s,t) € A,

(@, 0,)7(0,0,q9) = pg <o ¥V(0,0,9) € B
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°* Zrejme @ > 0, > 0 - inak by @!'r + ut bolo zdola neohrani¢ené
na A.

®* Teda Vz plati
> iy Uifi(x) + 07 (A —b) + pfo(x) > a > up*

® Pripad p > 0.

Zrejme L(x,u/u,v/p) > p* ateda a

info L(x, @/p, 0/p) = G(@/p, 0/ p) = p*.

Zo slabej duality vyplyva G(a/p, v/u) = p*.
® Pripad u = 0.

Plati > @; fi(z) + o' (Az — b) > 0. Zo Slaterovej podmienky

dostavame @ = 0. Teda plati o2 (Az — b) > 0. Zo Slaterove;

podmienky a predpokladu maximalnej hodnosti A dostavame, ze
to nemoOze nastat’.

(QED)
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t
(r't) ‘

A

(0,p*)
- 'Y

llustracia Slaterovej podmienky a silnej duality.

Mnozina A je vyznacena sivou, mnozina B je polpriamka bez
pocCiatocného bodu (0, p*). Obe mnoziny su konvexné a disjunktné a
teda je mozné ich oddelit’ nadrovinou. Slaterova podmienka zarucuje,
Ze tato nadrovina je nevertikalna.
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Dualita a sedlovy bod Lagrangeovej funkcie

L(x,u,v) = fo(z) + Zuzfz(x) + vl (Ax — b)

sup L(x,u,v) =

u>0,v 00 inak

{fo(x) z €P

® Optimalnu hodnotu ulohy (P) mozno vyjadrit’ ako

p* =inf sup L(x,u,v).

L u>0,v
® Z definicie dualnej funkcie mame

d* = sup inf L(z,u,v).

u>0,0 L
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Dualita a sedlovy bod Lagrangeovej funkcie

Plati vSeobecne:
Ak (z,4,0) € R™ x RT" x RP je sedlovy bod (typu min-max)
Lagrangeovej funkcie t. j.

Ve, u>0, v: L(Z,u,v) < L(Z,4,0) < L(x,0,0),
potom Z je optimalne rieSenie (P) a (u, v) je optimalne rieSenie (D).
Plati pre konvexné ulohy:
Ak je splanena Slaterova podmienka a z € R™ je optimalne rieSenie

(P), tak existuje (u,?) € R x RP take, ze (£, 4, 0) je sedlovy bod (typu
min-max) Lagrangeovej funkcie.

Zrejme potom p* = fo(2) = L(z,4,0) = G(4,0) = d*.
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Kritérium suboptimality

® Kazdy dualne pripusny bod (u,v), u > 0 ndm povie ako
suboptimalny je dany pripusny bod = € P bez toho, aby sme
poznali p*:
fo(x) —p* < fo(x) — G(u,v) :==¢
a tiez interval
p* € [G(u,v), fo(x)], d* €[G(u,v), fo(x)]

® Kritérium pre zastavenie algoritmu:  ak algoritmus generuje
postupnost’ z* € P a (u*, v*),u* > 0, tak podmienka

fo(a*) — G(u*,v*) < e

garantuje, Ze ked’ algoritmus skonci, tak z* je e-suboptimalne.
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Podmienka pre zabezpe cCenie relativnej presnosti ¢, > 0:

Ak
fo(z®) — G(uF, v*)
G(uF, v¥F)

G(Uk,’l)k) > 0, < Erel

alebo
fo(xk) — G(uk,vk)
—fo(xk) — 87"6[7

tak p* # 0 a mame zarucené, ze relativha chyba

f() (Qﬁk) < O,

fo(z®) — p*
|p*|

S Erel -
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Priklad: Dané su body a4, ..., a,,. Ulohou je najst’ elipsoid centrovany
v 0 s €o najmensSim objemom, obsahujuci vSetky body a4, ..., a,.
a2
.a3
2 ;4

a5

a6

* UvaZujme elipsoid £x = {z | 21 Xz < 1}.
* Objem elipsoidu: $mv/det X !

® Konvexna formulacia ulohy:

Min Indet X! | (P)
a;-rXaigl r1=1,....m
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* a! Xa; =tr(Xa;al) =tr(XA;), A; = a;al € St
* XeY =tr(XY) je skalarny sucin na S
® Lagrangeova funkcia:
L(X,u) =Indet X 1 4+ > w;(tr(XA4;) — 1) =

Indet X'+ X o (30" u; A;) —ul'l

@ VXL(X, ’U,) = X1 a4 Z:il w; A;

® Lagrangeova dualna funkcia:

Indet (3" uiA) +n—ull S w;A; =0

—00 inak

G(u) = igl(fL(X, u) = {
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® Pre 'ubovolné u > 0 je hodnota
Indet (327", w;A;) +n—u'l
dolnym ohraniCenim na optimalnu hodnotu p*.

® Dualna uloha;

Max Indet (37, w;A;) +n—u'l
(D)
u > 0,

pricom > . u; A; > 0 je ohraniCenie dané implicitne definicnym
oborom ucelovej funkcie
® Slaterova podmienka
41X > 0: aZTXaZ- <l,:=1,...,m

je vZdy splnend. Staci vziat' X = 21, kde o = max;{||a;[|3}.
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®* Predpokladajme, ze a4, ..., a,, generuju R™ - tloha (P) je
ohranicena
* Z predpokladu tiez vyplyva, ze > 7" aal => 0 A > 0.Z

m

vlastnosti Schurovho doplnku mame, ze X = (3.7, aiai)_l je
pripustné riesenie.
* Pomocou dualnej Glohy uré¢ime Uroven suboptimality X .

® Aby sme ju analyticky urcili, uvazujeme v dualnej ulohe (D)
zUzenie na premenné tl € R™, ¢t > 0.

m

g(t) = G(t1) = Indet (Z Aq;) +nlnt+n—tm

=l

® g(t) je konkdvna, ¢'(t) =0 & t=L1
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® OznaCme @ = --1. Potom
9(;) = G(u) = Indet (301 4i) +nln g

° Dualna medzera G(a) — fo(X) =nln 2

* Teda X je najviac nln Z suboptimalne rieSenie.

®* Pre objem elipsoidu plati
V(Eg) < (n/m)2 V™,

kde V* je objem minimalneho elipsoidu

* Ak m = n, tak dudlna medzera je nulova - X je optimalne
rieSenie !!
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Priklad: Maximalizacia entropie

\

Min  fo(zx) =>,_, x;Inz;
Az <b e (P), D(fo) =R},
1Tz =1

/

* L(z,u,v) =Y ;x;Inx; +ul' (Ax — b) + v(1Tz — 1)

® Dualna uloha

Maz G(u,v)=-blu—v—e 137", e~ (AT u);
u >0 (D)

* Uloha sa déa zjednodusit’ minimalizaciou cez vol'nd premennu v:

Maz  G(u) = —b"u—In (Z?:l 6_(ATU)i) } (D)

u>0
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RieSenie primarnej ulohy pomocou dualnej:

® Ak je splnena Saterova podmienka,
(Fz>0: Az <b, 112 =1)

tak d* = p* a dualne optimum sa nadobuda.
® Nech (u*,v*) je zname rieSenie dualnej tlohy.
® Lagrangeova funkcia

L(z,u*,v*) =" z;lnz; + (u*)T'(Az — b) + v* (112 — 1)
je rydzo konvexna a zdola ohraniCena - jedniné minimum je dané
. = 1—v* —(ATw*),

® z* € P - je to optimalne rieSenie (P)
* z* ¢ P - optimalne rieSenie sa nenadobuda
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Priklad: Konvexné a nekonvexné kvadratické programovanie

® Uvazujme konvexnu kvadraticku ulohu:

Min  fo(x) = xt Agx + ngx + o (P)
fi(l@) =zl Az + 26Tz +¢; <0

kde Ag = 0,41 = 0, bg,b; € R™, ¢g,c1 € R.
® Lagrangeova funckia:

L(z,u) = 21 (Ag + udy)z + 2(bo + uby)' = + (co + ucy)

VeL(x,u) =2(Ag + uAi)x + 2(bg + uby) =0 &

v =—(Ag +uAi) " (by + uby)
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® Dualna funkcia:
G(u) =inf, L(z,u) =
—(bg + uby) ! (Ag +uAi) " (by + uby) + (co + ucy)
® Dualna uloha:

Max —(bo —+ Ubl)T(A() + UAl)_l(bo + Ubl) + (C() + ucl) } (D)
u>0

® Semidefinitna formulacia;

Max t )

co+ucy —t (by + uby)? - > (D)
bo + ubq Ap + u4;
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® Uvazujme nekonvexnu kvadraticku ulohu:

Min  fo(x) = xt Agx + ngx + o (P)
fi(l@) =zl Az + 26Tz +¢; <0

kde Agy, A; % 0, bg,b1 € R™, ¢cg,c1 € R.
® Opat L(z,u) = 21 (Ag + udi)z + 2(bg + uby) T x + (co + ucy)

® AKAg+uA; = 0abyg+ uby € S(A() —|—UA1) tak
xr = —(A() + ’LLAl)T(bO = Ubl),

minimalizuje L(x,u).
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Dualna funkcia:

\—OO

G(u) = inf, L(x,u) =

( (b 4+ ub))T (Ag + uA1) (b + uby) + (co +uct)  Ag +ud; = 0,

bo + uby € S(AO + uAl)

Inak

Dualna uloha;:

Max

—(b() + Ubl)T(A() + ’LLAl)T(b() s ’LLbl) SR (C() F ’LLC1) )

A() +uA1 ~ O,
bo + uby € S(A() +uA1)
u>0
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Zovseobecnenie vety o Schurovom doplnku:

(zi g)ij@fuﬂLCBﬂﬂBtmsgﬂgsm)

° Ak A~ 0tak AT = A=t a S(B) C S(4) je trividlne splnené.
* S(B) C S(A) je ekvivalentné podmienke (I — AAT)B = 0.

* S(B) C §(A) implikuje jednoznacnost’ zovSeobecneného
Schurovho dopinku C — BT ATB.

Plati

I —A'B
0 I

I 0
—BTAT T

A B
BT C

A (I - AA")B
BT(I - AA") C—-BTA'B
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Semidefinitna formulacia tlohy (D):

Max t )
co+ucy —t  (bo+uby)?
< bo + ubq Ag + uA;q >
u>0

=0 » (D)

®* Je to uloha semidefinitha a teda konvexna.

® NavysSe pre kvadratické ulohy (aj nekonvexné) plati silna dualita

za predpokladu splnenia Slaterovej podmienky - v nasom
pripade

3z : 2T Az +2bix +¢; < 0.
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DUALITA A VETY O ALTERNATIVACH

Farkasova lema: Plati prave jedna z alternativ:

I. 3x: Az <0, cl'z<0
II. Jy: Aly4+c=0,y>0

Uvazujme dvojicu dualnych uloh LP:

e T Max 0O |
m coCc X
AL =0 D
<0 } (P) y+e=0 o (D)
y=0 )
Ak system I. je rieSitel'ny, tak p* = —oco = d* (silna dualita) a teda

system Il. nie je riesitel’ny.
Ak system I. nie je rieSitel'ny, tak p* = 0 = d* (lebo je splnena

Slaterova podmienka a dualne optimum sa nadobulda) a teda system
ll. ma& rieSenie.
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Predpokladame: f1,..., f,, sU konvexné ab € S(A).

Plati prave jedna z alternativ:

I. dx: filr) <0,i=1,...,m, Ax = b,
II. FJu>0,u#0: G(u,v) >0,

kde G(u,v) je Lagrangeova duéalna funkcia k tlohe pripustnosti

\

Min 0
fz(x)é())?':]-a y T 0
Ax = b, )
t. j.
G(u,v) = 1anuif7;(x) + vl (Az — b)
i=1

— p. 30/3



Prednaska piata: Dualita v konvexnom programovani

Uvazujme ulohu:

Min s
fi@) <s i=1,....m p (Ps)
Ax = b, )

s optimalnou hodnotou p*. Systéem I. je rieSitel'ny < p* < 0.
Lagrangeova funkcia ulohy (Ps) je

L(z,s,u,v) = s(1 — 1% u) + Zuzfz(x) + vl (Az — b).

1=1

inf L(zx,s,u,v) =
x,s

{G(u,v) 1Ty =1

—00 inak

— p. 31/3



Prednaska piata: Dualita v konvexnom programovani

Dualna uloha;

® Slaterova podmienka je za danych predpokladov spinena = plati
d* = p* a dualne optimum sa nadobuda.

® Ak systém l. nie je rieSitel'ny = p* > 0 = (u*, v*) riesi system II.
® Ak system I. je rieSitel'ny = z vlastnosti funkcie G(u, v) vyplyva
riesitel’nost’ Il.

Podobne sa da ukazat’: ak b € S(A) a optimalna hodnota p* sa
nadobuda, tak plati prave jedna z alternativ:

I. dx: fi(x) <0,i=1,...,m, Ax = b,
II. Fu>0: G(u,v) >0,
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ZovSeobecnené nerovnosti a dualita na priklade semidefinit neho
programovania

DanésubeR”, Aq,...,A,,C eS™. Uvazujme ulohu SDP:

Min bz (P)
D i BAi +C X0

Lagrangeova funkcia:

Lz, Y)=blz+Y e <Zx@A% +C> = in(bi +YeA)+YeC,
1=1 1=1

kdeY e S, apreU,VeS™: UeV =tr(UV).

rE€P,Y =0 = Lz,Y)<buz
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Lagrangeova dualna funkcia:

Ye(C bz—I—YCAZ:O,Z:l,,TL

— 00 inak

G(Y) = il;lfL(x,Y) = {

Slaba dualita: VY = 0: G(Y) < p*
Dualna uloha:

Max Y o(C
Y =0

Slaterova podmienka:

Jx i:xiAi+C'<0

1=1
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