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Mame primarno-dualnu dvojicu uloh:

Min  fo(z)
fz(CC)SO, ’iZl,...,m > (P),
hz($):O, Z_l, oD )

s prislusnou Lagrangeovou funkciou

Max G(u,v)
o

L(z,u,v) = fo(z) + Zuzfz(gj) + Zvihi(gj)a

pricom
G(u,v) = inf L(x,u,v).

X
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KKT (Karush-Kuhn-Tucker) podmienky optimality:
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Ak z* je optimalne rieSenie (P) a (u*,v*) je optimalne rieSenie (D) a
p* = d*, tak zrejme

*

fo(x™) = L(z*, u™,v*) = G(u™,v").

Dosledky:
®* Komplementarita - u; f;(z*) =0, i =1,...,m
® Ak su funkcie fo, f1,..., fm,h1,..., h, diferencovatel'ne, tak z

toho, ze x* minimalizuje L(zx,u*,v*) dostavame, ze

V.L(x* u*,v*) = 0.
Plati pre 'ubovolnt udlohu matematického programovania so silnou
dualitou a diferencovatel’nymi funkciami:
Ak z* a (u*,v*) st optimélne riedenia (P), (D), tak spifiaju systém KKT
podmienok.
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Pre konvexné ulohy s diferencovatel’nymi funkciami plati:
Ak body z* a (u*,v*) splnaju systém KKT podmienok, tak z* je
optimalne pre (P) a (u*,v*) je optimalne pre (D).
Za predpokladu
® konvexnosti ulohy,
* diferencovatel’nosti funkcii fo, f1,..., fm,Ph1,.--, hp
® splnenia Slaterovej podmienky

KKT podmienky su nutnymi aj posta cujucimi podmienkami
optimality.

Vyznam:
® V niektorych pripadoch je mozné analyticky rieSit’ systém KKT
podmienok a ziskat’ optimalne rieSenia.

®* Mnohé algoritmy konvexnej optimalizacie su zalozené na rieSeni
systému KKT podmienok.
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Priklad: "Water filling"

Uvazujme ulohu konvexného programovania:

\

Min =57  In(a; + 2;)
17z =1, > (WF)
x > 0,

kde «; > 0 su dané.

® n komunikacnych (prenosovych) kanalov
® z, - vykon prideleny i-temu kanalu (vo Wattoch)
* In(o; + x;) kapacita prenosového kanala

* Uloha: prerozdelit’ celkovy vykon vysielaca medzi komunikacné
kanaly tak aby sa maximalizovala celkova kapacita.
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Lagrangeova funkcia:
L(z,u,v) = Zlnaz—i—xz)—u r4+v(1tz —1)
1=1

KKT podmienky:
® Pripustnost: 11z =1,z > 0, u > 0;

®* Komplementarita: u;z; =0, 1 =1,...,m,;
* V.L(x,u,v) = —aix' —u; +v =20

Premennu « mozno z podmienok eliminovat’ @ u =v — o ——

® Pripustnost: 17z =1,z >0, v > ——;

®* Komplementarita: z; (v = a_lm) =0,2=1,...,m;
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°* Akv < %takxi:%—ai.

°* Akv > =L, tak z; = 0. Teda

1
xi:max{O,—}, 1=1,....m
v

izn;max{O,%} = 1.

Funkcia vl'avo je po Castiach linearna a rastica v % a teda
rovnica ma jediné rieSenie.

VyrieSenim rovnice vysSie najdeme rieSenie systému KKT
podmienok a teda (ked’ze uloha je konvexna) aj optimalne
rieSenie ulohy (WF) a k nej dualnej ulohy.
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1 2 3 4 j i

"Water filling" metéda: mame nadrz s n réznymi Urovnami, vysSka
kazdej urovne je dana hodnotou «;. Nadrz sa napini vodou, ktorej
celkové mnozstvo je 1. Uroven hladiny je potom rovna optimalnej
hodnote 1/v* a vySka hladiny nad i-tou Grovnou je rovna optimalnej
hodnote x;.
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PERTURBACIA A ANALYZA CITLIVOSTI

Min  fo(x)
fz(gj) Sria ’1::].,...,777,, 0 (P(TVS))
hz X)) = Sq, 1= ) » P )

* r. > 0 - relaxacia i-teho ohranicenia
® r. <0 -zUzenie/stesnenie i-teho ohranicenia
® Optimalna hodnota perturbovanej ulohy (P(r,s)):

p*(r,5) = inf{ fo() | fi(@) <rii=1,....m, hi(x) =s0,i=1,...,p}

® p*(0,0) =p"
* Ak je (P) konvexna uloha, tak p*(r, s) je konvexna funkcia (r, s)
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Predpokladajme, ze pre neperturbovanu ulohu plati d* = p* a dualne
optimum sa nadobuda. Nech (u*, v*) je optimalne rieSenie duélnej
ulohy k neperturbovanej primarnej tlohe. Potom plati:

p*(r,s) = p*(0,0) — (u*)"r — (v*)"s

Désledky:

* Akje u! velké a zvolime r; < 0, tak hodnota p*(r, s) prudko
vzrastie.

* Ak je v} vel’ke a kladné a zvolime s; < 0 alebo ak je v} vel'ké a
zaporne a zvolime s; > 0, tak hodnota p*(r, s) prudko vzrastie.

* Ak je uy malé a zvolime r; > 0, tak hodnota p*(r, s) priliS
neklesne.

® Ak je v malé a kladné a zvolime s; > 0 alebo ak je v} male a
zaporne a zvolime s; < 0, tak hodnota p*(r, s) priliS neklesne.
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Min  fo(z)
fi(z) <r

p*(r)

p*(0)-urr

Optimalna hodnota p*(r) perturbovanej konvexnej ulohy s jedinym
ohraniCenim f;(x) < r je konvexnou funkciou r. Afinna funkcia
p*(0) — u*r je dolnym ohraniCenim na funkciu p*(r).
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Lokalna analyza citlivosti
* Predpokladajme, ze p*(r, s) je diferencovatel'nav r =0,s = 0.
® Polozme r = te;, s = 0. Potom

p* (tei aO)_p* (070) S ap* (OaO)
t o (97"7;

liHlt—>0

® Pret>0mame

p* (tes,0)=p"(0,0) - _,
t — 7

®* Pret < 0mame
p*(te;,0)—p™(0,0)

sk
f < —U;
®* Teda
“or Wi
® Analogicky dostaneme
ap*(070) — ¥k
887; o ,U'if
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Teda plati:

k *

op*(0,0) op*(0,0)
87“1' B 832 -

Ak z* je optimalne rieSenie (P):

* fi(z*) < 0 - neaktivne ohranienie, u* = 0

* fi(z*) = 0 - aktivne ohranicenie -

° wuf malé - uvol'nenie / zdzenie i-teho ohraniCenia nema vel'ky
vplyv na p*.

© wu} vel'ke - uvol'nenie / zuzenie i-teho ohraniCenia ma vel'ky
vplyv na p*.
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