Prednaska 6sma: Metody vnutorneho bodu

Konvexna optimalizacia
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Prednaska 6sma: Metody vnutorneho bodu

Uvazujme ulohu konvexného programovania

Min  fo(z)
fix Soa 7’:17 y 1T (P)
Ax = b,
Predpoklady:
® Funkcie fy, f1,..., fm SU dvakrat spojito diferencovatel’né.

* Uloha (P) ma optimalne rieSenie z*.

* Plati Slaterova podmienka, t. j. existuje bod z° € R™ taky, ze

Az’ =b, | fi(2°) <0,i=1,...,m.
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Prednaska 6sma: Metody vnutorneho bodu

Predpoklady zabezpecuju, Ze existuje optimalne rieSenie
(u*,v*) € R™ x RP dualnej tlohy, ktoré spolu s x* splfa systém KKT
podmienok:
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Metody vnutorného bodu riesia ulohu (P), resp. system KKT
aplikovanim Newtonovej metddy na

1. postupnost’ parametrizovanych uloh (neohraniCenych alebo s

ohranic¢eniami typu rovnosti) — barérové metddy vnutorného
bodu,

resp.

2. postupnost’ perturbovanych (modifikovanych) systémov KKT
podmienok — primarno-dualne metédy vnutorného bodu

ZovSeobecnené ulohy konvexného programovania (SDP, SOCP) sa
rieSia zovseobecnenymi metedami vnutorného bodu.
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Logaritmick& bariéra a centralna trajektoria
Ekvivalentna formulacia ulohy (P):

Min  fo(x) + >0, I(fi(z))
Ax = b,

t<

oo t>0

(PT)

* Uloha (PI) nema diferencovatel’nt tcelova funkciu - Newtonova

metoda sa neda aplikovat'.

® Funkcia I sa aproximuje diferencovatel’nou funkciou

B(t) = —% In(—t), kde p > 0 je parameter, ktory urCuje presnost’

aproximacie.
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)

!
0.5

o+

% 25 2 15 1 -0s
Aproximéacie funkcie I pre hodnoty 1 = £, 1, 5,1,2,4.

Aproximacia ulohy (P):

Min  fo(x) — 52211 In(—fi(x))
Ax = b,

(PA)
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Funkcia

1
B:R__ =R,  B(t)=—-1In(-t)
L4

ma vlastnosti:
® lim;_,o_ B(t) =+
® B'(t) > 0 (rastuca)
* B"(t) > 0 (konvexna)

Funkcia

s definicnym oborom D(¢) = {z | fi(z) < 0,7 =1,...,m} sa nazyva
logaritmicka bariéra.
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Prednaska 6sma: Metody vnutorného bodu

Logaritmick& bariéra pre ohranicenie z < 0.
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Prednaska 6sma: Metody vnutorneho bodu

® Bez ohl'adu na hodnotu parametra . > 0 hodnota logaritmicke;
bariéry prudko rastie pre f;(x) — O.

® Uloha (PA) je len aproximaciou Ulohy (P1), ale pre zvac3ujlce sa
hodnoty parametra p sa uloha (PA) stale viac podoba na (PI).

® Pre velké hodnoty 1 je vSak vel’'mi narocné minimalizovat’
funkciu fo(x) + %qb(:r;) Newtonovou metddou - je potrebny dobry

Startovaci bod.

®* Myslienka MVB: RieSi sa postupnost’ parametrizovanych uloh
(PA) pre postupne vacsie hodnoty parametra i, priCom Startovaci
bod pre Newtonovu metodu je optimalne rieSenie ulohy pre
predchadzajucu hodnotu parametra .
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Centralna trajektoria
RieSme ulohu (PA) v tvare

Min  pfo(x) + ()

PB
Ax = b, (PB)

Predpokladame, ze sa uloha da rieSit’ Newtonovou metodou a ze
Vi > 0 méa jediné rieSenie x*(u).
Centralna trajektoria prinaleziaca ulohe (PB) je mnozina

c(p) = {="(p) | p > 0}.

Body x*(u) splfaju (nutné a postacujuce) podmienky optimality
° Ax*(pu) =0b, fi(x*(p)) <0,i=1,....m

* I ERP: pVfo(z*(u) + Vo(a*(u) + AT9 = 0.

— p. 10/26
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Kazdy bod centralnej trajektorie urcuje dualne pripustny bod
(pbvodnej tlohy) a teda aj dolné ohraniCenie na hodnotu p*:

* . 1 j —
R T E ) N

., M, v () =
Zrejme u*(u) > 0. NavySe z podmienok optimality (vysSie) vyplyva, ze
x* () je minimom Lagrangeovej funkcie L(x, u,v) tlohy (P) pre
u=u"(p),v="0"(p).

Duélna funkcia splna:

G(u*(p), v (1)) =

fola™ (1)) 422521 wi () fi@™ () + (0™ (1) (Az™ (1) —b) = fola* (1)) =%

Dualna medzera pre z*(u), u*(u), v*(u) je =

Tk
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Bariérova metdda

Bod z* (1) je najviac m suboptimalny.

Teda e-optimalne rieSenie ulohy (P) by sme mohli nakst’
vyrieSenim ulohy

Min 2 fo(z) + ¢(x)
Ax = b.

Tato metdda funguje len pre malé rozmery m, dobry Startovaci
bod a nie vel’'mi vysoku presnost’.

Jednoduché rozSirenie tejto metody:  rieSi sa postupnost’ uloh
typu (PB) pre rastice hodnoty parametra u, pricom posledné
najdené optimalne rieSenie sluzi ako Startovaci bod pre
nasledujlcu ulohu.

Fiacco, McCormick -1960' - SUMT
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Algoritmus bariérovej metody

Vstup: 2% € P - vnutorny bod, = p(0) > 0,
B > 1 - koeficient rastu parametra v,
tolerancia .

Opakuj 1. (Centrujuci krok.) Ries ulohu
Min  pfo(z) + ¢(x)
Axr =b
Newtonovou metdédou so Startovacim bodom z° a najdi
optimalne rieSenie x*(u).
2. 20 = z*(u).
3. Ak m/u < e — KONIEC.
4. p = Bp.
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Presnost’ centrujuceho kroku
® Nie je nutné poci tat’ presné rieSenie x*(u).

® Prislusné u*(u), v*(p) vSak potom nie su dualne pripustné (riesi
sa korekciou definujucich vzt'ahov)

® Vypocet vel’'mi preného rieSenia vyzaduje len niekol’ko
Newtonovych iteracii navyse - mézeme uvazovat' presné
riesenia.

Vyber ( (koeficient rastu parametra u)

* Ak je g malé (= 1) - maly pocCet vnutornych (Newtonovych)
iteracii, vel’ky pocCet vonkasich iteracii (centrujucich krokov).

®* Ak je g vel'ke - vel'a vnutornych (Newtonovych) iteracii, maly
pocCet vonkasich iteracii (centrujucich krokov).

® V praxi g € [10, 20].
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Vyber p(0)
* Ak je zname nejaké dudlne pripustné riesenie (u°,1°%) a
v = fo(z®) — G(u®,v°) je prislusna dualna medzera, tak méZzeme
vziat' u(0) = m/v.
® RieSi sa minimalizaCcna uloha
Min, ||V fo(z°) + Vé(2°) + ATl
Analyza konvergencie
* RieSime postupnost’ tloh (PB) pre = 1(0), Bu(0), 321(0), . . ..
® Dualna medzera po k centrujucich krokoch je teda 310 (0)
® e-presne riesenie teda dostaneme po

In —sﬁo)
In 5

krokoch.
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Newtonova metoda pre ulohy s ohrani Ceniami Ax =b
Majme ulohu

PO:Ax=b, v :VF(z)+ Atv=0
Ax =10

V okoli z funkciu F' aproximujeme Taylorovym polynédmom 2. radu:

Min F(x+s)=F(z)+VF(x)Ts+ 2sTV2F(z)s
A(x+s)=0b

Podmienky optimality:

V2iF(z) AT
A 0

Jw : (SNM)
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Algoritmus Newtonove] metody

Vstup:  Startovaci bod: x : Az =b
Tolerancia € > 0.

Opakuj 1. Vypocitaj gradient VF(z) a Hessovu maticu V2F(x)
2. UkoncCovacie kritérium: ak v(z) < £ - KONIEC
3. RieS systém podmienok optimality (SNM),
najdi Newtonov krok s = Anyg
4. Ur€i dizku kroku X
5.2 =2+ A\NA\nNK
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Ukon Covacie kritérium
* v(z) =[[VF(2)]2
° Alternativne: v(z) = s AL (V2F(2))"*Ank, v tomto pripade je
v(x) odhadom hodnoty F'(x) — p* zaloZzenej na kvadraticke]
aproximacii F, t. j.

v(z) = F(z) —inf{F(z +s) | A(x + s) = b}.

DiZzka kroku
® KonsStantny krok A =1
® Optimalny krok A = arg min; F(x 4+ tAnpr)
® Priblizne optimalny krok.
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Uvazujme opat’ ulohu

Min pfo(z) + ¢(x)
Ax = b,

System (SNM) pre hl’'adanie Newtonovskeho smeru ma tvar

(PB)

uV2fo(z) + Vig(z) AT
A 0

w

A ]

— ¥ folx) + V() ]
0

resp. v oznaceni

g=Vfo(z)+ %qu(x), H = V?fy(z) + %V%ﬁ(w)

)

uH AY
A 0
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Bod z = z*(p), u = u*(p), v = v*(u) splia systém modifikovanych
KKT podmienok:

°® Az =b»
®* Vio(z)+ > w;Vfi(x)+ ATv =0
* —wuifile)y=1/p, i=1,...,m

resp. po dosadeni z poslednej podmienky:

V fo(x _I—Z_M}z( )sz( r) + Atv = Vfo(x) + ng( )+ Atv =0, Az =b

1=1

CO je systém n + p rovnic s n + p neznamymi.
Pripominame:

* Vo(z) =X, —p Vi(@),
* Vi¢(e) = LI 7:tp VAEVAE)T - ik 7k V2 ile).
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Prednaska 6sma: Metody vnutorneho bodu

RieSme systém modifikovanych KKT Newtonovou metodou:

1
Vfo(x +a) + ;qu(x +5)+ Atv ~

Vfolz) + %Vcb(:v) 1 ATy + V2 fo(a)s + %v%(:c)s —0,

Alx+s)—b=Ax —b+ As = As =0,
Co je ekvivalentné
Hs+ Atv=—g, As=0.
Newtonov smer A s @ w vV centrujucom kroku barierovej metody
splfaju:
pHAN + AMw = —pg, AAny =0.

Plati vzt'ah: s = Ay, v =w/p.
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Prednaska 6sma: Metody vnutorneho bodu

Primarno dualne metody vnutorného bodu

®* Na rozdiel od bariérovych metdd v algoritme nerozliSujeme
vonkajSie a vnutorne iteracie.

®* Newtonova metdda sa apolikuje na system modifikovanych KKT

podmienok.

® [teracie nune negeneruju pripustne body.

Pre p > 0 definujme systém

r(x,u,v) =
| fi()

kde f(z) = :
L fm()

D
rc
rp

Ax — b

 Vii(z)T

] V fm(z)?

[ Vfo(z)+ Df(z)Tu+ ATv |
—diag(u) f(x) — il
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Ak (z,u,v) splhia systém r(z, u,v) = 0, tak
r=z*(u),u =u*(u),v=ov"(u) adualna medzera je rovna m/p.
Oznactme y = (z,u,v) a Ay = (Az, Au, Av) a rieSme systém
r(y) = r(x,u,v) = 0 Newtonovou metodou:

r(y + Ay) = r(y) + Dr(y)Ay = 0,
t.).

- V2fo(x) + X0, wiVifi(z)  Df@x)T AT || Az D |
—diag(u)D f(x) —diag(f(x)) O Au | =—1| re | (PD)
] A 0 0 || Av | TP |

RieSenie Ay = (Ax, Au, Av) systému (PD) sa nazyva primarno
dualny smer .

Néhradna dualna medzera n = —f(z)'u=m/pu.
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Algoritmus primarno-dualnej metddy vnatorneho bodu

Vstup: 2 € P - vnitorny bod, u > 0, v,

Tolerancie ep > 0,0 > 0, faktor redukcie 5 > 0.

Opakuj 1.pu=pm/n
2. RieS systém (PD) a najdi Ay.
3. Ur&i dizku kroku .
4. y=y+ Ay

pokiall  ||rp|| <ep, ||rp|| <ep, n < eo.

— D.

24/26



Prednaska 6sma: Metody vnutorneho bodu

Samokonkordantnost’

Predpoklady pre konvergenciu Newtonove] metody z prednasky z
Nelineadrneho programovania:

® F ma spojite 2. parcialne derivacie
® Lipschitzovskost’ Hessove] matice: 4L > 0 : Vux, y:

IV2F(z) = V2E(y)ll2 < Lilz — yll2
® EXistuje ostré lokalne minimum z funkcie F'.

Pocet iteracii na dosiahnutie e-presného riesenia zavisi od neznamych
konstant L, \,.:» (V?(2), ktoré navySe nie su Skalovo invariantné.
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V r. 1994 Nesterov a Nemirovski vyriesili tento problém a "nahradny"
predpoklad nazvali samokonkordantnost’:

Definicia: Konvexna funkcia f : R — R sa nazyva
samokonkordantna , ak Vx € R plati

Mloo

1)) < 2" (@)},

Funkcia g : R™ — R sa nazyva samokonkordantna, ak kazdé je;
zUzenie na priamku je samokonkordantna funkcia, t. j. ak pre kazdé
x,y € R™ je funkcia

(SK)

fR—=R,  [f(@t)=g(z+ty)

samokonkordantna v zmysle (SK).
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