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Uvod

Mikroekondémiu moézeme charakterizovat ako tedriu raciondlneho spréavania elementarnych
ekonomickych subjektov (agents; firma, spotrebitel) v trhovom prostredi a z neho vychadzajucich
zaverov pre spravanie ekonomiky ako celku. Na rozdiel od makroekondémie, ktora ekonomicka
tedria poznd mé viacero pohladov (klasicky, keynesovsky, ...), je mikroekonémia viac-menej
jednotna a vychadza z klasickej tedrie.

Mikroekondmia je tedria a dava skor urcity kvalitativny, filozoficky pohlad na ekondémiu
nez praktické ¢iselné navody pre rozhodovanie v konkrétnych situaciach. O to prekvapujice-
jSie je, Ze sa Staty v svojej hospodarskej politike nezriedka dopustaji hrubych prehreskov voci
elementarnym mikroekonomickym principom s velmi Skodlivymi doésledkami pre nimi riadent
ekonomiku.

Ako vsetky tedrie, aj mikroekonémia je zalozend na urcitych idealizovanych predpokladoch,
ktoré v skutocnosti nie st iplne splnené. Uz samotny zakladny predpoklad racionality plati iba
obmedzene. Napriklad, vyrobcovia sa ¢asto reklamou snazia racionalitu spotrebitela potlacit, o
mikroekonomické tedria neberie do vahy.

Vzhladom na obmedzenost rozsahu predmetu, a to ze doraz budeme klast na rozvoj eko-
nomického myslenia, dovolime si obcas Gstupky voc¢i matematickej rigordznosti.

V zékladnej tedrii delime ekonomické subjekty na dva typy: vyrobcu (firmu) a spotrebitela.
Tymto dvom typom ES budi postupne venované prvé dve kapitoly. V dalsich kapitolach potom
z elementarnych tedrii o racionalnom spravani tychto subjektov vyvodime zakonitosti o spravani
trhu ako celku. Napokon sa budeme venovat aj otdzke racionalneho rozhodovania v pripade, Ze
dosledky rozhodnuti s neisté.



1 Technolégie a produkéna funkcia

1.1 Teodria firmy

Firmu si predstavujeme ako ,¢iernu skrinku“ s m vystupami (produktami) a n vstupmi (fak-
tormi). Abstrahujeme od materidlnej stranky produktov, faktorov a produkéného procesu.
Obmedzime sa na pripad jedného produktu (m = 1), v ktorom je tedria uplnejsia a vypovedne-
jsia.

n vstupov vystup (produkt)
(faktorov) : ’
Obr. 1.
Oznac¢ime x = (x1, ..., ,) vektor faktorov, ekonomicky zmysel budd mat iba vektory x € R’

t.j. spliiajace z; > 0 pre 1 <i < n. Ak z; < &; pre 1 < i < n, budeme pisat = < 7.

Ako priklad uvedme povedzme hydinova farmu, kde faktormi st pracovna sila, energia (ktorou
moze byt alternativne elektrina, alebo plyn), krmivo, atd., produktom st kurcéata (ale pripadne
aj externality — hnojivo).

Zvolme c¢asovu jednotku. Technoldgiou nazveme vektor z = (x1,...,2n,y) € RT’l, kde
x1,-...,Ty, interpretujeme ako objemy spotreby faktorov a y ako objem vyroby za zvolenu jed-
notku casu.

Firmu charakterizujeme mnoZinou moznych technoldgii Y C RZLFH. Jej body (x,y) =
(x1,...,2n,y) interpretujeme tak, ze mnozstvo produktu y moze firma za fixovani jednotku
¢asu vyrobit pri spotrebe faktorov (z1,...,zy).

Od mnoziny moznych technoldgii (kratsie technologickej mnoziny) ziadame splnenie niekolkych
axiém, CiastoCne prirodzenych a ¢iasto¢ne technickych.

Axioémy technologickej mnoZiny:

Y1: (2,0) € Y pre vietky x € R"}

Y2: (0,y) €Y vyplyvay =0

Y3: Z (z,y) €Y aZ > x vyplyva (Z,y) €Y
Y4: Y je konvexna a uzavreta.

Interpretacia axiomov:

Y1: Nulové mnozstvo sa d4 vyrobif pri akychkolvek mnozstvéach faktorov.

Y2: S nulovymi mnoZstvami faktorov sa nedéa vyrobit kladné mnozZstvo produktu.

Y3: Ak sa zmenia faktory bez toho, Ze by sa objem niektorého z nich znizil, d&4 sa vyrobit
rovnaky objem produktu.

Y4: Uzavretost je vyslovene matematicko-technickd zalezitost; konvexita je zdévodnend takto:
Nech (z,y), (Z,7) st technoldgie z Y. Za diel a € [0,1] ¢asovej jednotky by sa malo tech-
nolégou x vyrobit aspori ay produktu, rovnako to plati o technolégii 2. To znadi, Ze ak sa
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diel a € [0, 1] ¢asovej jednotky vyrdba technolégiou x a zvySok ¢asu technolégiou Z, za jed-
notku ¢asu by sa malo vyrobit aspon ay+ (1 —a)y produktu. Faktorov sa pritom spotrebuje
ar + (1 — a)Z. Plati teda

(az+(1—a)Z, ay+ (1 —a)y) €Y,
¢o znamena, ze Y je konvexna.

Poznamky.
1. 7Z hladiska modelovania reality maju axiémy rozli¢né nedostatky — napriklad neobmedzenti
delitelnost objemov produktov alebo faktorov.
2. V literatire sa vyskytuje viacero axiomatik, st vsak ekvivalenetné.
3. Predpoklad 2 € R} v Y1 sme urobili pre zjednodusenie, je ho mozno pozmenit na z € X,
kde X € R} je konvexny uzavrety kuzel.

Nech Y je technologickd mnozina. Jej produkcnou funkciou f : R} — R nazyvame funkciu

flz)=suply: (z,y) €Y} (=max{y: (z,y) €Y}

(V8imnime si, ze vzhladom na uzavretost Y mozno supremum nahradif maximom.)

Veta 1.1 (vlastnosti produkénej funkcie).

f je definovand a konkdvna

f(0) =0, f(x) > 0 pre vietky x € R’}

Ak & > x potom f(Z) > f(z)

Ak f(xo) > 0 pre nejaké xg, potom f(x) > 0 pre kaZdé x € int R",

Ak f spliia £f1-f3, potom mnoZina Y = {(z,y) : ¢ € R?, 0 <y < f(x)} je technologickou
mnozinou.

Dokaz. Aby sme dokéazali, Ze f je definovana, musime ukazaf, ze pre kazdé = € RY je
sup{y : (z,y) € Y} < 0.

Predpokladajme, ze by to nebolo pravda, t.j. existovalo by € R"} a postupnost {y,} — oo
takd, ze (z,yn) € Y. Z Y1 a Y4 by potom vyplynulo, Ze (x/yn,1) € Y pre kazdé n. Z y,, — oo
ale vyplyva (z/yn,1) — (0,1) a vzhladom na uzavretost Y (vlastnost Y4) aj (0,1) € Y, ¢o je
spor s Y2.

Konkévnost f vyplyva bezprostredne z konvexnosti Y. Vlastnost f2 vyplyva z Y1 a Y2, f3
vyplyva z Y3 a f4 z Y4. Detaily dokazu sa prenechavaja citatelovi ako cvicenie, f5 sa dokazuje
jednoduchym overenim vlastnosti. ([l

Vzhladom na f5 moZeme firmu plne charakterizovat produkénou funkciou, ¢o aj v dalSom
budeme robit.

Pre produkéné funkcie sa zavadza nasledovna terminoldgia: ak pre kazdé v > 1 plati:
f(yz) > vf(x), hovorime, Ze firma m4 rastiice vynosy z rozsahu.
f(yz) < vf(z), firma ma klesajice vynosy z rozsahu.
f(yz) = vf(x), firma mé konstantné vynosy z rozsahu.
Poznamnajme, Ze produkéné funkcia s rastiicimi vynosmi z rozsahu nemdze byt konkévnou a nie
je teda konzistentna s vlastnostou f1; na takéto neddslednosti sa mikroekonémii treba pripravit.
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1.2 Izokvanty

Hladina trovne funkcie f,

I.={(z1,...,20) : f(x1,...,2,) =}

sa nazyva izokvantou. Ocakévame, Ze by to mala byt nadplocha dimenzie n — 1. To je pravda
napriklad vtedy, ak
e f je C! (spojite diferencovatelna)

of

o f pre kazdé 2° € I, existuje i také, ze 3 (%) # 0.
T
Potom totiZ z vety o implicitnej funkcii vyplyva, Ze lokalne v okoli 2" existuje jedina funkcia
z; = p(r_;) (kde x—; = (z1,. .., Tio1, Tit1,...,Ty)) takd, 20 = o(2°,) a f(z1,...,2,) = c prave

vtedy, ak z; = o(x_;).

Pre izokvanty plati:

a) Pre kazdé cop > 0 je Jo, = U
ak cg > 0.

b) Hovorime, Ze produkéna funkcia f je ostro monotonna, ak z x > Z, x # & vyplyva
f(x) > f(z). Ak x,z € I. a T_; > x_;, potom Z; < x;. Dokaz sa prenechava ¢itatelovi ako
cvicenie.

Z toho vyplyva, ze ak su splnené predpoklady b), izokvanty I. st v pripade n = 2 grafy
klesajucich konvexnych funkcii.

Technickou mierou substitiucie (technical rate of substitution) (T'RS);; medzi faktormi 4, j
nazyvame zaporne vzaty lokalne limitny (hraniény) objem faktoru j, ktorym musime nahradit
jednotku faktora ¢, aby sme udrzali mnozstvo produktu na rovnakej trovni.

Ak takéto mnozstvo oznac¢ime z; = ¢)(x;) mé teda platit

esep le CRY ={z: f(z) > o} konvexnd mnozina a 0 ¢ Jq,

flry, . ooz + Az, oo 0 (x + Axy),...) =c.
Ak f je C', rozvojom do Taylorovho radu dostavame

gjl (x)Ax; + i(m)wl(m’i)Ami +9(Ax;) = c = f(x),

kde lim = 0. Pre Axz; — 0 dostaneme
Az;—0 Awl
of
, 5y (@)
) = — N 9%
(TRS)’L]('I) =—7 (551) = of

5 @)
(ak 2L (x) # 0).

Technickd miera substittcie predstavuje citlivost zmeny faktora j na zmenu faktora ¢ pri
dodrzani objemu vyroby. (Vo vSeobecnosti, ak y = f(z1,...,x,) je lubovolna funkcia, citlivost
¥ na zmenu premennej x; v bode x meriame parcidlnou derivaciou %(‘T))

Slabinou pojmu citlivosti je, Ze zavisi od volby jednotiek, v ktorych meriame premenné x; a
y. Preto sa zavaddza bezrozmernd elasticita. Je to hrani¢ny podiel zmeny y a zmeny x;, ak za
jednotky vezmeme ich aktualne velkosti, teda

of T;
Gl
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V pripade izokvant sa zavadza elasticita substiticie. Definuje sa za predpokladu striktnej
konvexnosti zavislosti z; od z; pozdlz izokvanty pri ostatngch faktoroch fixnjch. Vtedy je totiz
TRS;j pozdlz izokvanty ostro rastiicou funkciou z;, mozno fou teda izokvantu parametrizovat.
Elasticita substiticie o;; sa definuje ako elasticita zavislosti podielu z;/x; od TRS;j, teda

o
d (97]> TRS;j
—.
d(TRS;;) =

O‘z'j =

Flasticita substiticie nie je teda elasticitou funkcie TRS;j(x;) v zmysle, v akom sa elasticita
chdpe vo vsetkijch ostatnych pripadoch!

1.3 Priklady technologii a produkénych funkcii

1. Empiricka produkéna funkcia
V R} médme danych N bodov ) j=1,..., N, pre ktoré zistime f(a:(j)). Ak plati

f(z®) > sup { Z)\jf(:c(j)) c 2 = Z)\jaz(j), Z)\j =1, \; > 0}
J J

F(@D)) > f(z®) ak 20) > 20

potom mozeme definovat f(0) =0 a
f(x) =sup { Z)\jf(a:(j)) 2l = Z)\jx(j), Z)\j =1, \; > O}.
J J

Vsimnime, si ze tato produkéna funkcia nie je definované na celom R”, ale iba na konvexnej
obélke bodov (" a bodu 0. Nie je diferencovateln4, je konkévna, nie vSak ostro.

2. Cobbova-Douglasova produkéna funkcia
n
f(z) = cHx;-”, a>0, Zai <1
‘ i=1
3. Funkcia s konstantou elasticitou

f@) = [iewf)}

4. Produkéna funkcia dokonale zamenitelnych faktorov

=

f(x):g(awl—l—---—i—anxn), ai>0,

kde g je rasttica konkdvna. Jednotkové mnozstvo faktora moézeme nahradif pevne danym mnoz-
stvom iného faktora, ktoré nezavisi od bodu, v ktorom sa nachadzame:

(TRS),;(z) = g’(x)ai‘ o

(typicka napriklad pre rozliéné zdroje energie).
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€2

c/as
flx1,22) =c¢

T

c/ay

Obr. 2. Izokvanta produkénej funkcie dokonale zamenitelnych faktorov.

5. Produkéna funkcia dokonale komplementarnych faktorov (Leontieffova)
f(z) =min{aix1,...,anxs}, a; >0

Napriklad beton: aby sme vyrobili urc¢ité mnozZstvo, potrebujeme uréité mnozstva vody, cementu
a piesku, ktoré nemozno jedno druhym nahradif; podobne je to s vodou a pracim praskom pri
prani, alebo vodou, vajickami a mukou pri ceste na halusky atd.

Leontieffova produkénd funkcia nie je diferencovatelna. Pre izokvanty plati
I. = {x Ty > a£ pre vSetky ¢ a x; = a£ pre aspon jedno 7,}

(2 K

2 f(z1,22) =y

ylaz | — ‘ f(1,22) =y

I

y/a

Obr. 3. Izokvanta producknej funkcie dokonale komplementarnych faktorov.

Vsimnime si, ze pre dokonale zamenitelné a dokonale komplementérne statky nie si mnoziny
Je ostro konvexné (mnozinu J nazyvame ostro konvexnou, ak z z, & € J vyplyva az+ (1 — )z €
int J pre kazdé 0 < a < 1. Limitné vztahy medzi produkénymi funkciami st podrobne spracované
v [12].

1.4 Racionalne spravanie firmy, rovnovaha kompetitivnej firmy

Za racionalne spravanie firmy povazujeme jej snahu maximalizovat svoj zisk. Predpokladame
pritom, Ze pracuje v kompetitivnom prostredi: mé tak vela konkuren¢nych firiem, Ze jej spravanie
na trhu neovplyvni cenu produktu a faktorov. PovaZujeme ich za erxogénne premenné.
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Oznacime:

p — cenu za jednotku produktu y

w; — cenu jednotkového mnozZstva faktora .
Potom zisk pri technoldgii (x,y) je

n
py — Y wizi = py — (w, x)
=1

a maximalny mozny zisk pri danej spotrebe faktorov z je
I(z) = max{py — (w,2) : (z,y) € Y} = pf(z) — (w, z). (1.1)
Matematické vyjadrenie uloh racionalneho rozhodovania firmy je teda takéto:

Najst = € R" také, ze II(2) = max II(z).
z€RY

Uloha (1.1) vo v8eobecnosti nemusi maf rieSenie, ale ak ho ma a ak je f striktne konkévna, po-
tom je toto rieSenie jediné. Pripometime si, Ze postacujiicou podmienkou pre striktnii konkdvnost
f je zaporné definitnost Hessianu D?f(z) funkcie f vo vietkych x € R%. Ak f je C! a

i € int R7,
potom pre vSetky ¢ plati
o1l , . of .
oz, () =0, teda p(‘?mi () = w;, (1.2)
vo vektorovom zapise
pd f(2) = w.

Riesenie ulohy (1.1) povazujeme za rovnovdhu kompetitivnej firmy — pretoze ak x = &, firma
nemé dovod objem vyroby menit.

Y

\
?
T
Obr. 4. Rovnovaha kompetitivnej firmy s jednym vstupom a jednym vystupom.

Podmienku (1.2) teraz moézeme sformulovat takto:

Veta 1.2. Vo wvnatornej kompetitivnej rovnovahe je hraniény produkt vzhladom na kaZdy
z faktorov umerny jeho cene.

Pripad jedného faktora je znazorneny na Obr. 4 (hrani¢ny produkt je dotycnicou ku grafu
produkénej funkcie).
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1.5 Minimalizacia nakladov a nakladova funkcia

Ulohu maximalizacie zisku mézeme rozdelit na dva stupne:

e tlohu minimalizéicie nakladov pri danej hladine vyroby

e urcenie objemu vyroby, pri ktorej je zisk rovny rozdielu prijmu a minimalnych nakladov

najvacsi.

Prvej z iloh, teda minimalizécii ndkladov pri danom objeme vyroby sa budeme venovat. Druhej
z nich, teda hladaniu objemu vyroby, maximalizujiceho zisk bude venovany odsek 1.7.
Riesime teda tlohu:

Dané je y (a w # 0), hladame = = 2(y) (= z(y,w)) také, ze f(z) >y a

(w,z) = min {{(w,z) : f(z) >y} (1.3)

Vsimnime si, ze {x : f(z) > y} = Jy, kde Jy, je definované v 1.2.
Ukazeme, Ze ak je J, # () a w; > 0 pre vSetky ¢, ma této uloha vzdy rieSenie:
e f ako konkavna funkcia je spojita.
e (w,z) >0 a preto
c=inf {(w,z): z € J,} >0.

o Ak z(F) ¢ Jy a (w, z®)) — ¢, potom z(¥) je ohraniGena. Keby totiz nebola, existovala by
(k

postupnost z,"” ) — 00, ale potom by platilo

(w, zk)) > wix(kj)

i — 00

a to je spor.
e Kedze 2%/ je ohrani¢end, mozeme z nej vybrat konvergentna postupnost z*3) — Z, zo
spojitosti f vyplyva, Ze & je rieSenim.

RieSenie je jednoznac¢né vtedy, ak je mnozina J, ostro konvexnd. V tlohe mézeme nerovnost
pri f(z) > y nahradit rovnostou, t.j. ak & je rieSenim tlohy (1.3), potom existuje aj rieSenie 7/,
pre ktoré plati f(2') = y. Ak je f ostro rastuca, t. j. f(z') > f(z) pre 2/ > z,2’ # x, potom
nevyhnutne f(&) = y. (Dokazy sa prenechavaju ¢itatelovi ako cvicenie.)

Ak f € C' az € int R"} je rieSenim tilohy (1.3) splhajtce f(2) = y potom podla Lagrangeovej
vety existuje A > 0 také, ze plati

alebo

(1.4)
Ak vieme, Ze rieSenie ulohy (1.3) je jediné, potom riesenie (1.4) je aj rieSenim tulohy (1.3).

Nakladovi funkciu (cost function) C definujeme predpisom

Cly) = C(y,w) = (w, 2(w, y)).

Riesenie Z(w,y) tlohy (1.3) nazveme podmienenou funkciou dopytu.
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1.6 Poznamky k poditaniu podmienenej funkcie dopytu a nakladovej funkcie

Na hladanie & a C' mozno pouzit systém rovnic (1.4), nemusi to vSak byt najvyhodnejsie. Niekedy
to ani nevedie k cielu, lebo nie st splnené podmienky, v ktorych je (1.4) nutnou podmienkou
minima. Ukazeme si to na prikladoch.

1. C-D funkcia.

Obmedzime sa na pripad n = 2, teda
y:f(ﬂsl,xg)zcx‘fxg, a,b>0, a+b<1,

priamociare rozsirenie pre vSeobecné m ponechévame na citatela. Najprv naznac¢ime postup,
vychadzajici z podmienky (1.4). Systém rovnic (1.4) pre tato ulohu znie

wy = Acax§ 'l
wy = A chafab !
y = calah,
predelelnim prvych dvoch rovnic dostaneme
Ty buy
x awy’

(dopyt po faktoroch je nepriamo timerny ich cendm), teda

bwla:l
Tro = .
aws9

Dosadenim za xo do tretej rovnice dostaneme rovnicu pre neznamu x1, ktorej rieSenim je

((bwl)by>al+b
Tr1 = — - .
awsy c

Iny pristup: Z podmienky y = cx‘lla:g eliminujeme zo = (L) a minimalizujeme

=

a
C:El

a

11
wW1T1 + Woko = w1z + woybc bz "

y:ca:‘lla:g
Plati:
0 _a bw Tatd
—_— (wlxl +w2y%c*%x1 ”) <0 ak r1 < <1yll>cll7>
or1 a wo
b
0 11 —a bw 11\ atb
— (wla:l + waytc bxy ") =0 ak r1 = <1y_bcb>
ox1 a w2
0

1 _1 ¢ bwl 11 T a+tb
—(wlml—i—wgybc bmlb) >0 ak x1 > ( ——y bch
oxy a

7 toho vyplyva, Ze minimum sa v stulade s predchadzajicim vypoc¢tom dosahuje pri rovnakej
hodnote x;. VSimnime si, Ze tento spdsob vypoctu ndm stcasne dava, ze extrém je minimom.

2. Dokonale zamenitelné faktory
V predchadzajicom priklade sa eliminacny postup ukazoval ako menej elegantny. Ukazeme si
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v8ak, Ze ma SirSie pouzitie. Vedie k cielu totiz aj v tlohach, v ktorych sa maximum v (1.1)
dosahuje na hranici oblasti a podmienka (1.4) nie je pouzitelna.

f(z) = a1z1 + agwy ,x1 >0, 29 > 0.
Pouzitie systému (1.4) vedie k rovniciam

w1 = )\a1

wo = Aag,

ktoré nam ni¢ nedévaja pre urcenie x a dokonca st splnené iba vo zvldstnom pripade, ak w je
kolinearny k vektorom (aj, as). Predstavuji totiz podmienku toho, Ze minimum sa dosahuje vo
vnutornom bode, ¢o je v tejto tlohe splnené iba pri vynimocénych hodnotach parametrov.

€2
vrstevnice funkcie wix1 + was

y/az

T

y/al

Obr. 5. Minimalizcia nékladov pre zamenitelné faktory — pripad Z‘)’—; = Z—;

Druhy, elimina¢ny postup z prikladu 1 vSak k cielu vedie: Z ajx1 + aszs = y vypoclitame

Yy—a1r .. ..
T9 = ——— a minimalizujeme
az

— al1xr woa
w1 +w2% - <w1 _ 2 1> T —i—wgi (1.5)
2

pri podmienkach z1 > 0 a z3 = % > 0. To znadi, ze funkcia (1.5) rastie, ak w; — —“’;;’1 >0,
t.j. “’—; > Z—; a klesa ak % < 4 Ako vysledok dostaneme

w as
Yy aj
) ak % < —=
al 2 as
A u o ’ N .7 wl Cl/l
&, = { Tubovolné, splhajice a1x1 + agze =y ak m=—
a2
w1
Oa ak — > 4,
a2

w2
Formuly pre &9 st analogické a ponechédvame ich pre Citatela ako cvicenie.

3. Leontieffova produkéna funkcia

a1 ak a1 < asx9
y = min{ajx1, a2x2} =
asxy ak ajxy > asxs

Ak min{az1, a2x2} =y, plati



14 1 Technolégie a produkénd funkcia

a) wiz) +waTs = w1 +ware  ak a1x1 < agwo
b) wizy + wore = wixy + wQ% ak a1z1 > asza
Minimum wix1 + woxe pri pevne danom y sa teda dosahuje
. . ai ar y Yy
v pripade a) pri g = —x; = — = = = a
a2 azay  az
. . azx2 az y Y
v pripade b) pri z; = === ==
ail al ag ai

V obidvoch pripadoch sa teda minimum dosahuje v bode (;’—1, %), ¢o znamena, Ze

N Y A Y
A = — xr =
1() o’ 2(y) o
Z2
A
y/az o — >
\ <~—— vrstevnice funkcie wix, + woxs
\ z1
y/ay

Obr. 6. Minimalizacia ndkladov pre komplementarne faktory.

1.7 Vlastnosti nakladovej funkcie

Veta 1.3. Predpokladajme, Ze f je C',C, & si definované a & € int R’ . Potom plati:
Ak w' > w potom C(y,w’) > C(y,w).

Fukcia C' je homogénna stuptia 1, t.j. C(y,aw) = aC(y,w) pre lubovolné o > 0.
C je konkdvna vo w a ak je f konkdvna, tak je C konvexnd v y.

= W o=

Ak f mad konstanitné vinosy z rozsahu, potom to plati aj pre C, t.j.
Cly,w) =yC(L,w)  prey>0.

5. ZC =\ (= Lagrangeov multiplikdtor v (1.4))
Y
6. Shepardova lemma:

oC .
%(gﬁ w) - xl(y’ w)

Dokaz 1., 2., 4. prenechavame ako cvicCenie.
3. Dokézeme najprv konkavnost C vo w:
Cly,aw + (1 — a)w') = {aw + (1 — a)w', 2(y, cw + (1 — a)w'))
= a(w, (y,cw + (1 — a)w')) + (1 — a) (W', 2(y, aw + (1 — a)w'))
alw, &(y, w)) + (1 — a)(w', 2 (y, w))
= aC(y,w) + (1 — a)C(y,w’).

v
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Ak je f konkavna, plati
flad(y,w) + (1 — a)i(y’,w) > af(@(y,w)) + (1 - a)f(@(Y,w) = ay + (1 — )y,
teda s objemom faktorov a(y, w)+(1—a)Z(y’, w) mozno vyrobit objem ay+(1—a)y’ produktu.
7Z toho vyplyva
(XC(y) + (1 - OZ)C(y/) =« w7£(y7w)> + (1 - a)<w7i.(y,7 w)>
= (w,ad(y, w) + (1 - @)2(y', w)) > Clay + (1 — a)y)

5. Tvrdenie dokézeme za predpokladu diferencovatelnosti Z podla y. Diferencovanim druhej

rovnice (1.4) dostaneme
A7), () = 1

z ¢oho vzhladom na prvi rovnicu (1.4) dostaneme

oC 0% N
By ) = (w5 ) =X F@) 5 (5 w) =
6. Pre pevne zvolené w® a ITubovolné w plati

Cly, w) < (w,#(y, "))

C(y,w’) = (w’, &(y,w’)).

0

To znadi, ze funkcia C(y,w) — (w, £(y,w?)) nadobtiba maximum 0 v bode w = w’, nutnou
podmienkou ¢oho je
0= 2 (Cl.w) — fw dlp ) | =9 (00 ~ sy, ut). 0
8’[1)1' ’ ’ ’ w=wo 8’[1)2' ’ B

V dalsom budeme vyrobcu spravidla charakterizovat jeho nakladovou funkciou.

1.8 Komparativna statika podmienenej dopytovej funkcie

Komparativna statika sa pyta, ako sa meni podmieneny dopyt, ak sa zmenia ceny faktorov.
Plati:

7 ¢oho od¢itanim dostaneme
<’LU, - w, :i'(y7 w)> Z <w, —w, i'(y7 U),)>,

teda
(w' —w,2(y,w') = &(y,w)) <0 (1.6)

Ak ozna¢ime Aw = w' —w, Az = &(y,w') — &(y, w), mozeme (1.6) prepisat do tvaru
(Aw, Az) <0 (1.7)
Ak Specialne zvolime Aw; = 0 pre j # 4, potom (1.7) dava
Aw;Ax; <0.

Dopyt po tom-ktorom faktore pri pevnom y teda klesa s rastom jeho ceny.
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1.9 Hrani¢né a priemerné naklady

V dalsom budeme argument w vo funkcii C' vynechévat, ak ho v tvahach budeme povazovat za
pevne zvolené.
Pre nakladovu funkciu C(y) zavedieme nasledujice oznadenia a nazvy:
C(0) st pevné naklady (fixed costs),
C
AC(y) = M st priemerné naklady (AC — average costs)
Y
MC(y) = C'(y) st hrani¢né ndklady (MC — marginal costs)

Veta 1.4. Predpokladajme, Ze ndkladovd funkcia C je spojite diferencovatelnd. Potom

L aow) = (& (W

ay @7)):0p7’ey>0

prave vtedy, ak
MC(y) = AC(y). (1.8)

Inak povedané, priemerné ndklady su v svojom minime rovn€ hranicnym ndkladom.

Dokaz

(A = (ow - ) = Lowe) - Ac) -

Pozndmka. Pevné naklady C(0) st naklady, ktoré vyrobca musi vynalozit pri akejkolvek
nenulovej vyrobe bez ohladu na jej objem. V tvahach predchadzajicich odsekov sme od nich
abstrahovali Na rozdiel od tohoto odseku totiz v tlohach, ktoré sme v nich riesili nehrali (ilohu.

1.10 Maximalizacia zisku

Ako sme uz uviedli v odseku 1.4, kone¢nym cielom racionélne sa spravajicej firmy je maximali-
zovat zisk, teda hladat X € R’} také, ze

(X) = pf(X) - (w, X) > pf(z) — (w,z) = (z) (1.9)

pre kazdé z. UkdZeme (intuitivne zrejmi) ekvivalenciu rieSenia tejto tlohy s dvojicou na seba
nadviizujucich tloh minimalizacie ndkladov pri danom objeme vyroby a naslednej volby objemu
vyroby, pri ktorom sa maximalizuje zisk.

Ozna¢me y = arg max(py — C(y)) rieSenie druhej z tloh. Plati

max(pf (z) — (w,2)} = max{py ~ (w,2) sy = (2)}

= max{py —min{{w, z) : y = f(2)}} = maxpy — C(y) = 9.

Ak st X a Z(y) jednoznac¢ne definované, vyplyva z toho aj X = z(9).
Ozna¢me y = f(X). Plati

z ¢oho vyplyva
py — C(§) = max{py — C(y)}, (1.10)
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teda X = 2() riesi tlohu (1.9). V tomto zmysle st tlohy (1.9), (1.10) ekvivalentné.
Ak C je C', potom nutnou podmienkou, aby 7 riesilo tilohu

py—C(9) = man{py - C(y)}, (1.9)

je
C'(3) = p (1.10)

rieSenie a navySe C je ostro konvexna (teda C’(y) je rasttica), potom je rieSenie (1.10) jediné
a je rieSenim tlohy (1.10). Existuje teda inverzna funkcia § = (C’)~!(p). Pretoze racionalna
funkcia voli objem vyroby=ponuku tak, aby maximalizovala svoj zisk, nazyvame funkciu S(p) =
(C")~Y(p) ponukovou funkciou firmy. Viimnime si, Ze S je rastticou funkciou p.

Ak navyse C je C? a plati ‘?;Ti(g)) #£ 0 potom z vety o implicitnej funkcii vyplyva, Ze 4 je C*
funkciou p. Je to funkcia ponuky firmy.

Hodnoty X a g st samozrejme funkciami cien w, p, plati

A~

X(w,p) = 2(g(w,p), w);

oznacime

N

maximalny zisk, ktory tak isto zavisi od cien.
Vsimnime si,ze

H@ww»:yP_C@q

)

a oznacme

Z (1.10) vyplyva
I =pj—C@) =i(p— CH)/§) = HMC() — AC(5))

To ndm umozinuje hodnotu f[(w, p) graficky vyéitat z Obr. 7 (vyuzijeme 1.8).
Obréazok sucasne znézoriiuje, ze nulovy zisk dosahuje firma pri cene p* = MC(y*) = AC(y*),
kde y* riesi rovnicu (1.8).

1.11 Hottelingova lemma
Veta 1.5. Nech f € C? a X (w,p) je vnitorngm bodom R . Potom plati
o1l
. T
Oll
%(w,p)

X(w7p) - =

Dokaz. Plati
o . . .
Y

—(w,
y:g(va) ap( p)

= y(w,p) + aay [py — C(y, w)] ‘



18 1 Technolégie a produkénd funkcia

i Y
Obr. 7. Grafické znazornenie maximaéalneho zisku.

Podla (1.10) je vSak hranatd zatvorka nulova, ¢o dokazuje prva cast Vety.
Dalej plati

il o . . X
_oC 0 9
- awl (y(w’p)a U}) =+ 87/ [py C(yv w)] y:§(w,p)%(w’p)
oC . s
- _awi (y(w7p)7 U}) - _Xz(wap)
podla Shepardovej lemmy (Veta 1.3, bod 6) O

1.12 Vlastnosti funkcie ponuky a funkcie dopytu firmy
— komparativna statika

Veta 1.6.

1: 11 je konvexnd vo w aj p.

2: 7 neklesd s p a rastie s p ak je C' ostro konvexnd.
3: )?Z klesa s w;.

4: I je homogénna stupria 1 vo (w,p).

Dokaz
1. konvexnost vo w sa dokazuje rovnako ako konkévnost C' vo w. Dokazeme konvexnost v p. Pre

kazdé y plati )
(p1) =y — C(91) = pry — C(y)

M(p2) = paga — C(§2) > pay — C(y)
Ak 0 < o < 1, plati pre kazdé y
all(p1) + (1 — a)Tl(pa) > [api + (1 — @)paly — C(y)
a teda aj

aIl(py) + (1 — a)I(pa) > max{[api + (1 = a)paly — C(y)} = I(apy + (1 — a)p2)
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2. Podla 1. plati
oy 0%l -

dp  Op? ~
Ak je C ostro konvexnd, C’ ostro rastie, preto je ostry rast § v p dosledkom vztahu (1.10).
3. Podla 1. plati
S -
0X; ol <0

ow; N 811]3 -

(pretoze nutna podmienka ku konvexnosti C? funkcie je kladna semidefinitnost Hessovej matice,
¢oho zase nutnou podmienkou je nezapornost jej diagonalnych prvkov). O

Racionélna firma maximalizuje zisk, preto vyraba (a dodava na trh) objem 3 svojho produktu.
Preto funkciu S(p) = §(p) nazyvame ponukovou funkciou firmy. Podla tvrdenia 2 Vety je S
rastucou funkciou. Ak je C' diferencovatelnd, plati podla (1.10)

C'(S(p)) = p;
ak ma C’ inverzni funkciu (¢o plati napriklad ak je C ostro konvexnd), potom

S(p) = (C") " (p).

Priklad (Dotécie farmarov v USA). [2]

Dotacie polnohospodarom kvéria rozpoé¢ty krajin EU i USA. Vladne dotécie farmarov v USA
predstavovali $40-60 milidrd roc¢ne. Cas od ¢asu vznikaji tendencie odburaf ich, teda znizif
nadmernt produkciu a zafaz verejnych financii.

Farmari lobuja proti tymto snahdm tvrdenim, Ze tym by sa vyroba a teda aj polohospodarska
nadprodukci v USA iba zvysila, pretoZe farméari by sa snazili udrzat svoje prijmy a tym aj zivotni
droven.

Tato tvaha by mohla maf svoje opodstatnenie vtedy, ak by sa jednalo o drobnych far-
hospodarskych vyrobcov, ktori sa spravaju ako firmy. Uvaha odporuje mikroekonomickej tedrii,
podla ktorej sa firma snazi maximalizovat zisk a teda podla 11.2 by pri poklese p musel po-
klesnuf aj objem vyroby. Vyroba by navySe mohla poklesntt aj tym, Ze by sa ¢ast fariem stala
neefektivnymi a farmarenie by opustili.

1.13 Cvicenia

1.1. Dokézte podrobne konkavnost f a tvrdenia f2—f4 z Vety 1.1.

1.2. Zistite pre aké hodnoty exponentov spliiaji Cobbova-Douglasova funkcia a funkcia kons-
tantnej elasticity axiomy f1—£3.

1.3. Firma vyraba produkt y pri vstupoch x1, xs. Podla zdznamov vyrobila y = a pri z1 = 1,
ro=2ay=bprizi;=2a

x9 = 1. Ak jej produkénd funkcia spltia f1-f3, ¢o mozete povedat o hodnotach pro-

duk¢nej funkcie pre 1 = x9 = 1.5 a pre x1 = 19 = 27

1.4. Pre produkénti funkciu spliiajicu podmienky f1—£3 z odseku 1.1 plati f(0,4) = 1 a
f(4,0) = 2. Co mozete povedat o hodnotach f(2,2) a f(1,1) a ich vzdjomnom vzfahu?

1.5. Nech produkénd funkcia f spliia f1-f3. Dokéazte:

a) pre kazdé ¢y je Jo, = U e>¢o 1e C R} konvexnd mnozina a pre ¢o > 0 plati 0 ¢ Jeos

b) ak z,z € I, %{z) #0aZ_;>x_; potom Z; < x;,
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c)ak n =2, I. : 2 = pc(x1) je hladkd izokvanta, potom ¢.(z1) je nerastica a konvexnd
v x1 a neklesajuca v c.

d) Ak je produkénd funkcia ostro monoténna, tak je ¢. odtro klesajica.

1.6. (podla [1]) Predpokladajme, ze uré¢ita technolégia kombinuje dva vyrobné faktory A a B
v pomere 2 : 3 (teda na jednotku vystupu sa spotrebuvaju dve jednotky vstupu A a tri
jednotky vstupu B). Napiste jej produkénua funkciu.

1.7. Predpokladajme, ze urcité technolégia vyuziva dva vyrobné faktory A a B (napriklad dve
zariadenia) tak, ze s vyuzitim faktora A mozno vyrobit za ¢asovi jednotku tri jednotky
vystupu a s vyuzitim faktora B mozno vyrobit za ¢asovi jednotku jednu jednotku vystupu.
Napiste jej produkéna funkciu.

1.8. Predpokladajme, Ze produkénd funkcia ma tvar:

q = f(z1,22) = min{az, bra}
kde a,b st kladné konstanty. Vykazuje tato produkéna funkcia konstantné, rasttce alebo
klesajuce vynosy z rozsahu?

1.9. Nech f je produkénd funkcia, spltiajica f(0,1) =1, f(1,1) = 1. Mdze byt f Leontieffovou
produkénou funkciou (t.j. produkénou funkciou komplementarnych faktorov)? Ak &no,
zddvodnite preco, ak nie, ktortt hodnotu a ako treba zmenit, aby fiou mohla byt?

1.10. Na vyrobu 1 kg halusiek sa spotrebuje a jednotiek elektriny na pohon miesadla. Na ohrev
vody, v ktorej sa varia, mozno je treba b jednotiek elektriny alebo ¢ jednotiek plynu, plyn a
elektrinu mozno v fubovolnom pomere kombinovat. Napiste produként funkciu a naértnite
jej izokvanty.

1.11. Nech f je C', # maximalizuje zisk 7 a 2; = 0. V akom vzfahu je %(i) voci w;? [Navod:
poradte sa s pAnmi Kuhnom a Tuckerom.]

1.12. Za akych podmienok podmienok sa dosahuje maximum zisku v jedinom bode? Za akych
podmienok sa minimu nékladov pri danej drovni vyroby dosahuje v jedinom bode?

1.13. Nech produkéna funkcia firmy ma tvar:

Q=50L1K2
kde L oznacuje vstup prace a K oznacuje vstup kapitalu.
a) Urc¢ite pomer medzi pracou a kapitalom, pri ktorom sa minimalizuji naklady na kazdy
zadany objem vystupu, ak cena prace je 300,— Sk za hodinu préace a cena kapitalu je 600,-
Sk za strojova hodinu.
b) Uréite hodnoty faktorov, ktoré minimalizuji naklady pre uroven 400 jednotiek pro-
duktu.
c¢) Predpokladajme, Ze cena produktu je 30,—Sk za jednotku. Bude objem produktu, pri
ktorom sa maximalizuje zisk, mensi, rovny alebo vicsi ako 400 jednotiek?

1.14. Produkéna funkcia vyrobcu je dana formulou

flx1,20) =vVar+1-Vae+2—-2, 21 >0, 22 > 0.
Néajdite podmieneny dopyt po faktoroch x1,xo pri trovni vyroby f(z1,x2) = 1.
1.15. Pre produkéna funkciu
flrr,w2) = (1 +21)(1+22) — 1
a danych cenach faktorov wi,ws vypocitajte podmienenti dopytova funkciu z.
1.16. Produkéna funkcia vyrobcu je

f(z1,22) = min{z; + x9, 3x1, 3z2}.
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1.17.

1.18.
1.19.

1.20.

1.21.

1.22.
1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

a) Interpretujte ju ekonomicky.

b) Urc¢ite podmieneny dopyt po faktoroch a nakladovt funkciu.
Ak firma produkuje v bode, v ktorom w%g—jl(x) > ig—x];(x), ¢o moze urobif, aby zmensila
néklady a zachovala vyrobu?

Vypocitajte nakladova funkciu pre tlohy 1-3 odseku 1.6textu.

(podla [1]) Rolnik s dostato¢nou vymerou pody pestuje kukuricu. Predpokladajme, Ze jeho
nakladova funkcia je

C(q) = ¢*/10 + 10000,

kde ¢ je pocet ton vypestovanej kukurice. Cena tony kukurice je 250 Sk.

a) Aky optimalny objem vyroby zvoli rolnik, maximalizujtci zisk?

b) Aké celkové naklady na tonu a zisk dosiahne rolnik pri optimalnom objeme vyroby?
c¢) Aky vplyv bude mat na rozhodovanie o optimalnom objeme vyroby pokles ceny kukurice
0 10 Sk na tonu?

d) Vyjadrite zavislost medzi optimélnym objemom vyroby a cenou. Pri akej tirovni ceny
prestane vyroba byt ziskovou?

(podla [1]) Vyrobca panskych kosiel vyraba pre stalych zakaznikov mesa¢ne 50000 kosiel
s nasledovnymi nakladmi:

a) material 3.750.000 Sk

b) praca 2.550.000 Sk

c) rézia 450.000 Sk

d) odpisy 4.650.000 Sk

Spolu 11.400.000 Sk

Vyrobné zariadenie mu umoznuje rozsirit vyrobu o dalsich 20000 kusov bez potreby
investovat do zariadenia. Nemusi ani zvySovaf pocet zamestnancov, podla kolektivnej
zmluvy iba doplati za kazda koSelu, vyrobent nad doterajS$iu troven vyroby priplatok
25 Sk k doterajsej mzde. Novy zékaznik pontka objednévku dalsich 10000 kosiel po 150 Sk
za koSelu. Prijme racionédlny vyrobca zakazku?

Dokézte, Ze ak produkéna funkcia spliia f1—£3, potom v tilohe 1.5 minimalizécie ndkladov
sa minimum pri podmienke f(x) > y dosahuje v bode, v ktorom f(z) = y.

Ako sa zmeni tvrdenie Shepardovej lemy, ak # je hrani¢ny bod R’ ?

Predpokladajme, Ze firma pouziva dokonale zamenitelné faktory. Ak je cena faktorov rov-
naka, ako vyzeraju podmienené dopytové funkcie po jednotlivych faktoroch?

Dokazte, ze maximéalny zisk 7 je konvexnou funkciou w.

[Navod: postupujte ako pri dokaze konkévnosti C' vzhladom na w. ]

V tlohe 1.19 nacértnite vo vhodnych jednotkach v okoli optimélneho objemu vyroby priebeh
priemernych nékladov AC/(y), hraniénych nakladov MC(y) a graficky vyznacte velkost
optimalneho zisku.

Rozvedte podrobne, v akom zmysle si tlohy

py —C(y) » max a pf(r)— (w,z) — max

ekvivalentné a dokazte tuto ekvivalenciu.
Pre produként funkciu f(x) technickd miera substittcie je definovana ako

of

oz, (7).
2 ()

o=

a) Spocitajte TRSGES pre CES funkciu f(x1,72) = (azf + bah)».
b) Spoéitajte TRSGP pre Cobb-Douglasovu funkciu f(zy,z2) = xfab.



22 1 Technolégie a produkénd funkcia

c) Ukézte, ze lim, o TRSGFS = TRSGP.
d) Comu sa rovnd lim,,_, o, TRSGES
1.28. Dané je produkéna funkcia

?7 Ako to suvisi s Leontieffovou produkénou funkciou?

f(z1,22) = min{2z; + x9, 321 }.

a) Pre tato fukciu nakreslite izokvanty Iy, Is, 5.
b) Najdite nakladovu funkciu C(y).

1.29. Priklad 25 zo skript. (Pozri aj obrazok 7 v skriptach. Prislusné nakladové funkcie st
Cobb-Douglasova funkcia:

a G(L b G‘L-I-b _a_ b 1
Cy) = <<b> o + <a> , wl‘”bwé’“’ywb.

Funkcia dokonale zamenitelnych faktorov:

w1y ak ¥ < &
C — a wy — b
o-{5 SEI
Leontieffova funkcia: w w
1 2
C(y) =Y (7 T>

Mbozete zvolit a = b = 1/2.



2 Spotrebitel’

2.1 Preferencie a funkcia uzitoénosti

Co je racionalne rozhodovanie spotrebitela nie je tak jednoznaéne zrejmé ako u firmy a trvalo
uréity c¢as, kym sa to podarilo kvantifikovat. Predmetom rozhodovania spotrebitela je spotreba
rozliénych statkov (komodit, goods). Statkom moze byt napr. klobasa, borovicka, ako aj navsteva
kulturného podujatia, hodina aerobicu, ¢ jednoducho volny ¢as. Subor statkov nazveme kosom
(bundle). Pocet statkov nech je n,z; nech je mnozstvo statku, x = (x1,...,z,) oznac¢ime ich
vektor (kos), mnozinu koSov oznacime X.

Vychadzame z toho, Ze spotrebitel preferuje niektoré kose pred inymi, napriklad preferuje kos,
pozostavajuci zo stvrt kila klobasy a dvoch deci vina pred koSom, pozostidvajicim zo samotného
polkila klobasy.

Pre kose statkov zavedieme oznacenia:
e 1 < T znali, ze T preferujeme pred x.
e r X Zznall T £ x, t.]. ze x nepreferujeme pred Z (alebo, ako budeme hovorit, & preferujeme
slabo pred x); vSimnime si, Ze © < & znafl x < Z,% A z.

e Ak v <1’ ax’ <z, piSeme x ~ 2’ a hovorime, Ze spotrebitel je ku kosom z, 2’ indiferentny.

Od preferencie budeme pozadovat, aby spliiala nasledujtce axiémy:

P1: < je tranzitivna a reflexivna relacia, t. j. z « < &, & < & vyplyva = < Z.

P2: Alebo z < z, alebo x <X Z.

P3: Ak x < Z, potom x =< .

P4: Mnoziny {2’ : 2/ <z} a {a’ : 2/ > 2} s uzavreté a druhd z nich je konvexn4.
Hovorime, Ze preferencie st ostro monotdnne, ak splhaji dalsiu axiému

P5: Z !, > x; pre vetky i = 1,...,n vyplyva 2’ = x.

Kym P1, P3 st prirodzené, uzavretost v P4 je ¢isto technicky matematicky predpoklad.
Konvexnost v P4 vyplyva z nasledujtcej tivahy: Ak spotrebitel preferuje kos =’ pred koSom x, tak
pred koSom z preferuje aj kombinované kose ax + (1 —a)z’ pre 0 < o < 1. Aby sme zjednodusili
vyklad, oslabili sme mierne definiciu ostrej monoténnosti P5. V literattre sa namiesto a} > z;
predpokladé (analogicky k definicii ostrej monoténnosti produkénej funkcie v 1.2) ' > z, 2’ # z.

Vsimnime si, ze, ak u: X — R je kvazikonkdvna funkcia takd, ze u(z’) > u(x) ak 2/ > z,
potom reldcia =, definovand vztahom

¥ =z ak u(z’) > u(x)

je preferencia; hovorime Ze preferencia je generovand funkciou u. Plati

Veta 2.1. Nech =X je ostro monotonna preferencia na X = R'!. Potom existuje spojitd
nezapornd kvdzikonkdvna funkcia u, ktord ju generuje.
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Dokaz. Oznacime 1 € R} vektor (1,...,1) a definujeme

u(el) = ¢ prec> 0, u(z)=c ak z ~cl

Vzhladom na P4 je u(cl) spojitd (preco) a vzhladom na P5 aj ostro rastuca funkcia c.
Ukazeme, ze u(x) je jednoznacne definované pre kazdé x € R’}.

Ozna¢me C = {c:cl <z}, C ={c:cl = x}. Plati 0 € C, max; x; € C, preto C aj C st # ().
Dalej, podla P4 st C aj C st uzavreté a plati C U C = [0,00). Z toho vyplyva, ze C N C # 0,
existuje preto ¢, € C N C, teda c,;1 ~ x. Mozeme teda definovat u(z) = c,.

Ukézeme teraz, ze ¢, je jednoznacne definované. Inak by totiz existovali ¢; < ¢y (a teda
c11 < ¢21) také, ze stcasne c11 ~ x ~ 21, ¢o je v spore.

Dalej ukaZeme, ze u naozaj generuje preferencie, teda, ze x < ¥ prave vtedy, ak u(z) < u(Z).
Nech x < z, plati u(x)l R < T < u(z)1, teda u(z)l < u(zZ)1, ¢o je ekvivalentné u(x) < u().
Naopak, ak u(z) < u(z), vtedy u(z)l < u(Z)1 a z ~ u(z)l < u(Z)1 ~ Z.

Nezépornost funkcie u je zrejméa, dokazeme jej spojitost, teda ze pre kazdé a < b je u='(a,b)

IS

otvorend mnozina. Plati vSak
ua,b) = X ([u_l(—oo,a] Uu~ b, 00)])
a teda staci dokazat, ze u~'(—o0,a] a u~1[b,00) st uzavreté. Pretoze u generuje <, plati
u ! (—00,a] = {z:x < al}

a mnozina {z : x < al} je uzavretd podla P4; analogicky pre [b, 00). Kvéazikonkévnost znaci, ze
mnoziny W, = z: u(z) > ¢ st konvexné, ¢o je bezprostrednym dosledkom predpokladu P4 [

Funkciu u nazyvame funkciou uZitocnosti (utility function) preferencie <. Hoci by sa v tedrii
spotrebitela dalo pracovat s preferenciami, zauZivalo sa pracovat s funkciou uzito¢nosti, pretoze
je to pohodlnejsie a ndzornejsie. V budtcnosti bude teda pre nas spotrebitel charakterizovany
funkciou uzito¢nosti. V stlade s Vetou budeme od funkcie uZito¢nosti pozadovat, aby mala
nasledovné vlastnosti:

U1l: u je spojité a kvazikonkavna (t.j. mnoziny {z : u(x) > ¢} st konvexné) pre kazdé c.
U2: u(z') > u(z), ak 2/ > x.

Dalej budeme hovorit, ze u je ostro monoténna, ak spliia
U3: u(x) > u(x), ak x; > x; pre véetky i = 1,...,n.

Poznamky.

1. Funkcia uzitoénosti danych preferencii nie je definovana jednoznacne: ak h je Tubovoln4
ostro rastica funkcia, potom funkcia u a h o v generuju ta ista preferenciu. Hovorime, ze
funkcia uzito¢nosti ma ordindlny charakter.

2. NaSa definicia ostrej monoténnosti sa mierne odlisuje o zauzivanej, ktora prepoklada =’ > x,
x’ # x namiesto x; > x; pre vSetky i = 1,...,n.

2.2 Hladiny indiferentnosti

Nech ¢ > 0 a nech u(z*) = ¢. Mnozinu V, = {z : u(xz) = ¢} = {z : © ~ 2*} nazyvame hladinou
indiferentnosti (vo¢i z). Hladina indiferentnosti zodpoveda izokvante v tedrii firmy s funkciou
uzito¢nosti na mieste produkénej funkcie.
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Vsimnime si, Ze pri odvodzovani vlastnosti izokvant sme z konkavnosti produkénej funkcie
vyuzili iba to, ze je kvazikonkdvna a preto hladiny indiferentnosti maji rovnaké geometrické
vlastnosti ako izokvanty.

Technickej miere substitiicie zodpoveda u pléch indiferentnosti hraniénd miera substiticie
(marginal rate of substitution)

ou
al“ oz, (37)

(MRS); =-S0 ()| = 2=
J 0r; | yee gmj (x)

Analogicky ako pre izokvantu zavadza sa elasticita substiticie

Zj

i(x) = d<a) MRSij
T MRSy T

2.3 Rovnovéaha spotrebitela

Za raciondlne spravanie spotrebitela povazujeme, Ze si v rdmci svojich moznosti zvoli kos statkov
ktory preferuje (slabo) voci ostatnym. V reéi funkcii uzito¢nosti to znaci, ze maximalizuje jej
hodnotu. Jeho moZnosti st dané jeho priimom a cenami jednotlivych statkov.

Ozna¢ime p = (p1,...,pn) vektor cien statkov kosa, I (income) velkost prijmu spotrebitela.
Potom raciondlne sa spravajuci spotrebitel riesi nasledovnt tlohu:

Spomedzi koSov statkov z, spliiajicich podmienku

(spotrebitel za statky nevydava viac, nez je jeho prijem) ndjst kos = = Z(p, I) taky, ze
u(z) > u(z) (2.2)

pre vietky x, spliiajice (2.1).

Kos riesiaci tato tlohu je rovnovdZny — spotrebitel nemé dévod ho menit.

Ako v pripade rovnovahy firmy moézeme tlohu ekvivalentne nahradif ilohou v ktorej nerovnost
v podmienke (2.1) nahradime rovnostou

(p,x) =1 (2.3)

v tom zmysle, Ze ak m4 tuloha s nerovnostou riesenie, potom mé aj tloha s rovnostou riesenie
s rovnakou hodnotou funkcie uzito¢nosti (dokaz ako cvicenie).
Aku e Claz € int R? je rieSenim tlohy (2.2), (2.3), potom podla Lagrangeovej vety plati

&C‘(:ﬁ):)\pi, i=1,...,n (2.4)
alebo ekvivalentne
[du(@)]” = xp (2.5)
¢o mozeme zapisat v tvare
b
MRS);; = —.
(M RS)ij »;

Inak mézeme (2.4) formulovat tak, Ze hrani¢né zmeny funkcie uzito¢nosti st timerné cenam
statkov. Geometricky znamena (2.4), Ze normala k hladine indiferentnosti funkcie uzito¢nosti je
kolinedrna s normélou k rozpoctovej rovine (2.3) (obr. 8).
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T2

I/p2

I/py T1

Obr. 8. Rovnovaha spotrebitela.

Ak je u C? a jej Hessova matica je zéporne definitna, tak je rovnovédha # jednoznaéne defi-
novana a je C'! funkciou p a I:
z=m(p,I).

Funkciou m nazyvame Marshallovskou dopytovou funkciou.

2.4 Priama a nepriama dan

Cielom dani je ziskat od obyvatelstva prostriedky na vSeobecne prospesné vydavky. Vrchnost
ich moze ziskat tak, ze zdani prijem (priama dan), alebo zdani uréity statok spotrebnou danou.
Ktora alternativa je pre spotrebitela vyhodnejsia?

Pri priamej dani sa rozpo¢tové ohranicenie (2.3) zmeni na

(p,z) = (1 —7)1

kde 7 je dan z prijmu, pri spotrebnej dani na statok i so sadzbou t; sa cena p; zmeni pre
spotrebitela na p; + t;. Aby sa prijem vrchnosti pri obidvoch typoch dani pri kosi statkov x
rovnal, musi platit

(t,z) =7I. (2.6)

Pri nepriamej dani si spotrebitel zvoli ko statkov x tak, aby riesil ulohu (2.2), (2.3) pri p
zamenenom za p + t, teda voli
Ty = m(p +t, I)

v désledku ¢oho sa sa (2.6) prepiSe na
7 = (t,m(p+t1I)) (= (t,z)) (2.7)
Pri priamej dani si spotrebitel vzhladom na (2.7) voli kos statkov
Er =m(p, (1 —7)I)

tak, ze
u(ir) = max{u(z) : (p,x) = (1 = 7)1}

= mgx{u(x) c(p,x) =T — (t,x4)}.
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Plati
I={p+t,a)=(pa)+ (t,xe) = (p,xe) + 71,
teda
(p,xy) = (1 —7)I.
To znadi, Ze x; spliia rovnaké rozpocétové ohranicenie ako #,. Kedze &, je riegenie tulohy (2.8)
s I zamenenym za (1 — 7)I, plati
u(Zr) > u(zy).
Z hladiska preferencii, generovanych funkciou uZito¢nosti je teda priama dan pre spotrebitela
milosrdnejsia nez nepriama.

Preco sa teda napriek tomu spotrebné dane predsa len uplatnuja? Pric¢iny su jednak tech-
nické, jednak vecné. Podobne ako v pripade DPH jej vyber spotrebnej dane spolahlivejsi ako
vyber dane z prijmu. Na druhej strane moze spotrebnou danou vrchnost zdanovat adresne tych
danovnikov, v prospech ktorych prijem z dani vyuzije (napriklad prijem zo spotrebnej dane na
motorové palivd na stavbu ciest) Alebo sa moze snazit zdanenim niektorych statkov zamedzit
ich neziadtcej spotrebe (alkohol, cigarety).

2.5 Nepriama uzito¢nost a vydavkova funkcia

Ak zamenime funkciu uzito¢nosti funkciou produkénou a ceny statkov cenami faktorov, je tloha
(2.2), (2.3) na rovnovahu spotrebitela analogickd zdruzenej tilohe minimalizacie nakladov firmy
pri danom objeme vyroby z odseku 1.5. Aj tato zdruzend tloha ma v tedrii firmy interpretaciu —
maximalizaciu objemu vyroby pri danych nékladoch. Rovnako m4 interpretaciu zdruzena tloha
k tlohe spotrebitela minimalizovat ndklady na dan Groven uZito¢nosti:
Dané je U, spomedzi bodov x € R", spliiajicich

u(z) > U (2.9)

hladame bod x = & taky, ze pre vietky z, splajtce (2.9) plati

(p,2) < (p,x). (2.10)
Plati

Veta 2.2. Za predpokladu U3 ostrej monotonosti funkcie u je & rieSenim dlohy (2.1), (2.2)
prave vtedy, ak je rieSenim pridruzenej ulohy (2.9), (2.10) pre U = u(z).

Dokaz vety je priamociary a ponechdvame ho na ¢itatela. Z vety vyplyva, Ze za jej predpok-
ladov m4 tloha (2.9), (2.10) jediné riesenie, ktoré je C'' funkciou p, U za rovnakych podmienok
ako pri tlohe (2.1), (2.2) resp. (2.2), (2.3). Funkciou & = h(p,U) nazyvame kompenzovanou
(Hicksovskou) dopytovou funkciou. Dalej zavedieme funkcie

Vi(p.I) = u(m(p, 1)) (2.11)
(nepriama funkcia uZitocnosti) a
C(p,U) = (p,h(p,V)) (2.12)

(vydavkovd funkcia). Za predpokladov Vety 2.2 plati vzhladom na to, ze tlohy (2.1), (2.2) a
(2.9), (2.10) su pridruzené

m(p, 1) = h(p,u(m(p,I))) = h(p,V(p, 1)) (2.13)
h(p,U) = m(p, (p, h(p,U))) = m(p,C(p,U)) (2.14)
U=V(p,C(p,U)). (2.15)
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Poznamky.

1. Kym Marshalovskt funkciu mézeme povazovat za v principe pozorovatelnt, Hicksovska nie.

2. Vydavkova funkcia zodpoveda nakladovej v tedrii firmy.
Z Poznamky 2 a odseku 1.6 vyplyva nasledovny
Désledok. C' je konkdvna v p a ak je C', podla Shepardovej lemmy (Veta 1.3, bod 6) plati

§Z<p, U) = hi(p,U). (2.16)

Derivovanim (2.15) podla p; a pouzitim (2.16) dalej dostaneme

9V VaC 9V 9V

0= G0 "ol op ~ ap; ol

m,

z coho vyplyva

mip. 1) = =5 (0.1 5 (0.1

Royova lemma

2.6 Komparativna statika spotrebitela

Zmenu Marshallovského dopytu pri zmene objemu prijmu charakterizuja tzv. Engelove krivky.

e

zberatelsky statok zékladny statok luxusny statok

Obr. 9. Engelove krivky.

7 odseku 1.7 a poznamky 2 odseku 2.5 vyplyva, ze pre Hicksovsky dopyt pri zmene vektoru
cien plati (Ap, Az) < 0 a teda je Hicksovsky dopyt po tom-ktorom statku klesajicou funkciou
jeho ceny.

Ako ukazuju priklady, Marshallovsky dopyt pri statku nemusi byt rastticou funkciou prijmu,
ani klesajicou funkciou ceny.

Statky, ktorych spotreba rastie s prijmom a klesa s cenou, nazyvame normdalnymi statkami.
Statok, Marshallovsky dopyt po ktorom klesd s rastom prijmu nazyvame podradnym; statok,
dopyt po ktorom kleséa s poklesom jeho ceny nazyvame Giffenovym.

Prikladom Giffenovho tovaru mozu byt napriklad zemiaky pre obyvatelstvo, pre ktoré tvori
podstatnu ¢ast potravy: ak ich cena klesne, zostéva viac prostriedkov na ndkup drahsej potravy.
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T2

Iy Iy T 1 I

P1 P1 4 P1
Iy < Iz, ma(p, I) > ma(p, I2) p1 < py, mi(p', 1) > ma(p.)
podradny statok Giffenov statok

Obr. 10. Podradny a Giffenov statok.

2.7 Vypocet dopytovych funkcii

Hodnotami Marshallovskej a Hicksovskej dopytovej funkcie st rieSenia uloh (2.1), (2.2) resp.
(2.8),(2.9). Vzhladom na analdégiu s tlohou rovnovdhy firmy z odseku 1.5 plati to, ¢o sme
povedali v odseku 1.6: na vypocet rieSenia sice mozno pre niektoré funkcie uzito¢nosti vyhodne
pouzit metédu Lagrangeovych multiplikdtorov (rovnice (2.4), (2.5) pre Marshallovsku funkciu),
Sirsie uplatnenie v8ak mé postup eliminécie premennych z ohranicenia (p, z) = I resp. u(z) = U
a nasledneho riesenia tlohy na volny extrém. Ak pozndme jednu z dopytovych funkcii, mozeme
druht z nich vypo¢itat z rovnice (2.12) resp. (2.13).

2.8 Sluckého identita

Predpokladajme, 7e u je ostro monoténna a C,m, h si C'. Derivovanim identit (2.14) podla p;
dostaneme

Oy =2, 1)

o 2= (p,U). (2.17)

I=C(p,U)
Podla dosledku z odseku 2.5. Plati §(p,U) = hi(p,U). Z (2.14), (2.13) vyplyva, e ak

7,

U =V(p,I) potom I = (p,m(p,I)) = (p, h(p,u(m(p, I)Z))>7= (p, h(p, V(p.1))) = Cp,V(p.I)) =
C(p,U). Mozeme teda (2.17) prepisat do tvaru

om oh

i ) = =~
o, (p, 1) api(p,U)

om
- W(I% Dhi(p,V(p,1)). (2.18)
U=V (p,I)

Prvy ¢len pravej strany nazyvame substitucngm, druhy prijmovym efektom.
Ak $pecialne vezmeme i — tu zlozku (2.16), dostaneme
Oh;

(pv I) = 87]%'(1% U)

Opi

v=vprn 91

(p) I)hz(pa U)

: < 0, prijmovy efekt moze obratit znamienko pravej strany ak
i

h
Hoci podla odseku 2.6. je g

ami

a7 < 0.
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Vidime teda, ze Giffenov je vZdy podradny, naopak to platit nemusi. Zo Sluckého identity

totiz vyplyva, Ze dopad zmeny ceny statku na dopyt po nom ma dve zlozky — substitucny efekt a

prijmovy efekt. Substituény efekt, reprezentovany prvym ¢lenom g;? (p,U) U=vip ) predstavuje
‘ =Vi(p,

vzédjomny posun dopytu medzi statkami, druhy ¢len —%(p, Ihi(p,U) zasa zmenu dopytu

v désledku ekvivalentnej zmeny prijmu (obr. 11)

T2

substitucny efekt

prijmovy efekt

Obr. 11. Sluckého identita.

2.9 Spotrebitelov prebytok alebo ,,sol nad zlato*

UZ Smith sa zamyslal nad paradoxom, preco su zakladné statky ako voda, vzduch, také lacné.
Vysvetlenim je tzv. spotrebitelov prebytok.
omy;
Uvazujme normalny tovar, Marshallovsky dopyt po ktorom ostro klesé s cenou, 8—1 (p, I)<0.
Pi

Abstrahujeme od ostatnych statkov, ozna¢ime y = x; a

D(p) = mi(p, I)

p—i,I fixované

(D — demand), kde p—; = (p1, - - -, Pi—1,Pit1s- - - Pn)-
Kedze D(p) ostro klesd, ma inverznu funkciu, ktori ozna¢ime

p="pp(Yy).

Predpokladajme, ze aktudlna cena statku je p* a spotreba spotrebitela je v rovnovahe, t.j.
y* = D(p*), alebo ekvivalentne p* = pp(y™*).

Rozdelme si interval [0, y*] N—1bodmi0 =yy < y; < -+ < yn—1 < yny = y* na N intervalov.
Rovnovazna cena, ktoru by bol spotrebitel za spotrebu v intervale [y, yx+1] bol ochotny zaplatit
je pp(yk+1). Celkove by teda bol ochotny zaplatit za spotrebu ¢iastku

N-1
> > po(Yre1) (Y1 — yn). (2.19)
k=0

Ak sa s jemnostou delenia priblizujeme k nule, hodnota (2.19) sa priblizuje k hodnote

*

Yy
pp(y)dy

[e=]
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Rozdiel medzi touto cenou, ktort by spotrebitel bol ochotny zaplatif a cenou p*y*, ktort sku-
to¢ne plati nazyvame spotrebitelovym prebytkom,

CS(y") = / (o) —p*) dy =
0

(CS=consumer surplus). Dopyt po zdkladnych statkoch je typicky malo elasticky, po luxusnych
je naopak silno elasticky. Pre inverzné dopytové funkcie sa elasticita obrati. Z toho vyplyva,
Ze spotrebitelov prebytok je vyraznejsi u zdkladnych statkov. Vedela to intuitivne najmladsia
princeznd z rozpravky Sol nad zlato.

p P
CS(y™) CS(y")

zdkladny statok luxusny statok

Obr. 12. Spotrebitelov prebytok.

Analogicky mozno definovat vyrobcov prebytok. Z odseku 1.12 vieme, Ze ak je ndkladova funk-
cia dodavatela ostro konvexnd, je jeho ponukové funkcia S(p) rasticou funkciou ceny. Funkcia
y = S(p) ma vtedy inverznu funkciu, ktort ozna¢me p = ps(y) (S(ps(y)) = y). Pripomenme si,
ze ak je nakladova funkcia C(y) diferencovatelna, potom podla odseku 1.12 plati pg(y) = C'(y).

Diel vyroby v intervale [y, yx+1] je dodavatel ochotny vyrabat za cenu p = ps(yg+1); celkove
by teda bol ochotny vyrabat rovnovazny objem za celkovii cenu

0/ ps(y) dy

Rozdiel medzi skutoénym prijmom p*y* a prijmom, za ktory by vyrobca bol ochotny vyrabat
sa nazyva vyrobcovym prebytkom,

PS(y") =/(p*—ps(y))dy=/(ps(y*) —ps(y))dy
0 0

(PS — producer’s surplus).

2.10 Cvicenia

2.1. Dokéazte, ze ak je funkcia uzitocnosti u ostro rastica (spiﬁa P5), potom 2 maximalizuje
uzitoénost pri danom prijme prave vtedy, ak minimalizuje vydavky pri danej uzito¢nosti

U =u(z).
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2.2.  (Priklad 2 z kapitoly 2) Rieste tlohu spotrebitela pre vSeobecni:
a) C-D funkciu:
n
i=1
b) Leontieffovu funkciu:
. x1 T,
u(z) = mln{—, . —}
ai G,
c¢) Funkciu dokonale zamenitelnych statkov:
n
u(x) = Z a;T;
i=1
pre n premennych, t.j. rieste tlohu
max u(x)
(p,x) = I.
Ndvod: a) Vieme, ze ostro rastica transformacia funkcie uzitoénosti zachovava preferen-
cie. Transformacia h(t) = Int zjednodusi vypocet.
¢) B.u.n.v. mozme usporiadat premenné tak, aby platilo % > Z—; > > Z—Z.
2.3. a) Aké musia byt a, b, aby funkcia
1% pre x2 > x]
u(zy,x2) = )
a(bzy + x2) pre r1 < Ta,
x1 > 0, z9 > 0 bola funkciou uzitocnosti?
b) Pre a = 4/9,b = 1/2 nadrtnite ¢iary indiferentnosti preferencii, generovanych funkciou .
c) Ak st p1, p2 st ceny statkov 1 a 2 pri hodnotéch a,b z bodu b), aké mnozstva x1, xo
nakupi racionalny spotrebitel s prijmom I = 107
2.4. Funkcia uzitocnosti spotrebitela méa tvar
u(z1,x2) = min{z1ze, 2} pre x1 > 0, xo > 0.
a) Interepretujte ekonomicky preferencie, generované w.
b) ak sa spotrebitel rozhoduje racionalne, ma prijem I = 10 a ceny statkov st p1, p2, aké
mnozZstva jednotlivych statkov si vyberie?
2.5. Spotrebitelova funkcia uzito¢nosti je

u(ry,x2) = r1(20 + 1)

pre x1 > 0, zo > 0. Aky je dopyt spotrebitela po statku z, ak mé prijem I = 10 a ceny
statkov p; s

a) p1 =20, p2 =1,

b) p1 =1, p2 = 20.
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2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

Spotrebitelova funkcia uzito¢nosti je
u(z1,x2) = (v1 + 1)(x2 + 2).

Vypocitajte Marshallovski a Hicksovskt dopytova funkciu.

Pre spotrebitela s funkciou uzito¢nosti

(@, v) = T1T2 pre x1 < T2
1,42) — [ﬂ2 <
2 pre ro =~ 1.

Najdite Marshallovskt a Hicksovskil dopytova funkciu. Interpretujte funkciu uzito¢nosti
ekonomicky.

Funkcia uzito¢nosti spotrebitela je
u(xy,x2) = (21 + 1)x2 pre x1 > 0, zo > 0.

V zavislosti od cien p; statkov x;, ¢ = 1,2, vypocitajte Marshallovski a Hicksovski
dopytovu funkciu po statkoch x1, zo.

Predmetom spotreby typickej socidlne slabsej domécnosti s celkovym mesa¢nym rozpoc-
tom 5040 Sk st potraviny P s jednotkovou cenou 15 Sk a ostatné spotrebné pred-
mety D s jednotkovou cenou 1 Sk. Domécnost hodnoti spotrebu funkciou uzito¢nosti
u(P, D) = 30P?D. Akt ¢iastku bude domacnost vydavat mesacne za potraviny a akt za
ostatné spotrebné predmety?

a) Vrchnost sa rozhodne podporit spotrebu dotéaciou ceny potravin v rozsahu 50 %. Aky
to bude mat vplyv na spotrebu?

b) Vrchnost zmeni socidlnu politiku a namiesto cien potravin bude dotovat priamo
domaécnosti tak, aby im zabezpeéil rovnakt uzito¢nost, ako pri dotacii potravin. Aky
vplyv to bude mat na spotrebu a na vydavky vrchnosti?

c) Je pri zabezpecani rovnakej uzitoénosti potreby z hladiska vydavkov vrchnosti vyhod-
nejsia dotacia cien, alebo priamy finanény prispevok? (pozri [1])

Pre aky typ preferencii (funkcie uZito¢nosti) je spotrebitel na tom zaruéene rovnako bez
ohladu na to, ¢i je zatazeny spotrebnou datiou, alebo danou z prijmu? (pozri [2], [3])

Spotrebitel spotrebtva dva statky x1, T2 ¢ cenou 1, mé ostro monotdénne ostro konvexné
preferencie. Jeho ro¢ny prijem ja I. Stcasna spotrebu mé z* s 7 > 0, ¢ = 1, 2. Predpok-
ladajme, ze na nasledovny rok dostane podporu 0 < g < z7, ktortt musi but Gplne minat
na statok 1, alebo ju moze odmietnut. Dokézte tvrdenie, alebo jeho opak:

a) Ak je prvy statok normdlny, potom efekt podpory je rovnaky, ako efekt podpory bez
obmedzenia

b) To isté pre podradny statok (pozri [2], [3]).

Alenina prijmova elasticita dopytu po elektrine je 0.4, jej cenova elasticita dopytu po
elektrine je —0.3. Alena minie 10 % svojho prijmu na elektrinu. Ak4 je jej substitu¢na
cenova elasticita?

Ndvod: Vyuzite Sluckého identitu.

Aky je substituény efekt zmeny ceny statku v pripade dvoch
a) komplementarnych,
b) dokonale zamenitelnych dvoch statkov?
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2.14. Ak je nejaky tovar Giffenov, potom musi jeho spotreba klesat s prijmom, ale naopak to
neplati. Dokéazte.
2.15. Dana je koneéna mnozina spotrebnych kosov
X = {al,ag,...ag}
a platia na nej takéto preferencie:
ai 2as, a1 =Xay, az=as, a3 = az, a4 =as, a5 = ae,
as 2 ag, ag = as, ag=a4, ar=ag, ag=ay, ag = as.
Najdite funkciu uzitoc¢nosti, ktora rozumne* generuje tieto preferencie.
2.16. Vladca Nopiltzin je nestastny, Ze jeho Altomékovia privelmi holdujt pitiu opojného

pulque. Prijem reprezentativneho Altoméka je 100 pesos, jeho funkcia uzito¢nosti je
u(xy,xe) = 40Ilnxy + x9,

kde x1 reprezentuje spotrebu pulque, xo zvySok spotreby, obidve merané nakladmi na
jednotku (t.j. p1 = p2 = 1). V sti¢asnosti je jeho prijem zatazeny datiou z prijmu 10 %.
Notzpilin by chcel znizit spotrebu pulque tak, Ze namiesto dane z prijmu bude vyberat
spotrebni zan. Pri akej sadzbe spotrebnej dane dosiahne dosiahne Notzpilin rovnaky
prijem? Ako sa zmeni spotreba pulque?

*teda takt, ktora priradi rovnakt hodnotu iba indiferentnym kosom
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Poéniic touto kapitolou za¢neme preberat implikacie tedrie jednotlivych ekonomickych sub-
jektov pre spravanie ekonomiky ako celku. V tejto kapitole sa stistredime na trh jedného produktu
abstrahujic od ostatnych produktov. Vyjdeme z predpokladu, ze firmy vyrabajice sledovany to-
var posobia v dokonale konkuren¢nom prostredi: je ich tak vela, Ze spravanie jednotlivej firmy
neovplyvni cenu produktu.

3.1 Ponukova funkcia vyrobcu

Za predpokladu dokonalej stitaze je v zmysle odseku 1.12 jeho objem vyroby rastiicou funkciou
ceny, plati

S(p) = (")~ (p),

teda v znaceni odseku 2.9

ps(y) = C'(y)
(p=MC(y)).

Vyrobcovia maju zisk, ak p > p* (kde p* = ps(y*) a MC(y*) = AC(y*), pozri odsek 1.9), stratu
v opa¢nom pripade (Obr. 7).

Priemysel chapeme ako sumu N identickych vyrobcov. Ak S(p) je ponukova funkcia jed-
notlivého vyrobcu, potom ponukovd funkcia priemyslu Sy(p) s N vyrobcami je

Sn(p) = NS(p).

Ekvivalentne mozeme priemysel chapat ako jedného reprezentativneho vyrobcu s objemom
vyroby yny = Ny a nakladovou funkciou

Cnlyn) = NC(y) = NC ().

Inverzna ponukova funkcia reprezentativneho vyrobcu je dana rovnovahou jednotlivych vyrobcov

pns(yn) = ps(y) = C'(%)

Pretoze plati

dchN@N) - djNNc(ijV) (1),

mozeme spolocenstvo vyrobcov nahradit jednym reprezenativnym vyrobcom aj pri odvodzovani
inverznej ponukovej funkcie, ale s inou nédkladovou funkciou

Cn(y) = NC(%)-
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3.2 Spoloéenska dopytova funkcia

Ci uz Marshallovské alebo Hicksovska spoloc¢enské dopytova funkcia je jednoducho stétom zod-
povedajucich dopytovych funkcii spotrebitelov — jednotlivecov. U normdlneho statku sa klesaju-
cou funkciou ceny. Ak je spotrebielov M a povaZzujeme ich za identickych, tak pre spoloc¢enski
dopytovu funkciu Dy splati

D (p) = MD(p),

kde D je dopytovéa funkcia jednotlivého spotrebitela. Existencia jedného reprezentativneho spotrebitela,
ktorého dopytova funkcia by bola rovné spolo¢enskej dopytovej funkcii nie je zarucend bez dalsich
predpokladov a zachddza za ramec textu. Je rieSend v [3, 4].

V dalsom budeme indexy M, N pri dopytovych resp. ponukovych funkcidch vynechavat.

Inverznt funkciu k funkcii y = D(p) budeme znacit p = pp(y). VSimnime si: perfektnd
elasticita priamej (dopytovej, ponukovej) funkcie znaéi dokonali neelasticitu zodpovedajicej in-
verznej funkcie. S inverznymi funkciami dopytu a ponuky budeme pracovat viac nez s priamymi.

3.3 Rovnovaha na ¢iastkovom trhu pri dokonalej konkurencii

Sledujeme trh jedného produktu, ktorého ponukova funkcia priemyslu je S(p) a spolocenska
dopytova funkcia je D(p). Trh je v rovnovahe, ak niet neuspokojeného dopytu ani prebyto¢ne;j
ponuky, t.j. plati

S(p) = D(p). (3.1)

Ak predpokladame, ze S(p) je rastica a D(p) klesajica a navySe aspon jednéd z nich ostro,
rovnica (3.1) ma najviac jedno rieSenie — rovnovaznu cenu p. (detaily ako cvicenie). Ak p < p,

p p=pp(y)

p=psy)

3>

Y

(]
Obr. 13. Rovnovéaha na ¢iastkovom trhu.

je S(p) < D(p) a vznikne neuspokojeny dopyt, ak p > p, vznikne nadbyto¢né produkcia, prijem
dodéavatela sa vSak mozZe zmensSit.

Ulohu mozno formulovatf aj dynamicky: ak cena nie je v rovnovahe, sledujeme, ako sa bude
menif s ¢asom a ¢i sa napokon na rovnovihe ustali. Analyzovali sme dva modely, a to model
s diskrétnym a model so spojitym casom.

a) Diskrétny cas: predpokladame, ze D, S st diferencovatelné D'(p) < 0, S’(p) > 0 Produkcia
v Case t zavisi od ceny v Case t — 1, dopyt od ceny v Case t, cena sa vyvija tak, aby sa trh
vy¢istil:

D(p(t)) = S(p(t — 1)) (3.2)
p(t) =D o S(p(t —1)) (3.3)
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Pevny bod p dynamického systému (3.2) je prave bod rovnovéhy trhu D(p) = S(p). Ako

sme ukazali, je asymptoticky stabilny vtedy ak ‘gl,(g; ))‘ < 1, t.j. dopyt je elastickejsi, ako
spotreba.
b) Spojity ¢as: Spotrebitel aj dodavatel robia postupné kroky, aby sa k rovnovahe priblizili:

e pri volnej tvorbe cien

p=—a(S(p) —y)
¥ =0b(D(p) —y)

e pri cene urcenej vyjednadvanim

p=—a(y — D(p))
y=b(S(p) —v)

Rovnovaha je opit y = S(p) = D(p), a je asymptoticky stabilnd vZdy.

3.4 Dlhodoba rovnovaha pri volnom vstupe na trh

Ak pri rovnovdhe D(p) = S(p) [pp(y) = ps(y)], vyrobcovia dosiahnu nenulovy zisk, za¢nu
pritahovat dalSich vyrobcov. Pripomenime si, Ze

ps(y) =C’ (%) N — pocet vyrobcov

1 Yy
/ — o (7) .
Ps(y) N N
S rastom N, teda sklon (elasticita) inverznej dotykovej funkcie klesa (pozri Obr. 7). V rovnovahe

plati
c (}é) = oo (3).

¢ bude réast, pp(7) klesat az dovtedy, kym sa zisk nepriblizi k nule. N teda dostaneme z rovnice
]
Cl I — *’
(+)-r

Pri volnom vstupe na trh sa dlhodobe inverzné ponukové funkcia stdva dokonale neelastickou
(a ponukové funkcia dokonale elastickou).

kde p* je definované v odseku 1.10.

V stredoveku tomuto vyvoju branili cechy. V stcastnosti sa rézne komunity dodavatelov
snaZia o regulacné opartrenia. Napr. do r. 1948 bol u nas obmedzeny pocet lekdrni. V USA
r. 1980 zrusili regulaciu poc¢tu leteckych dopravov a kamionistov, ¢o viedlo k okamzitému poklesu
cien. Malo to vSak aj svoje negativne stranky: tvrdd konkurencia nutila letecké spolo¢nosti
k Gsporam na komforte a bezpecnosti. Viedla k bankrotom leteckych spolo¢nosti a tym napokon
aj k obmedzeniu sttaze. Snahy zamedzit vstup na trh konkurentom sme mohli zaznamenat aj
u nas, napr. farmaceuti sa snazili o to, aby si lekdreni mohol otvorit iba ¢lovek s farmaceutickym
vzdelanim, Deutsches Telecom si priamo zmluvne vyhradil monopol na uréity c¢as atd.

Prechod z kratkodobej do dlhodobej rovnovahy je podrobne spracovany v [9],[10].
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P p=ps(y)
prebyto¢na ponuka -
. f A )
p>p
p
p<p
[N '
neuspokojeny p=pn(y)
/ dopyt
g )

Obr. 14. Podiel spotrebitela a dodavatela na dani.

3.5 Vplyv dani, dotacii a regulacie cien

Regulécia ceny vedie k nerovnovahe, a to k prevahe dopytu nad ponukou pri regulovanej cene
p < p a prevahe ponuky nad dopytom pri p > p

Nerovnovéha je tym vii¢sia, ¢im st dopytovéa a ponukova funkcie elastickejsie (resp. inverzné
mene;j elastické).

Napriklad v roku netrody zemiakov 1994 zaviedla SR regulovant cenu na zemiaky, v désledku
¢oho prakticky celkom zmizli z trhu.

Ako sa na rovnovdhe prejavi zdanenie resp. dotécia? Ak vrchnost zdani statok spotrebnou
darniou so sadzbou ¢ na jednotku, bude cena pre spotrebitela p + ¢, ak cena pre dodévatela je p.
Rovnovaha teda nastane pre p = p; také, ze

D(pt+1)=S(pt) (=u)

alebo ekvivalentne pre y = y; také, Ze ps(y:) = pr = pp(yt) — t, teda

po(ye) = ps(ye) +1 (3.4)

Z formuly (3.4) vyplyva, Ze otdzka kto plati dane nie je dobre postavend, dan je v skuto¢nosti
danou za transakciu. Rozdeli sa medzi vyrobcu a spotrebitela: ¢im je dopyt menej elasticky
celi dan hradi spotrebitel. Rovnaka ivaha plati pre dotdciu, ktora je vlastne datiou so zadpornou
hodnotou.

Ukéazeme si, ze kazda dafi znadi stratu pri spotrebitelovom i vyrobcovom prebytku. Strata na
spotrebitelovom prebytku je

Y Yt
ACS = [(pp(y) —p)dy — [ (pp(y) —p: —t)dy
/ /

Analogicky
Yt

7
APS = /(ﬁ —ps(y))dy — /(ps(y) —pi)dy
0

0
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jalova strata

P p=ps(y) P
jalovéa strata
spotrebite[l ™
P spotrebitel
dodavatel pt=p" p=ps(y)
p1
p=pp(y)
p=pp(y)
Y Y Y Yt y* Y
Obr. 15. Podiel spotrebitela a dodavatela na dani.
Sucet strat je
] Yt ]
ACS+APS = [ (ool) - sy~ o) ~pst) = )dy = [ (o)~ ps(u) du -+ tu.
0 0 Yt

Clen ty; predstavuje prijem vrchnosti z dane a spotrebitelovi i vyrobcovi sa vrati, ak sa pouzije
v jeho prospech (napr. na stavbu ciest, skolstvo, atd.). Zostava vSak ¢len

Yy

L/Onxy)—ps@ﬁ)d%

Yt

ktory nazyvame jalovou (umrtvenou) stratou (deadweight loss)

3.6 Pripadové studie

1. Rovnovaha

V rokoch netrody v Anglicku v 19. storo¢i bohati poskytovali charitativhu pomoc chudobnym
tym, Ze odkupili irodu, spotrebovali jej pevnu ¢ast a zvySok predali chudobnym za poloviénu
cenu.

Na prvy pohlad je to uslachtild pomoc, v skutoénosti vSak tirody nepribudlo a chudobnym
sa teda viac nedostalo. Nielen to — tedria rovnovahy ukazuje, Ze chudobni napokon za potraviny
zaplatili rovnako.

Nech

D(p) — je dopytova funkcia chudobnych
K — spotreba bohatych (zédkladny statok = K konst.)
S — ponuka v roku netrody (nezéavisla od p)
Bez programu pomoci je rovnovaha

D(p)+ K = 5;

pri programe pomoci je

D<§>+K:S.
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7Z toho vyplyva 723 = p, p = 2p. Akonéhle bohati pontkli program, cena sa ihned zdvojnéasobila.

2. Trh poziciek
Za cenu pozicky povazujeme urok r, ktory musi dlznik platif. Oznac¢ime D(r) dopyt a S(r)
ponuku pri uroku r, ako obvykle predpokladame, ze D klesa a S rastie s r. Rovnovazny urok 7
je rieSenim rovnice

D(7) = 5(7)
Ak sa zdani zisk z troku sadzbou ¢ a dlznik méze (ako v USA) odpocitat naklady na pozicku,
potom v rovnovahe 7 plati

D((1—t)r) = S((1 —1t)r). (3.5)
Ak oznaéime y = D((1 — t)7), potom z (3.5) dostavame

(1—-t)7 =pp(y) = ps(y)

~_pply) _ ps(y)
1-t  1-t

To znadi, Ze rovnovazna vyska troku bude vyssia, kym vyska tiroku po zdaneni sa nezmeni.
Pri nerovnakej sadzbe dane t, pre veritelov, t4 pre dznikov dostaneme

y=D((1 —ta)7) = S((1 = 1,)7)

teda
(1 —ta)7 =pp(Y)

(1 —=t)7 = ps(y)
Skuto¢né troky po odéitani dani resp. Glav st
rq = (1 - td)?a Ty = (1 - tv)F
— td

1
teda plati ry = 7 ry. Ak je dan z arokov vyssia ako Ulava, ide o Cistd dan, inak o st

- W
dotaciu.

3. Kratkodoba a dlhodoba rovnovaha

Delba préce, snaha po celoroénom zabezpecdeni a honba za efektivitou vedt v USA k tomu, ze
sa pestovanie polnohospodarskych plodin koncentruje do najefektivnejsich oblasti. (Désledky st
Casto aj neziaduce: paradajky, ¢i jablka st cely rok ale st bezchutné.) Imperial Valley v Californii
sa takto stalo dominantnym dodévatelom listového Saldtu (lettuce). V r. 1979 vyhlasili odbory
strajk proti majitelom fariem. ZniZenie dodavky na asi 50 % viedlo v dosledku malej elasticity
dopytu k nérastu ceny na Stvornasobok, takze prijmy majitelov sa zdvojnasobili! Napriek tomu sa
majitelia usilovali o dohodu. V jednej sezéne ich ini dodévatelia nemohli nahradif, ale dlhodobe
by ich nahradili a prijmy by klesli (neelasticky dopyt — elasticky inverzny dopyt).

4. Lafferov efekt
Zvysi vrchnost prijem z dani zvySovanim datiovej sadzby?
Ak sadzba dane z mnozstva t a rovnovazny objem 1y, prijem vrchnosti je ty;.

Plati

d dy
— (¢ — t—2
dt(yt) Yt + qt

Diferencovanim rovnice rovnovahy

ps(yt) +t =pp(yt)
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podla ¢t dostavame

a teda
dye 1

dt  ph(ye) — pls(ye)

d () N t
—(ty)) =y :
TANG " () — Pls(we)

Na druhej strane, y; mozeme volbou dostato¢ne velkého ¢ urobit Tubovolne malym. Ak st p/s(y)
resp. |p))(y)| zdola ohranicené, plati pre dostatocne velké ¢

t

Yt +
P (We) — Ps(ye)

<0,

¢o znadi, ze prijem z dani s rastom t klesd. Ma teda maximum pri nejakom t = t* > 0 a dal$im
zvysSovanie sadzby dane ¢ uz nema zmysel.

Désledkom pre trh prace je aj to, ze so sadzbou dane zdujem o pracu klesd a produktivni
jedinci z krajiny odchadzaju.

3.7 Fixné faktory a ekonomicka renta

Pri volnom vstupe sa zisky asymptoticky blizia k nule. V niektorych odvetviach vSak volnému
vstupu na trh brani ohrani¢enost zdrojov v ekonomike ako celku. Najcastejsim prikladom je
priemysel tazby zdrojov; ropa, uhlie, zemny plyn, drahé kovy, poda, ale aj talenty (Pavarotti,...).
Niekedy obmedzenost zdrojov sposobuji predpisy (licencie taxikarov V New Yorku, benzinové
pumpy za sociku, lekarne,...)

Zd4 sa, ze v tychto pripadoch moze existovat dlhodobo nenulovy zisk. Nie je to tak — existuje
ekonomicky mechanizmus, ktory ho tla¢i do nuly. Zisk je totiz nenulovy iba vtedy, ak nezaratame
naklady nevyuzitej prileZitosti (opportunity costs, alternativne néklady). Je to trhova cena, za
ktort by sme mohli zdroj predat alebo prenajat. Ak polnohospodar mé zisk m po zapocitani
vSetkych nakladov, okrem ceny poddy, potom by vdaka trhovému mechanizmu bol ktokolvek
ochotny odkupit resp. predat podu za cenu 7 a najat rolnika. Nemé4 to ni¢ spolo¢né s cenou, za
ktorti p6du nadobudol.

Vzdy, ked existuje fixny faktor, zabranujtci volnému vstupu novej firmy existuje rovnovazna
cena najmu tohoto faktora. Pri regula¢nych ohraniceniach, kladicich obmedzenia vstup novych
firiem mozno firmu prip. licenciu zakupit. Vyska nerealizovaného prenéjmu resp. predaja pred-
stavuje pre majitela firmy néklady stratenej prilezitosti, ktoré nazyvame ekonomickd renta.

Priklady

1. Taxikarska licencia v New Yorku stoji $ 10000, velké tplatky sa u néds za predchadzajtceho
rezimu davali za benzinové pumpy.

2. Ekonomické renta za podu. Ak je cena produktu z danej pody p a ndkladova funkcia je C(y)
a rovnovazne vyrabané mnozstvo je ¢ , potom pri korektne vycislenej rente plati

py — C(y) — renta =0,

teda
renta = py — C(9).
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3.8 Cvicenia

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

PodTla [2, 3]|. Ukéazte, ze zmena zisku pri zmene ceny produktu je rovna integralu funkcie
ponuky s pévodnou cenou a zmenenou cenou ako medzami.

Dokazte, ze rovnovazna cena kompetitivneho trhu je spolocenky optimalna v tom zmysle,
ze maximalizuje sucet prebytkov spotrebitelov a vyrobcov.

Podla [2, 3]. Ci sa zvySenim ceny celkovy prijem dodévatela zvysi, alebo znizi zavisi od
elasticity zavislosti dopytu od ceny. Ako?

Podla [2, 3]. 100 ponohospodarskych podnikov pestuje kukuricu s pracou a kapitalom ako
faktormi. Cena préace na vypestovanie y ton kukurice je C(y) = y?.

a) Aké je funkcia ponuky jednotlivého podniku?

b) Ak4 je funkcia celkovej ponuky?

c) Predpokladajme, Ze trh je dokonale kompetitivny. Ak je dopyt po kukurici dany vzta-
hom D(p) = 200 —50p, aka je rovnovazna cena a aké je zodpovedajice vyrabané mnoZstvo
kukurice?

d) Co potrebujete vediet, aby ste mohli uréit rovnovaznu rentu pody?

Podla [2, 3]. Kazdy zo 100 vyrobcov (oéislovanych 1 az 100) ¢lnov na tropickom ostrove vie
vyrobit 12 ¢lnov roéne; nakladové funkcia vyrobeu k je C(y) = 11+ ky, kde fixné ndklady
11 vznikna iba vtedy, ak vyrobca vyrobi aspon jeden ¢In. Ak je cena ¢Ina 25, kolko ¢lnov
sa ro¢ne vyrobi?

Podla [2, 3]. Dopyt slovenskych spotrebitelov po dazdnikoch je dany vzfahom D(p) =
90—p. Dézdniky dodavaju slovenské a umbrelské firmy. Pre jednoduchost predpokladajme,
ze v kazdej z krajin ich vyraba jedna reprezentativn firma, ktora sa sprava kompetitivne
a jej nakladova funkcia je C(y) = y?.

a) Aké je celkova ponuka dazdnikov?

b) Ak4 je rovnovazna cena a aké je rovnovazne mnozstvo?

c¢) Domaci vyrobcovia lobuji o ochranu a vrchnost odsthlasi prirazku 30 Sk na zahraniény
dézdnik. Ak4 bude cena doméceho dazdnika pre spotrebitela?

d) Kolko dazdnikov budia dodavat umbrelski a kolko doméci vyrobcovia?

Dopytova funkcia fernetu je y = 1977_p za flasu, jej ponukova funkcia je y; = @ za flasu.

Povodne nezdanenu fernetu zdanila vrchnost 56 cenovymi jednotkami za flasu. O ¢o sa
zvysila cena fernetu pre spotrebitela?

Dopytova funkcia po balicku cigariet je D(p) = 1000 — 30p, ponukové je S(p) = 50p — 100.
V stcasnosti vrchnost zdariuje balicek cigariet spotrebnou danou vo vyske 20. Zvysi sa,
alebo znizi prijem vrchnosti z dane, ak sa dan o méalo zvysi?

Ponukové funkcia hovidzieho misa je y = 10p — 5, dopytova je 40 — 5p. Vrchnost usudila,
ze zo zdravotnych dovodov je ziadice znizit konzumadciu hovidzieho méisa o 20 %. Akou
sadzbou spotrebnej dane to moze dosiahnut?

Dopyt po Pepsine je dany funkciou D(p) = z%’ produkcia je dana funkciou S(p) = —1+p.
Ak vrchnost zatazi Pepsinu DPH 23 %, aké ¢ast dane (v kratkodobej rovnovahe) pripadne
na spotrebitela?

Vrchnost zatazila terkelicu DPH 20 %. Dopyt po nej je dany funkciou D(p) = 20 — 2p,
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3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.
3.19.

3.20.

ponuka funkciou S(p) = —5 + p. Zvysi sa alebo znizi prijem vrchnosti z dane zvySenim jej
sadzby? Zdoévodnite.

Dopyt po benzine je dany funkciou D(p) = 10 — 2p, ponuka funkciou S(p) = —1 + p.
Vrchnost chee uvalit na spotrebitelov spotrebnt dafi na benzin tak, aby na daniach vybrala
2 jednotky na stavbu ciest. Akt zvoli sadzbu dane?

Rieste tlohu analogicka dlohe zdanenia z odseku 3.5 pre pripad dane z hodnoty
Dopytova funkcia balicku cigariet je y = 50 — 2p, ponukova y = p/2. Aka ¢ast DPH vo
vyske 19 % znésa spotrebitel a akti dodavatel?

Podla [2, 3].

a) Aky je efekt dotacie na trhu s vodorovnou resp. zvislou funkcou ponuky?

b) Co, ak je krivka dopytu zvisl4 a ponuka rastie s cenou?

c¢) Kto plati dan v poslednom pripade?

PodTla [2, 3]. Spotrebitelia povazuji ¢ervené a modré ceruzky za dokonale zamenitelné,
ponuka Cervenych rastie s cenou. Ak st ceny ceruziek p. resp. pm, Co sa stane, ak vrchnost
zatazi éervené ceruzky spotrebnou datiou?

Podla [2, 3]. USA dovéazaju polovicu svojej spotreby ropy. Predpokladajme, ze zvySok
sveta je ochotny dodat tolko ropy kolko jej treba, a to za cenu 25 USD za barel. Co sa
stane s cenou domacej ropy, ak vrchnost zatazi zahraniént ropu sadzbou 5 USD za barel?
Podla [2, 3]. Ak4 je jalova strata dane pri zvislej krivke dopytu?

Richard Levie Srdce chce svoju dalsiu kriziacku vypravu finacovat z vynosu spotrebnej
dane na sol. Ak je dopytova funkcia po soli 10 — g a ponukova y = 14 &, pri akej vvyske
dane vyberie RiSo najviac? Kolko to bude?

Malystansky vladca Rulepeace Swordfish potrebuje peniaze na kampan proti svojmu pro-
tivnikovi Schwarzbergovi. Preto zdani cicer, ktorym sa obyvatelstvo zivi, dafiou z mnozsta
vo vyske t. Na jednej strane potrebuje ¢o najvicsi prijem z dane, na druhej strane chce,
aby spotreba ciceru neklesla o viac, nez 20 %, aby prili§ nepoklesla bojaschopnost jeho
vojska. Ak je dopytova funkcia ciceru D(p) = 10 — 0.5p a ponukova S(p) = —3 + 15p, aké
velké urci t?
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4.1 Rovnovaha monopolu

O monopole hovorime, ak vyrobok vyraba jedna firma. Na rozdiel od dokonalej konkurencie, kde
predpokladame, Ze vyroba nemdZe cenu vyrobku ovplynif, monopolny vyrobca mozZe stanovovat
cenu vyrobku sam.

Ak je rovnovazna cena na kompetitivnom trhu p a jednotlivy vyrobca stanovi cenu p, potom
dopyt D1(p) po jeho vyrobku je

0 akp>p
Di(p) = { neurdeny akp=7p
D(p) ak p < p

kde D(p) je spolo¢ensky dopyt po vyrobku.
Na druhej strane, ak je firma monopolom, potom dopyt po jeho vyrobku je rovny spolocen-
skému dopytu D(p). Zisk II monopolu je

I =pD(p) — C(D(p))

alebo ekvivalentne
I =pp(y)y — Cy)

Racionalny monopol ho bude maximalizovat. Ak pp,C st diferencovatelné, kladné riesenie
Ym tejto optimaliza¢nej tlohy bude spliiat rovnicu

0= 2 o)y = CWD| = ot} + po(s) = €'
t.j.
P (Ym)ym + P0(Ym) = C'(ym), (4.1)

alebo (marginal revenue) MR(y) = C'(y) (hraniény prijem = hrani¢né naklady). Objem
vyroby y = ym, a cenu p,, = pp(ym) nazyvame rovnovdinymi — monopolny dodavatel nema
dovod ich menit.

Podmienku (4.1) mézeme prepisat:

P (4m) [1 +p'D<ym>pr(Zm)] — ' (ym) (42)
o) |1+ 0| = ') @3)
kde 4D
e(pm) = S (py0)
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je elasticita dopytu. VSimnime si, Ze je zdpornd ! Ak (4.2) porovname s rovnicou pre rovnovahu
kompetitivnej firmy

pp(9) = C'(9)

vidime, Ze rovnovaha monopolu je od kompetitivnej rovnovahy tym dalej, ¢im je elasticita dopytu
spotrebitela v bode rovnovéhy (v absolttnej hodnote) mensia.
Kedze € < 0, z (4.3) vyplyva
C'lym) _ C'(3)

pp(Ym)  PD(D)

(4.4)
Kedze C je konvexné (a teda C’ je rastica) a pp je klesajuca, zo (4.4) vyplyva

Ym < U, pD(ym) >p

To znadi, Zze rovnovaha monopolu sa dosahuje pri mensom objeme vyroby, ako u kompetitivnej
firmy a v tomto zmysle je monopolné vyroba pre spotrebitela nevyhodné. Je to aj argument proti
preferovaniu jediného vyrobcu, ktoré sa presadzovalo za socializmu. Zdévodiiovalo sa to isporami
(predovsetkym na fixnych nékladoch), ktoré sa dosiahnu centraliziciou vyroby a vyvoja.

MC(y)
P
jalova strata
D (Ym) \
p B
/ p=pp(y)
T p=MR(y)
Ym g y

Obr. 16. Rovnovaha monopolu a jalova strata

4.2 Neefektivita monopolu

Neefektivitu monopolu mézeme vidiet este takto: keby monopolny vyrobca poniikol dalsi vyrobok
za cenu p € (MC(ym),pm), nejaky spotrebitel by si ho kupil a vyrobca by si zvysil zisk (bez
toho, ze by zvysil cenu vsetkych vyrobkov)

Za mieru neefektivity mozeme povazovat aj jalovi stratu na spotrebitelskom a vyrobcovom
prebytku, ktora je analogicky ako u straty pri zdaneni rovna

] ]
/ (wp(y) — C'(y)) dy = / po(y) dy — C(G) + Clym)

Ym

(obr. 16).
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4.3 Zdanovanie monopolu

Vyssia cena, ktord monopolny vyrobca oproti vyrobcovi v konkurenénom prostredi za vyrobok
utfzi vedie k tvaham, Ze by sa mu mal tento ,nadmerny zisk“ zdanenim odcerpat. UkaZeme si,
7e zdanenie ako spotrebnou datiou, tak aj dafiou z hodnoty moze viest k prehibeniu neefektivity
monopolu.

Rovnovaha y; pri spotrebnej dani ¢ je rieSenim tlohy

(pp(ye) — t)ye — C(ye) — max,

teda
PpWe)ye + po(ye) = C'(ye) + t.

Rovnovaha y; pri dani z hodnoty 7 spliia

D (Yr)Yr
— C(y,r) — max
teda
PpWr)yr +po(yr) = C'(yr) (1 + 7). (4.5)

KedZe lava strana rovnic pre y;, Y- sa moze s rasticimi ¢, 7 zviiéSovat, moézu byt hodnoty vy, y-
mensie ako y,, a rovnovazne ceny p;, pr vacsie, ako p,,. To znaci, Ze neefektivita monopolu sa
jeho zdanenim moze este prehibit.

Pri rovnosti vyroby y; = y, dostavame

Cl(yT)T =1
teda pre prijem vrchnosti plati
TPD(yT)yT I po(yr) tyr = — po(yr) "
L+7 C'y-) (1 +7) C'(yr)(1+7)

Kedze p/,(y-) < 0 plati

pp(yr) = C'(y-) (1 +7) — pp(yr)yr > C'(yr)

PD(Yr)
C'(y-)(1+7)
Vplyvy inych typov zdatiovania pozri [1, 2, 3].

teda

4.4 Cenova diskriminacia

Ak monopolny vyrobca predéva rozliéné jednotky tovaru za rozli¢né ceny, nazyvame to cenovou
diskrimindciou. Ako ukédzeme cenovou diskrimindciou moze zvysit svoje zisky. Aby to mohol
urobit musi

e zamedzit opdtovny predaj a

e rozlisit zakaznikov.

Rozpoznavame 3 druhy cenovej diskriminécie:
1. druhu (dokonalu), ked kazda jednotka ma ind cenu (v praxi je nerealizovatelnd),

.....

baleniach, lacnejsie dlhodobejsie permanentky, regresivna sadzba telefénovania),
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3. druhu, ak monopolny dodévatel rozlisi zakaznika podla dopytovej funkcie (Priklady: mladez-
nicke cestovné, zlavy ddchodcom, rozliéné ceny akademickych casopisov pre jednotlivcov a pre
kniznice)

Rozoberieme si cenovii diskriminaciu 3. druhu. Nech plb, 1 = 1,2 st inverzné dopytové funkcie
dvoch druhov zdkaznikov. Racionélny monopolny vyrobca bude riesit alohu najst 1, yo také, ze

ph(y1)y1 + 05 (Y2)y2 — C(y1 + o)

je maximalne, ¢o vedie na rovnice

pp(y1) {1 - ]511\} =C'(y1 + 12)
Ph(y2) [1 - |512| =C'(y1 +12)

a teda

phn) [1- ] =t [1- .

kde g; = 5(p]]'3(yj)), j = 1,2. Z rovnosti vyplyva p1(y1) > p2(y2) ak |e1| < |e2| Pri rovnovaznych
cenach bude teda nizsiu z nich platif ta4 skupina spotrebitelov, ktorych elasticita dopytu (pri
cene, ktort im monopol uréi) je vyssia. Su to spravidla ti spotrebitelia, kotri maj nizsie prijmy.

4.5 Prirodzené monopoly

Preco vznikaju monopoly? Ozrejmime si to na priklade.
Predpokladajme, ze nakladova funkcia jednotlivého vyrobcu je

C(y) = A+ By*.

Potom cena produktu, pri ktorej je zisk nulovy je rovnd minimu priemernych nakladov (odsek 1.8).
Dosahuje sa pri y*, ktoré riesi ilohu

AC(y) = j + By — min.

Riesenim je

a hodnota minima je

p = g /A _oviB.

A B
B
Pri tejto cene je podla odseku 3.4 pri volnom vstupe na trh tento v dlhodobej rovnovéhe.
Hodnota p* sa pri AB konStantnom nemeni, so zmenou A, B sa vSak meni hodnota y*:
Ak N je pocet vyrobcov a y = D(p) celkovy spolocensky dopyt, v rovnovéhe plati D(p*) =
Ny*, teda

N=D@)/y" =4 D@").
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.....

budi konkurovat. Naopak, ak je A (predstavujuce fixné naklady) velké v porovnani s B, vyjde
N malé a st splnené podmienky pre vznik monopolu.

Vychadzajtc z tychto itvah nazyvame prirodzenym monopolom monopol, ktorého fixné nak-
lady st prirodzene velké, variabilné naopak malé. Typickymi prirodzenymi monopolmi st verejné
sluzby (telefény, mestskd hromadné doprava, rozvod elektriny, plynu atd.), najmé tzv. siefové
odvetvia. Na jednej strane sa moze staf, Ze monopol vdaka svojej pozicii na trhu dosiahne
nenulovy zisk (u nds v stcasnosti plyn, elektrina, palivd), na druhej strane vSak moéze mat aj
trvald stratu (mestskd hromadna doprava). Obidve odchylky st neziadice, preto sa vrchnost
snazi im Celif a vytvara na tento ti¢el osobitné institicie (u nas Protimonopolny trad, Urad pre
reguldciu siefovych odvetvi).

Nadmerny zisk sa vrchnost spravidla snazi odstranit regulovanou cenou — v odseku 4.3 sme
ukézali, ze zdanenie monopolu méze jeho neefektivitu este prehibit.

V pripade straty méa vrchnost dve moznosti:

1. Apriorné regulicia: Regulaénym opatrenim uréi cenu p* tak, aby mal monopol nulovy zisk.
Podla odseku 1.9 bude vyrabat mnozstvo y* také, Ze

p*=MC(y") = AC(y").

Moze platit ako y* < D(p*), tak aj y* > D(p*). V prvom pripade pride k nerovnovéahe
v podobe neuposkojeného dopytu. V druhom pripade moze prist k sekundarnym stratam a
typickej spirale klesajiiceho dopytu a rasticich strat, ako to pozndme napriklad z MHD.
2. Aposteriorna regulacia: Vrchnost vyrovna straty, ktoré monopolu vzniknu pri jeho trhovej
cene
p" = AC(ym) — pD(Ym)-

Toto riesenie vedie k rovnovéhe, ani spotrebitel, ani dod4vatel nemaji dovod nieco menit.

Na vznik monopolov vplyvaju aj velkost trhu, restrikcia monetarnej politiky atd.

Co je monopol a ¢o nie? Hranice nie st celkom zretelné. Napriklad, $pecializovany ¢asopis
monopolom byt modze, hoci ¢asopisov je na trhu vela. Na druhej strane, nealko napoj urcitej
znacky (napr. Coca-Cola) forméalne vzaté monopolom je, v skuto¢nosti mu vSak konkuruju
napoje inych znaciek (napr. Pepsi, Kofola). V takomto pripade hovorime o monopolisitckej
konkurencii.

4.6 Oligopol

Ak na ¢iastkovom trhu pésobi viacero firiem, ktoré su v sutazi ale ich je tak mélo, Ze svojim
spravanim mozu trh ovplyvnit, hovorime o oligopole.

Najprv budeme skiimat pripad dvoch firiem, vtedy hovorime o duopole. Oznac¢me velkosti
ich produkcii y;, ich spoloény agregovany produkt je Y = y; + yo. Cena produktu je urcend
inverznou dopytovou funkciou

p=pp(Y)=pp(y1 +y2).

Oznac¢ime C(y), C2(y) ndkladové funkcie vyrobcov. Racionalne spravanie vyrobcov spociva ako
vzdy v maximalizacii zisku. T4 vSak zavisi od dopytu po jeho vyrobkoch a tym aj od objemu
vyroby konkurenénej firmy. Optimalny objem vyroby bude teda funkciou (predpokladaného)
objemu vyroby konkuren¢nej firmy: y1 = 71(y2), y2 = 92(y1). 91 a y2 budi teda rieSeniami tloh
(p=pp) :

P +y2)i1 — C1(91) 2 p(yr +y2)yr — Ci(yr)  pre vietky y

p(G2 +y1)92 — C2(92) > p(y1 +y2)y2 — C2(y2)  pre vietky yo.
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Rovnovaha (Cournotova) vznika, ak obidve firmy optimalizuji za predpokladu, ze aj ich
konkuren¢nd firma sa sprava racionalne. Vtedy 71 = 91(92), 92 = u2(91), teda 91,92 riesia
ulohu:

g1 —C1(71) > p(yr + v2)y1 — C1(y1)  pre vietky y1
p(v2 + 91)y2 — Ca(2) > p(i1 +y2)y2 — Ca(y2)  pre vietky yo.

Vsimnime si, ze tlohu dupolu moézeme chapat ako hru dvoch hracov s objemami vyroby ako
stratégiami a ziskom ako vyplatou. Bezprostredne z definicie Cournotovej rovnovahy vyplyva,
ze je Nashovou rovnovahou tejto hry.

Priklad. Nech p(Y) = b — aY, C;(y;) = ¢; + d;y?. Potom rovnice (4.6), (4.7) vyzeraju takto.
—ag1 +b—a(f1 + §2) = 2d1jh
—agz +b—a(f1 + §2) = 2d25

teda
2a+d))y1 +aygp =0b

ayn + 2(a+d2))y2 = b.

Ich riesenim je

o (2d2 + a)b =0
1= 3a? + 4a(d1 + dQ) + 4dydo

~ 2d b

Y2 ( L a) > 07

- 3a2 + 4a(d1 + dQ) + 4dydo

teda Cournotova rovnovaha vzdy existuje a je jedina.

4.7 Dynamika duopolu

Ak firmy duopolu nie st v rovnovahe , ale maji moznost svoje objemy vyroby v diskrétnych
okamihoch ¢asu upravovat, raciondlne sa budu spréavat tak, ze budi maximalizovat svoj zisk
pri znamom poslednom rozhodnuti rivala. Model postavime tak, ze v jednom ¢asovom intervale
kroku postupne obidve firmy reaguji na rozhodnutie rivala:

Y1 (t + %) = 71(y2(t))

pt+ 1) =R (n(t+ )

alebo

(e 2) (e 3) ol ) o) =i 2) o
V(4 3) F e+ D)+ ) +p(n (4 3) Tt 4+ 1) = Chmt+1). (@7
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V pripade prikladu zo odseku 4.6 nadobudnt vztahy (4.6), (4.7) tvar

1\ b—ay(t)
Y1 <t+ 5) = m (4.8)
b—ay (t+1

Dosadenim (4.6) do (4.7) dostavame

a,2 (2d1 —|-CL)b
a+dy)(a+ dg)yQ(t) * 4(a+di)(a+da)

yo(t+1) = 1

Pretoze a® < 2(a + dy)(a + dz), rovnovazny bod je asymptoticky stabilny (obr. 17).

Y2

i Y1
Obr. 17. Dynamika duopolu

Vo verzii so spojitym ¢asom mdZeme ich spréavanie modelovat diferencidlnymi rovnicami

. o1l;
yizaia—(yl,yz) ;>0 (4.10)

(2
V pripade z odseku 4.5 rovnice (4.10) vyzeraja takto:

141 = —2a1(a + dl)yl — ajays + aib
1o = —2a2(a + dz)yg — azay) + asb.

Pre vlastné hodnoty linedrnej ¢asti (4.11) plati
AL+ A= —2(a+di)a; —2(a+d2)az <0
M2 = 4(a+ dy)(a + do)arag — a*ajag = 3a*arag + a(dy + dg) + didz > 0

preto je aj v tomto pripade rovnovazny bod asymptoticky stabilny.
Je zaujimavé, ze Cournot sa tlohou duopolu zaoberal préave z tohoto dynamického hladiska,
a to déavno pred Nashom.

.....

Analogicky, ako v pripade duopolu voli kazdy z N oligopolnych vyrobcov objem svojej produkcie
tak, ze jeho zisk spliia

po(Y)yi — Ci(yi) — max (4.11)
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kde Y = y1 + ...yn. Nutnou podmienkou k (4.11) je
Pp(Y)yi +pp(Y) = Ci(y:). (4.12)

Ak st firmy identické, plati y; = %, Y = Ny kde y je produkcia jednej firmy. Potom sa (4.12)
prepise do tvaru

Y Y
(V)= Y) - C’(—) =0
Pl )N +pp(Y) N
a podla odseku 3.1
Y
Pp(Y) 57 +po(Y) = C5(Y) = 0.
Pre N velmi velké je prvy clen lavej strany velmi maly, preto
pp(Y) = C5(Y) = C'(y).

Rovnovaha je teda blizka kompetitivnej.

4.9 Kartel

V karteli dve (alebo viac) firiem spolupracuje, aby spolo¢ne dosiahli maximélny zisk. Hlad4 sa
teda dvojica y’f, y§ tak, aby

IT = p(yf + v5)(yF +y5) — C1(y}) — Ca(ys) — max

¢o vedie na dvojicu rovnic

oIl
yi

(W, u5) = 0/ (yF + u5) (W + %) + p(yF +95) — Cl(y) = 0

a teda aj
ri ok ok
C1(yr) = Co(ys)
Vsimnime si, ze rovnovaha kartelu nie je Nashovou rovnovahou, pretoze

oIl o1l
871(1/?, y8) =0 (yf + 5yt + pyf +v5) — ClL(yh) = nyl(yfa y5) =0 (yF + y5)yh > 0

=0

t.j. firmy zvysia zisk, ak jednostranne zvysia vyrobu.

Preto st kartely nestabilné, ¢o sa v praxi prejavuje tak, ze firmy maja ¢asto snahu partnerov
,dobehnit“. Napriklad letecké spolo¢nosti udavaju na letenkéch iné vyssie nez akciové ceny. Na
druhej strane sa firmy tomuto brania napriklad politikou ,beat any price“ (predame tovar za
dolozent cenu iného predajcu).

4.10 Bertrandova rovnovaha

V Cournotovom modeli rozhodovali firmy duopolu o mnozstvach produkcie, ceny sa urcovali
automaticky tak, aby sa vyrovnala ponuka s dopytom. Cournotova rovnovaha bola Nashovou
rovnovahou v hre, ktorej acastnici boli firmy s vyrabanymi mnozstvami ako stratégiami a ziskom
ako vyplatou.

Alternativne si moZzeme predstavit, Ze firmy volia ceny a vyradbané mnoZztvo sa uréi zo
spolo¢enskej dopytovej funkcie. Ulohu opif interpetujeme ako hru avsak s cenami ako straté-
giami. Nasou snahou bude identifikovat Nashove rovnovéahy, pri ktorych hraci nebudt mat stratu.
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Pre jednoduchost predpokladajme, Ze ide o dvoch identickych vyrobcov s linedrne rasticimi
nakladmi, teda C(y) = cy. Ak D(p) je spolo¢ensky dopyt po vyrobku, dopyt Di(p1,p2) po
vyrobkoch prvej z firiem bude

D(p1) ak p1 < p2
1

Di(p1,p2) = §D(p1) ak p1 = p2
0 ak p1 > pa.

Analogicky vzorec plati pre dopyt Da(p1,p2) druhého vyrobcu. Plati

Veta 4.1. Jedind (Nashovsky) rovnovaina cena bez straty je kompetitivna cena p* = c
(=C"(y))-

Dokaz. Pre zisk i-tej firmy II plati

<0 ak ¢ > p;
H(yi,pi) = (pi — )y
(Yi,pi) = (pi — 0)y {20 ok ¢ < .

Ak p1 = p1(p2) je optimalna cena prvej firmy pri danej cene po druhej, plati

cokolvek > ps ak pa<c, (lebo sa vyhneme strate)

p1(p2) = < neexistuje, ak py >c lebo pre p; py je Il — paD(p2), pre p1=p2 je %pgD(pg)
c, ak po=c

KedZe firmy vystupuju v modeli symetricky, vyplyva z toho, Ze inej rovnovahy bez straty ako
(¢, c) niet. Na druhej strane sa da bezprostredne overit, Ze jednostrannou odchylkou od dvojice
stratégii (c,c) ucastnik na vyplate strati a teda tato dvojica spliia definiciu Nashovej rovno-
vahy. O

Je prekvapujuice, ze v Bertrandovom modeli sa uz pri ucasti iba dvoch firiem dosahuje kom-
petitivna cena. Uréitym vysvetlenim je skuto¢nost, Ze Bertrandov model modeluje aukciu, ktorej
ucastnici predkladaji svoje ponuky stcasne v zapecatenych obalkach bez znalosti ponuky rivala.
Je zndme, Ze pri tomto type aukcii je mozné dosiahnut nizku cenu ponuky uz pri malom podcte
jej ucastnikov.

4.11 Cvicenia

4.1. Softwarova firma vyvinula novy programovy produkt. Pretoze ho ma chraneny copy-
rightom, pdsobi ako monopolny dodévatel. Dopyt po programe je dany vztahom y =
50000 — 100p, kazdy spotrebitel kupi najviac jednu képiu. Hrani¢na cena distribucie je
10 penaznych jednotiek za kdépiu. Ak firma preddva maximalizujic svoj zisk, kolko je
spotrebitelov, ktori by si kipili vyrobok za hrani¢ni cenu, ale nekipia si ho za monopolnt
cenu?

4.2. Saudovska Arabia dovoli ostatnym ¢lenom OPEC predévat akékolvek mnoZstvé ropy pri
cene, ktort sama stanovila a ktori ostatné staty OPEC akceptuji. Nech dopyt po rope je
dany vzfahom

p =83 — 2y,

kde p je cena za barel ropy a y je velkost dopytu v miliénoch barelov ro¢ne. Nech celkové
mnozstvo ropy, dodané ostatnymi ¢lenmi OPEC je

yr = 0.6p.
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

Predpokladajme, Ze krivka hrani¢nych nékladov Saudovskej Arabie je dand vzfahom
MC=15.

a) Kolko ropy a pri akej cene vyvezie Saudovskd Arabia za predpokladu, Ze chce maxi-
malizovat zisk?

b) Kolko ropy vyvezu ostatné krajiny OPEC pri tejto cene?

Jakutské leteckd spolocnost ma vyhradné préavo na lokalne letisko. Lieta jeden let denne
do Irkutska lietadlom s kapacitou 100 cestujucich. Néklady na let sa 4000 + 10y, kde
y je pocet cestujucich. Dopyt po letoch do Irkustska je y = 165 — 0.5p. Ak spolo¢nost
maximalizuje svoj zisk, kolko je rozdiel medzi hrani¢nymi ndkladmi na dopravu dalsieho
cestujiceho a cenou, ktort je cestujici ochotny zaplatit za cestu?

Dopyt po listkoch na rockovy koncert pod volnym nebom je dany vztahom D(p) = 500 —
250p. Kapacita priestoru, kde sa usporiada, je prakticky neobmedzené, nédklady vsak rastu
s po¢tom navitevnikov podla formuly C(y) = 10 + 0.1y2. Usporiadatel (ako monopolny
dodéavatel) urcil cenu listka tak, aby maximalizoval svoj zisk. Po vypredani listkov uvazuje
o tom, Ze zniZi cenu, aby znova maximalizoval zisk zo zvysku listkov. Aké bola prva a aka
druhd cena? Rozhodne sa pre tento krok?

Monopolny vyrobca mé konstantné hraniéné naklady (C(y) = 10y), dopyt po jeho vyrobku
je D(p) = 100—p. O ¢o sa zmeni cena vyrobku pre spotrebitela, ak vrchnost zatazi vyrobok
datiou z hodnoty vo vyske 10 %7

Monopolny vyrobca na tizemi byvalej CSFR mé konstantné hrani¢né naklady 2 Sk na
jednotku vyrobku. Dopyt po vyrobku je y; = 8000—800p; na Slovensku a y2 = 800—200p2
v Cesku, kde p; je cena vyrobku v SR a po v CR. Aky bude rozdiel medzi cenami p; a po,
ktoré bude vyrobca uctovat?

V Skalici je rovnako Zien a muzov. Dopyt Zien po trdelnikoch je D,(p) =2 — p pre p < 2,
muzov D,,(p) = 1 —p pre p < 1. Ich monopolny vyrobca Sablatura ma nakladovt funkciu
C(y) = 1+ ay. Ak vyrdba tak, aby maximalizoval svoj zisk, pri akom a buda trdelnik
kupovat muzi aj zeny?

Jedind koncertnd agentura v meste predava abonentky na nasledujicu sezénu. Ak st
dopytové funkcie zarobkovo ¢innych y, = 7 — p a penzistov y, = 8 — 2p v zavislosti od
ceny listka a nakladové funkcia agenttry je C(y) = 10+ %y2, po ¢om bude predévat listky
zarobkovo ¢innym a po ¢om penzistom, aby maximalizovala svoj zisk?

Dopyt po vyrobku prirodzeného monopolu je dany funkciou D(p) = 5 — p, naklady
monopolu st dané funkciou C(y) = 10 + 0.1y%. Ako musi vrchnost dotovat jednotku
produktu monopolu, aby nebol stratovy?

(Pozndmka.) Monopol uréi cenu po upovedomeni o dotacii!

Dopyt po produkte prirodzeného monopolu je dany vztahom D(p) = 50 — p/2, ndkladova
funkcia je C'(y) = 1200 + 10y. Monopol optimalizuje svoj zisk. Akou najmensou dotéciou
produktu monopolu dosiahne vrchnost, aby nemal stratu?

Pozn.: Vrchnost rozhoduje o dotécii po tom, ¢o monopol zvoli cenu.

Edison a Tesla si rozdelili trh gramofénov. Ich naklady na vyrobu st Cg(y) = 2 + v,
Cr(y) = 1 + 2y. Edisonovi priemyselni $piéni zistili, Ze Tesla stanovil svoju vyrobu na
10 kusov. Ak je dopytové funkcia po gramofénoch D(p) = 50 — 2p, kolko gramofénov bude
vyrabat Edison, aby maximalizoval svoj zisk?
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4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18

4.19.

4.20.

4.21

4.22.

Pre priklad duopolu s dopytovou funkciou pp(Y) = b — ay, Ci(yi;) = ¢; + d;y? a spojitt
dynamiku

Yi = @ dy; )
i = 1,2, ndjdite stacionarne riesenie a rozhodnite o jeho stabilite.

Elasticita dopytu po letoch z Addis Abeby do Kuala Lumpuru je konstantna a rovna —1.5.
Ak st 4 spolocnosti, ktoré ich previdzkuju v Cournotovej rovnovahe, aky je pomer ceny
k hrani¢nym nakladom?

Ezo a Gabor Vlkolinski s jedini, ¢o vo Vlkolinci pect chlieb. Ich néklady na vyrobu kila
chleba st Cg(y) = 1+ y?, Ca(y) = 2 + y. Zavislost dopytu po chlebe od jeho ceny je
dané vztahom y = 10 — p. EZo aj Gabor predpokladaji, ze konkurent voli objem vyroby
v zavislosti od ich vlastného objemu vyroby tak, aby maximalizoval zisk. Za ¢o budu chlieb
predavat?

Ak st dve firmy duopolu s konstantnymi hraniénymi nakladmi v Cournotovej rovnovahe,
ktord z nich bude dodavat viac a preco?

Saudovské Arébia a Venezuela sa dohodli, ze budi na trh dodavat tolko ropy, aby sucet
ich ziskov bol maximalny. Ak je dopytova funkcia ropy y = 100 — %p, nakladova funkcia
Saudovskej Arabie C(y) = 2 + y?, Venezuely C(y) = 1 + 2y?, aky bude zisk Venezuely?
V meste vychddzaja dvoje noviny NOVOSTI (N) a STAROSTI (S). Dopyt po nich, merany
desiatkami tisicov predplatitelov je 21 — 2pn + ps po N a 21 +py — 2ps po S, kde py, ps
st po rade ich ceny. Hrani¢n4 cena tlace vytlacku sa vyrovna zvySenému prijmu z reklamy
(teda celkovo je nulovd). Ak sa vydavatelia, ktori doteraz volili Cournotovsky rovnovazne
mnozstva vopred dohodnti na spoloénom mnozstve, o ¢o sa zvysia ceny novin? (Uloha sa
vymykd z latky v texte.)

. Firmy 1, 2 maja nakladové funkcie Cy(y1) = 1+ 2y?, Co(y2) = 2 + y3, dopyt po ich

produkte sa riadi vztahom D(p) = 10 — p. Pre ktort z funkcii je z hladiska jej zisku
prechod z duopolistickej konkurencie na kartel vyhodny?

Z Dnepropetrovska do Alma-Aty lietaja 2 letecké spolo¢nosti Alfa a Beta. Dopytova funk-
cia po letoch v zavislosti od ceny listka je y = 50 — p, ndkladové funkcie spolo¢nosti st
Cu(y) = 1+ y? pre Alfu, Cs(y) = 1 + 2y pre Betu. Ako sa zmenia zisky spolo¢nosti Alfa
a Beta oproti ziskom v Cournotovej rovnovahe vytvoria kartel a maximalizuji spolo¢ny
zisk?

Moskonf a Roskonf vyrabaja konfety (ruské bonbdny) a ich nakladové funkcie su Cys(y) =
1 +2y2, Cr(y) = 2 + y%. Ak sa rozhodni vytvorif kartel, kto bude vyrabat viac?

. Nikos nahovori Kostasa, aby na trh dodévali také mnozstvo chalvy, aby maximalizovali

spolo¢ny zisk. Kym Kostas sa dohody drzi, Nikos tajne dodava také mnozstvo chalvy, aby
maximalizoval svoj zisk. Ak je dopyt po chalve riadeny funkciou D(p) = 15—p a nékladové
funkcie Nikosa resp. Kostasa stt C(y) = 1+y? resp. Cx (y) = 2+ %yQ, kolko bude vyrabat
Nikos a kolko Kostas?

Miso, Ondro a Juro st jedinymi vyrobcami parenice v okoli. MiSo vyraba s konstatnymi
hrani¢nymi nakladmi 2 , Ondrove a Jurove néklady v zavislosti od objemu ich vyroby y s
14 2y? resp. 2+2. Pévodne tvorili oligopol,v ktorom pri maximalizacii svojho zisku Migo
vyrobil 1 jednotku parenice. Potom vytvorili kartel. Ak je dopytovéa funkcia po parenici
D(p) = a —p, a > 0, ako sa zmenil objem vyroby Ondra a Jura oproti Cournotovej
rovnovahe?
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5.1 Rovnovaha uplného trhu pri ¢éistej vymene

V predchadzajucej kapitole sme analyzovali ¢iastkovy trh s jednym produktom. Abstrahovali
sme od toho, ze v skuto¢nosti nemozno takéto trhy izolovat.

Prvy krok k analyze vseobecného trhu urobime za predpokladu cistej vymeny — nebudeme
sa zaujimat o povod (vyrobu) statkov. Subjekty, ktoré sa na trhu zucastnuju vstupuji na trh
vybaveni statkami, ktorych predajom ziskavaja prostriedky na nakup statkov na trhu. Spravaja
sa raciondlne a snazia sa uspokojif svoje preferencie, generované funkciou uzito¢nosti.

Nech

N je pocet subjektov,

n je pocet statkov, (x1,...,x,) vektor ich mnozstiev,

u® je funkcia uzito¢nosti i-teho ucastnika,

m® (p, I) je Marshalovskd dopytové funkcia i-teho Ucastnika,

w(d) = (wgi), . ,w,(f )) je pociatoéné vstupné vybavenie statkami i-teho ticastnika.

Prijem I i-teho ucastnika je prijem z predaja statkov, ktorymi je vybaveny:
n .
j=1

Spréavajuc sa raciondlne riesi tlohu (2.1), (2.2) Kapitoly 2:
u (z) — max

pri podmienke svojho rozpocétového ohranicenia

(p,z) = IV = (p,).
Jej rieSenie je reprezentované Marshallovskou dopytovou funkciou

2 =m0 (p, (p,w™));
vSimnime si, ze pre kazdé k > 0 plati

m (kp, (kp,w)) = m@ (p, (p, ™)),

t.j. rieSenie zavisi iba od pomeru cien statkov. Rovnovdha (Walrasova) nastane vtedy, ak celkovy
dopyt po tom-ktorom statku neprekroci jeho ponuku dani sti¢tom vybaveni jednotlivych tcast-
nikov:

N . . N .
Z mD (p, (p,w)) < Zw(l). (5.1)
i=1 i=1

V rovnovéhe s vSetci Gcastnici trhu uspokojeni a nemaji dovod nie¢o menit.
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Otézka je, ¢i existuje p = p*, pri ktorom plati (5.1).

Oznac¢me .
2p) = 3 [mO(p, (p,w D)) -l
=1

vektor rozdielov medzi dopytmi po jednotlivych statkoch a ich ponukami. Potom (5.1) moZeme
zapisat v tvare
z2(p) <0 (& zi(p) <0 pre vietky j). (5.2)
Vsimnime si, ze plati
z(p) = z(kp) pre vSetky k > 0.

Dalej plati

Veta 5.1 (Walrasov zdkon). Ak su preferencie icastnikov trhu ostro monotonne, potom pre
kaZdé p plati

Dokaz.
N | | | |
(p, 2( < D [ (p, (p,w®y) — w(z)}> = Kp,m(z)(p’ <p7w(z)))> N <p,w(’)>} |
=1 i=1
pretoze kazdy z Gcastnikov trhu spliia rozpoétové ohranicenie. 0

Walrasov zakon predstavuje rovnovahu prijmov a vydavkov: ¢iastku, ktort tcastnici trhu
uttzia za statky, ktorymi s vybaveni mind na statky, ktoré zakupia.

Déosledok. Ak su preferencie ticastnikov ostro monotdnne, p* je (Walrasovsky) rovnovdziny
vektor cien a zj(p*) < 0, potom p;f = 0. Inak povedané, vo Walrasovej rovnovdhe s kladnymsi
cenami sa vycerpd celd ponuka.

Ak st preferencie vsetkijch ucastnikov ostro monotdnne, potom je rovnovadzny vektor kladngch
cien riesenim systému n homogénnych rovnic o n nezndamych

z(p) = 0.
Walrasov zdkon hovori, Ze rovnice su zdvislé, teda ak vektor cien riesi n — 1 rovnic, riesi vsetky.

Dékaz. Nech zj,(p*) < 0. Ak by platilo pj, # 0, potom by z Walrasovho zékona vyplyvalo
0= me ) < 175 () <0,

¢o je spor. (Il

Priklad. Predpokladajme n = N = 2,

Ak p = (p1,p2) je vektor cien statkov, rieSenim zékladnej alohy (2.1), (2.2) z Kapitoly 2 pre
prvého ucastnika dostaneme jeho Marshallovskt dopytova funkciu

al
mgl)(p7 I) = pTa

1—a)l
mél)(pvl) = (7)7

b2
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Ak za I dosadime jeho prijem plwg) + pgwél), dostaneme

mi(q) = afet®) + guf),
)= (1—a)g '™ +wiM],

kde ¢ = p2/p1. Analogickym postupom dostaneme Marshallovski dopytova funkciu druhého

(

ucastnika @ @
[ + quy ]7
= (1= B)la "l + i)
KedZe funkcie uzitoénosti ob1dvoch ucastnikov s ostro monotdénne, v rovnovahe plati

)(q) (1)+w§)’

my’
3 () +m3” () = i)+,

teda
afw + qwlM] + Blw® + ) =

(1)

WM 4 @
(1—a)g o + i+ (1= B)lg w0 + W] = Wi 4+ w?,

Kedze podla Walrasovho zakona su rovnice zavislé (o ¢om sa moZzeme presved¢it priamo),
mozeme z ktorejkolvek z nich jednoznac¢ne vypoditat pomer cien

u—w@”+u—6w9

aw2 ) 4 ﬁw2

q:

5.2 Existencia rovnovahy

PretoZe z(p) = z(kp) pre kazdé k > 0, mozeme rovnovaznu cenu hlfadat medzi cenovymi vektormi
z mnoziny S = {p : p; > 0,> p; = 1,}. V pripade, ze st Marshallovské dopytové funkcie
ucastnikov definované aj pre nulové ceny, je éxistencia rovnovahy désledkom nasledujicej vety:

Veta 5.2. Nech z: S — RY je spojitd funkcia takd, Ze (p,z(p)) = 0 pre kazdé p. Potom
existuje p € S také, Ze z(p) < 0.

Doékaz je netrividlny a vyuziva Brouwerovu vetu o pevnom bode. Nech K je konvexnd
kompakind mnozina a f : K — K je spojita. Potom f md pevny bod.

Existencia p € S takého, ze z(p) < 0 vyplynie z tejto vety takto:

Definujeme f: S — S predpisom

pi + max{0, zi(p)} __ pi+max{0,z(p)}
143 5oy max{0, z(p)} 2.jlpj + max{0, z;(p)}]

[ je spojité a preto ma pevny bod p*, fi(p*) = p} znaci

fi(p) =

n
pi + max{0, 2:(p*)} = p; +p} Y _ max{0, z(p*)}.
i=1
Vynésobenim rovnic z;(p}) a ich s¢itanim dostaneme

n n

> zi(p*)max{0, z(p*)} = > z(p*)p; Y max{0, z(p*)}.
=1 =1

=1
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Pretoze Y ;" , zi(p*)p} = (z(p*),p*) = 0, plati
n

Zzi(p*) max{0, z(p*)} = 0. (5.3)

i=1

Plati z(p*) max{0, z;(p*)} > 0 a z;(p*) max{0, z;(p*)} > 0 ak z;(p*) > 0 Lava strana (5.3) je
teda sucet nezdpornych ¢isel a ten moze byt nulovy iba ak st vSetky sc¢itance rovné nule, ¢o je
prave vtedy, ak plati
zi(p*) <0 pre vietky 1.

Geometricky vyznam konstrukcie je taky, Ze zobrazenie P(z), definované predpisom P;(z) =
max{0, z;(p*)} je projekciou z(p) na R’} = {x > 0}, a zobrazenie p — {%} je projekciou
vektora f(p) = p + P(z(p)) na simplex S pozdlz lucov z pociatku; P(z(p)) < 0 prave vtedy, ak
z(p) <0.

Veta ma obmedzené pouzitie, mnohé ¢asto pouzivané dopytové funkcie (napr. odvodené
z Cobbovej-Douglasovej, alebo CES funkcie uzito¢nosti) jej predpokladom nevyhovuja. Exis-
tencia rieSenia za vSeobecnejsich predpokladov, zahfiiajicich aj uvedené funkcie sa dé dokazat
s pomocou Kakutaniho vety o pevnom bode pre funkcie s mnozinovymi hodnotami (pozri [4])

5.3 Edgeworthov obdlZnik

Ulohu vymeny dvoch tovarov dvoma tc¢astnikmi trhu mozno demonstrovat na Edgeworthovom
obdlniku

preferencie (2)

Y2

T D1y1 + Day2 = ﬁ1w§1) + ﬁ2w§1)
Wy " +Wws

preferencie (2)

Wy B

preferancie (1)

Statok 1 wg) w§1)+w(2) Y1

preferencie (1)

Obr. 18. Edgeworthov obdlznik

1. Dizky stran obdlznika predstavuji celkové mnozstva statkov na trhu.
2. Bod (z1,72) obdlinika prestavuje taku alokéciu tychto mnoZstiev medzi tcastnikmi, Ze
ucastnik ma x; a ucastnik ma wgl) + wl@) —x; 1-teho statku.
3. Priamka
(p,z) = (p,wM), (5.4)
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prechadzajica bodom (wg ) (1)) predstavuje mnozinu takych spotrebnych kosov, ktoré si

moze z prijmu z predaja vybavenla dovolit tcastnik . Pre tieto body vsak sucasne plati
(p,w® +w® —2) = (p,w®)

a preto reprezentuje (v siradnicovom systéme s pociatkom v bode w® + w® a opacne
orientovanymi osami) aj analogickii mnozinu pre druhého tcastnika.

4. Cenovy vektor je rovnovazny vtedy, ak sa na priamke (5.4) ndjde bod, ktory riesi ulohu
rovnovahy spotrebitela pre obidvoch spotrebitelov. Nutnou podmienkou je, aby sa pri-
amka (5.4) v tomto bode dotykala ¢iary indiferentnosti obidvoch tcastnikov. Veta z odse-
ku 5.2 tvrdi, Ze takyto cenovy vektor existuje, ak si Marshallovské dopytové funkcie obi-
dvoch Gcastnikov spojité.

Systemtické grafické spracovanie Edgeworthovho obdlznika sa nachadza v [11].

Priklad (Zamenitelné statky). Ak sa statky 1, 2 pre obidvoch uéastnikov trhu zamenitelné
a x1,xo sU mnozstva statkov, ktoré st alokované na prvého ucastnika , potom pre uzitocnosti
ucastnikov trhu plati

u(l)(azl, x9) = a1x1 + agx2
u® (21, 22) = b (W + 0 — 21) + by + W) — a2)
a spolo¢né rozpoctova priamka obidvoch Gcastnikov je

p1y + pag = I _leg ) erzwé ),

Oznacme g = %' Technikami z Kapitol 1, 2 vypocitame Marshallovské dopytové funkcie tcast-
nikov:

m(l)( ) = (wl —i—qwé),O) ak ¢ > az/a,

(0,¢71 w +w(1)) ak ¢ < as/ay

@) (w @ 4 qw(z) 0) ak ¢ > by /by,

m(p) = @,
(0,7 w;” +ws”) ak g < by/b;.
Bez Gjmy na vSeobecnosti predpokladajme az/a; > by /b;. Potom plati
@]+ +gw? +wi?),0) ak g > a/ay
m(l)(q)+m(2)(q): (wy ( )—l—qwé),q wgl) wil )) ak ag/ay > q > ba /by

(O,q”( M 42 ))+w§)+w§2> ak ¢ < by /by

Ak q¢ = az/ay (resp. ¢ = ba/b1), dopyt prvého tcastnika nie je na rozpoctovej priamke urceny,
ur¢ime ho pomocou dopytu druhého (resp. prvého) tcastnika. Zhrnutim vsetkych moznosti
dostavame, Ze rovnovazny pomer cien je dany formulou

as/aq ak wg)/wéz) > az/a;
q= wgl)/wgm ak ag/a; > wgl)/wém > by /by
by /by ak Wi /wl? < by/by.

Podrobné odvodenie sa ponechéva na ¢itatela, mozno ho néjst v [7].
Vsimnime si, ze rovnovaha existuje napriek tomu, ze Marshallovské dopytové funkcie ticast-
nikov nie si1 spojité a teda predpoklady existencnej vety nie s splnené.
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5.4 Prva veta o dobrodeni (welfare)

Vimenu mézeme chapaf ako hru, v ktorej stratégiami sa koSe statkov, splhajtce rozpoctové
ohranicenie a vyplatou je hodnota funkcie uzito¢nosti. Pripomerime si, Ze stibor stratégii hracov
nazyvame Paretovsky optimdlnym, ak nieexistuje iny subor stratégii, pri ktorom by vyplata
nijakého z hracov nebola nizsia, kym vyplata asponi jedného z nich by bola vyssia.

Prva veta o dobrodeni hovori, Ze alokicia statkov pri rovnovahe je Paretovsky optimélna.
Vyplyva to priamo z definicie rovnovahy.

Tato veta azda najviac charakterizuje filozofiu klasickej ekénomie: hoci sa vSetci tcastnici
trhu spravaju sebecky, vysledkom je taka alokacia statkov, ktora je pre vSetkych optiméalna.

5.5 Produkcia

V zakladnom modeli sme nepocitali s produkciou statkov. Predpokladajme, Ze je n vyrobcov,
Jj-ty vyrobca vyraba préave j-ty statok a statky 1,...,n (vratane statku j) st pre neho faktormi.
V zmysle odseku 1.2 ho charakterizujeme produkénou funkciou fU). Predpokladajme, 7e pri
danom vektore cien p v zmysle odseku 1.4 vyrobca maximalizuje svoj zisk, t.j. voli vektor
faktorov #(9) tak, aby platilo

pif V@) = (p,29) 2 p; O () = (p, )
pre vSetky z > 0. Oznacime
gD = (=2, fDEW) — W~ )

Cisty vektor produkcie j-teho vyrobcu (zdporné hodnoty produkcie predstavuju spotrebu fak-
torov).

Predpokladame, Ze vyrobcovia st vlastneni spotrebitelmi ako akcionarmi. Oznacme a;; —
podiel i-teho spotrebitela v j-tom vyrobcovi

N
E Qi3 = 1
i=1

Rozpoctové ohranicenie i-teho spotrebitela bude
<p7 x(Z)> = <p> w(Z)> + Z aij <p7 g(])>
j=1

kde §9)(p) je produkény plan, maximalizujuci zisk j-teho vjrobeu.
Podobne ako pri trhu bez produkcie hladame p tak, aby sa nevyskytol neuspokojeny dopyt,
t.j.

N n N n
2p) = [m(i) (p, (@) + Y aijp, @U)>] > W@ =3 " (p) <o.
i=1 j=1

i=1 j=1

Lahko si mozeme overit, ze ak maju vSetci i¢astnici ostro monoténne preferencie, pre z(p) opéit
plati Walrasov zakon. D4 sa dokazaft, Ze za rozumnych predpokladov existuje rovnovazny cenovy
vektor.

Walrasov model je zdkladom pre zlozitejsie modely vSeobecnej rovnovéahy, ktoré sa pouzivaju
aj v ekonomickej prognostike.
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5.6 Externality a vlastnicke prava

Doteraz sme predpokladali, Ze spotreba statku jednym z tcastnikov trhu je ostatnym ucast-
nikom Tahostajné, nemé vplyv na hodnotu ich funkcie uzitoénosti. To nemusi by pravda. Vplyvy
spotreby ostatnych subjektov na uzitoénost daného subjektu nazyvame externalitami. Exernality
mozu byt
e negativne, ak zvySenie spotreby jednym tcastnikom znizuje uzitocnost iného (napr. fajéiar
— Cisty vzduch, hlasna hudba — ticho, parkoviska — zeleti, stavby na susednych pozemkoch)
alebo

e pozitivne v opacnom pripade (ovocny sad — véelar, upravena zahrada). Rozsiahlou triedou
pozitivnych externalit su siefové externality. Napriklad tc¢astnik facebooku zvySuje svojou
ucastou a aktivitou okrem svojej uzitoénosti aj uzitocnost ostatnych tcastnikov.

Externalita sa mdzZe z pozitivnej zmenit rozsahom na negativnu. Napriklad viiési pocéet auto-
mobilov vedie k hustejSej sieti sluzieb, ale privelky podcet zasa k dopravnym zapcham.

Rovnako méZzeme hovorit o produkénych externalitdch negativnych (vyroba elektriny — znedis-
tenie ovzdusia, riek) a pozitivnych (chov oviec — hnojenie lak).

Mozno povedat, ze v pripade negativnej externality statok pre jedného ucastnika je ,antis-
tatkom“ pre druhého, t.j. uzitoénost s narastom jeho ,spotreby“ klesa. Situdciu mozeme opét
znézornif na Edgeworthovom obdlzniku, v ktorom jednym zo statkov st ,peniaze“ (reprezen-
tujiice spotrebu ostatnych statkov), hodnotu vybavenia ktorymi oznacime wgl). Na druht os
nanasame spotrebu druhého statku (pri fajéeni cigarety pre jedného, dym pre druhého.)

Trh nemozZe viest v pripade externalit k rovnovahe preto, Ze nie je dané vybavenie v Gi¢astnikov
v zvislom statku/antistatku. ,Vybavenie“ moze nahradif vrchnost uréenim wvlastnickych prdv.
Napr. v pripade fajéiarov: ak vrchnost uréi, Ze v miestnosti sa nefaj¢i, je statkom vybaveny
ucastnik , ak uréi, Ze sa cely ¢as moze fajéit, aéastnik . Vrchnost moéze uréit aj medzistupen
(v Casti restauracie sa faj¢i, v Casti nie, vlak mé fajéiarske a nefajéiarske vozne). Napriklad v
pripade fajCenia sa vlastnicke prava postupne menili v prospech nefajéiarov, v pripade vlastnikov
stavebnych pozemkov definuje ich vlastnicke prava tizemny plan.

Priklad. Nech z; predstavuje peniaze, 5 — po¢et hodin hudby za 24 hod. Ucastnik 1 chce
poc¢uvat hudbu, Gcéastnik 2 preferuje ticho.
Pociato¢né vybavenie nech je

w =100, W =100

wél) =a, wéQ) =24 — a,
kde parameter a reprezentuje pravo na hodiny ticha. Rozpoctova priamka prvého ucastnika je
xgl) + pzxél) = 100 + paa,

predpokladajme, ze funkcie uzito¢nosti ucastnikov s

Rovnovaznu cenu dostaneme postupom z prikladu v odseku 5.1

(2—a— 3)100

bz = aa+ B(24 —a)’
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Priklad (Tragédia ob¢iny). Predpokladajme, Ze na spolo¢nej pastvine (,,obéine, commons*)
pasu viaceri pastieri svoje stada kréav. Nech cena chovu jednej kravy je a a f(x) je celkovy vynos
z mlieka, vyrobeného stadom velkosti z, pasticeho sa na pastvine. Predpokladajme, Ze f je ostro
rastica ostro konkavna a plati f(0) = 0.

Zisk z chovu stada velkosti x je

r(x) = f(z) - az,

jeho maximum sa dosahuje v (jednozna¢ne definovanom) bode X takom, ze
F(X) =a.

Predpokladajme teraz, Ze na pastvine pasie kravy N vlastnikov a velkosti ich stad st z1, ..., zN.
Vymos zo stdda k-teho pastiera je rovny celkovému vynosu vynasobenému pomerom velkosti jeho
stada k velkosti celého stdda, pasticeho sa na pastvine, teda

Tk

— Tkt 4eta
m1+-'-+fo(1 N)

a jeho zisk bude
Ty

——f(x1 + -+ xN) — axy.
$1+---+:L"Nf(1 v) b

m(z1) =

Predpokladajme, Ze jednotlivy pastier nemé vplyv na velkosti stdd ostatnych pastierov. Vtedy
bude maximum zisku dosahovat pri velkosti svojho stada Zj takej, ze 7 (x) = 0, t.].

( : o )f( +otdp e o)
A - ~ x ... :U ... x‘
1+ +x+---+aN (x1+---+xk+---+xN)2 1 k N (55)
.@k / R :
+ - T4+ I+ aN) =a.
PRI S g N)
Predpokladajme dalej zjednodusene, zZe pastieri st identicki. Vtedy &1 = --- = 2y = Y/N,

kde Y je celkové velkost stdda. Potom mozeme (5.8) prepisat do tvaru

<1_Y/N

v ) F0) ) =a

alebo

(1-%) @+%f’(¥):a.

Z predpokladov na funkciu f vyplyva @ > f'(Y). Aby sme to dokézali, vySetrime funkciu
FY)=f(Y)=Yf(Y)-preY > 0 totiz zrejme plati @ > f'(Y) prave vtedy ak F(Y) > 0.
Plati limy 0 F(Y)= 0. Pretoze f je rastiica a konkavna, plati
FY)=fY)-fY)-Y[f'(Y)=-Yf'(Y)>0.

Z tychto dvoch vztahov vyplyva F(Y) > 0 pre Y > 0.
Kedze @ > f'(Y), plati

o> (1= 5 ) 70+ 1) = 10

kedze f’ je klesajica funkcia, vyplyva z toho Y > X; ¢im je N vicSie, tym vicsie je Y.
t.]. past viac, nez by bolo spoloc¢ensky optimalne. Toto je jednou z pri¢in tragického vyvoja v
Saheli, suchého pasma Afriky juzne od Sahary.
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5.7 Produkéné externality

Predstavme si, Ze papieren vyraba mnostvo ¢ papiera a mnozstvo = znecistenia vypusti do rieky.
Produkcia rybarskeho zdruzenia je negativne ovplyvnena znecistenim.
Nakladové funkcie papierne a rybarskeho zdruzenia si Cp(q,z) a Cr(r, x), kde r je mnozstvo

vylovenych ryb. Plati

OCRr oCp
- — < 0.
Ox >0, or — 0

Nech pg, pr st jednotkové ceny papieru resp. ryb. Rovnovaha papierne je
peq — Cp(g,x) — max

a rybarskeho zdruZenia
prr — CRr(r, ) — max

V rovnovéahe plati

% g.0)
pq - aq q7 9
aCp
_9Cp . 5.6
0=——(d,%), (5.6)
_ 9%, 4
Pr="g, \"%

Znecistenie reprezentované premennou x predstavuje pre rybarov externalitu — znizuje ich pro-
dukciu, ale sami ho nemdzu ovplyvnit. ZvySenie ndkladov rybarov je ¢ast spolocenskej ceny
papiera, ktort papiereni ignoruje. VSimnime si, ze podla rovnice (5.6) papierenn bude znecistovat
tak, aby Cistenie nepredstavovalo pre fu nijaké (hrani¢né) naklady.
Jednou moznostou Paretovsky optimalneho rieSenia je, ze by sa firmy zla¢ili do jednej. Potom
by spolo¢ny zisk bol
pqq + prr — Cp(q, ) — Cr(r, x)

a rovnica (5.6) pre maximum by sa nahradila rovnicou

oCp OCx
e (¢,2) + o

Vzhladom na znamienka 68%, 88% by to prinieslo mensie znecistenie.

Vrchnost moéze prindtit papierenn uhradif spolocenskii cenu znedistenia pomocou Pigouovej
dane t za jednotku znecistenia vysky

(7, &) = 0. (5.7)

e

t o (7, ).

Vtedy bude papierei v rovnovahe, ak
DPqq — CP(Q:‘T) — tx — max,

teda 50
o (@:8) =,
¢o vedie k rovnakej rovni znedistenia ako (5.7)

Dalsou moznostou je trhové riesenie. Povedzme, Ze papierei ma povolent normu 7 (,,vlast-
nicke pravo“) a rybari st ochotni platit jej, aby znecistovala menej, a to p za jednotku. Papieren
maximalizuje svoj zisk,

Pqq + p(T — ) — Cp(q, ) — max,



64 5 Vymena

jej rovnovéha je rieSenim rovnic

i an aA A . 8CP A A

Podobne, podmienkou maxima zisku rybarov

prr — p(T —x) — Cr(r,z) — max

je
_ OCRr _ OCRr
br = (97" (T‘,.’E), p= ax (T,IE) (59)
Z (5.8), (5.9) dostaneme
OOR (g,2) = =22 (3,0) =
or YT Ty \DY TP

Vidime, Ze spolocenské optimum je opif rovnaké, ako keby sa firmy zIlGéili do jednej. Uroveii
znecistenia od T nezavisi, zavisi vSak od neho rozdelenie ziskov.

Ak je viac znecisovatelov (napr. znecistenie ovzdusia emisiami NO elektrarnami), vrchnost
moze uréit normy na znecistenie bez ohladu na naklady jednotlivych firiem. Existuje aj flexibil-
nejsie, trhové riesenie.

Nech st naklady n firiem na dosiahnutie hladiny zneéistenia = C;(x), ..., Cp(z). Spolocenské
optimum minimalizécie nakladov je

Ci(z1) + -+ + Cp(xy) — min

za podmienky

1+ To+...2, <T. (5.10)

Kedze funkcie C;(z),i = 1...n sa klesajice, ak minmum 77, ...,7] existuje, dosahuje sa pri
rovnosti v (5.10). Pomocou Lagrangeovej ve dostdavame

Cl(x1) = A,...,Cl(Tn) = A,

teda
Ci(z1) = -+ = Cp(Tn).

Toto rieSenie sa v sucasnosti uplatiiuje na medzistdtnej Grovni. Staty maji uréend hranicu
znedistenia, moézu si vSak jej zvySenie ,odkupit* od iného $tatu, ktory plni stanoveny limit
S rezervou.

5.8 Cvicenia

5.1. Dvaja tcastnici trhu s dvoma statkami maja funkcie uzito¢nosti u(l)(acl,xg) = xlx%,
u®(z1,25) = x122 a st vybaveni jednou jednotkou z kazdého zo statkov. Vypocitajte
Walrasovsky rovnovazny podiel cien a spotreby jednotlivych statkov jednotlivymi tcast-
nikmi.

5.2. Romeo a Jilia spotrebuvaju 2 statky 1, 2, ich funkcie uZitoénosti st u®(z1,22) = z129
a u’(z1,r2) = min{x1,r2}. Romeo ma pdévodne 3 jednotky statku 1 a 4 jednotky statku

2, Julia 7 jednotiek statku 1 a 6 jednotiek statku 2. Ako si podelia statky vo Walrasovej
rovnovahe?
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5.3. Corgon a Topvar su pre Petra a Luciu dokonale substitu¢né tovary s funkciami uzito¢nosti

up(C,T) =2C+T
ur(C,T) = C + 2T.

Ak Peter a Lucia maju po base z kazdého druhu piva, aka spotreba Corgona resp. Topvaru
pripadne vo Walrasovej rovnovahe na Petra a aka na Luciu?

5.4. Overte Walrasov zakon pre trh s produkciou.
5.5. Castor a Polux Ziju v svete dvoch statkov x1,x2. Ich funkcie uZito¢nosti sa

uC (x1, 29) = 2ah r >0

u® (x1, x) = min {z1, 22} .

Castor vlastni 3 jednotky z1 a 4 jednotky s, Polux vlastni 7 jednotiek z1 a 6 jednotiek
9. Ktord z odpovedi spravne charakterizuje Walrasovu rovnovahu:

a) Obidvaja spotrebuivaja 5 jednotiek.

b) Polux spotrebuva 6 jednotiek z kazdého statku, lebo spotreba siedmej jednotky fubovolného
zo statkov nevedie k narastu jeho funkcie uzitocnosti

c) Polux spotrebuva rovnaké mnozstva obidvoch statkov, preto sa ich ceny musia rovnat.

d) Ceny statkov sa nerovnaju, lebo Castor a Polux nie st rovnako vybaveni.

e) Vsetky odpovede st nespravne.

5.6. Ivan donesie na trh kilo maku, Brigita kilo orechov. Predpokladajme, Ze ich funkcie uzi-

tocnosti s
ur(m,0) =m+ 2o

up(m, o) = 2m + 3o.

Aké musia byt ceny maku p,, a orechov p,, aby Ivan aj Brigita uspokojili svoj dopyt?
Kolko si donest z trhu maku resp. orechov?

5.7. Stiirzer pecie krémese, Levius pajgle. Kazdy z nich napiekol po sto kusoch. Stiirzerova
funkcia uzitoc¢nosti je
us(K,P)=KP

Leviusova
ur,(K,P) =2K + P.

Pri akom pomere cien budt obidvaja uspokojeni?

5.8. Knieza Biatec potrebuje med s cinom v pomere 3 : 1 na bronz na svoje mince, jeho funkcia
uzitocnosti je teda
ug(m, c) = min{m, 3c}.

Miesizelezo si z bronzu a cinu pripravuje Salat a jeho funkcia uzitoc¢nosti je
upr(m, c) = me.

Biatec ma 10 kg cinu a nijakt med, MiesiZelezo 20 kg medi a nijaky cin. Pri akom pomere
cien budt dopyty obidvoch uspokojené a kolko si odnestt medi resp. cinu?
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5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.
5.15.

5.16.

5.17.

Aristid mé kilo chleba, Tasillo pol kila slaniny. Ich funkcie st

1/2

ua(c,s) =c'*s

ur(c, s) = cs.

Pri akom pomere cien buda dopyty obidvoch po slanine i chlebe uspokojené?
Jozovi a MiSovi nabalili mamy na lyzovacku po pol kile mandarinok a pomarancov. Ich
funkcie uzitocnosti st wj(m, Tp) = Tm+Tp, Un (Tm, Tp) = 2Tm +2p. (M — Miso, J — Jozo,
m — mandarinky, p — pomaranée). Miso a Jozo si zobchoduji pomaranc¢e a mandarinky
tak, aby maximalizovali svoju uzito¢nost. Aké budi vo Walrasovej rovnovahe spotrebtuvat
mnozstva p a m a aké buda ich rovnovazne ceny?
V svete dvoch statkov xj, xo je funkcia uzito¢nosti Petra u(xi,z2) = x1z2 a funkcia
uzito¢nosti Pavla u(x1,x2) = 221 + 2. Peter mé povodne 5 jednotiek z; a 9 jednotiek xa,
Pavel méa 6 jednotiek z1 a 8 jednotiek xo. Kolko jednotiek x1, zo spotrebiiva vo Walrasovej
rovnovahe tejto ekonémie Peter?
Lev Nikolajevi¢ a Josif Visarionovi¢ palia vodku a vo volnom ¢ase lovia seljodku. V sobotu
sa zisli, aby si povymienali vyrobky a tilovky. Ak Lev Nikolajevi¢ pride vybaveny pol litrom,
Josif Visarionovi¢ litrom vodky a obidvaja z nich st po vypiti pol litra vodky stuhnuti (t. j.
ich spolo¢ny Marshallovsky dopyt po vodke pri jej nulovej cene je liter), kolko spotrebuji
v stucte vo Walrasovej rovnovahe?
Cutora oblubuje ako jedlo grenadir, ale iba v pomere zemiaky : cestoviny = 1 : 2. Naopak,
Butora jedava zemiaky i cestoviny k mésu, ale zemiaky st mu milSie, ¢o je vyjadrené jeho
funkciou uzitoc¢nosti

up(z,¢) =2z +c.

Cutora donesie na trh 10 kg cestovin, Butora po 5 kg zemiakov i cestovin. Pri akom pomere
cien zemiakov a cestovin sa obidvaja vratia domov spokojni?

Dokoncite analyzu riesenia prikladu z odseku 5.3.

Marcello vyraba ravioli, Sophia tortellini, na trh pridu vybaveni 10 kg svojich vyrobkov.
Co do spotreby st ravioli a tortellini pre Marcella celkom zamenitelné, kym Sophia ich
radsej strieda, takze ich funkcie uzito¢nosti su

un(RT) = R+T,
us(R,T) = R23T1/3,
Ak obidvaja maximalizuji svoju uzito¢nost, pri akom pomere cien je st ich dopyty us-
pokojené a s akymi mnozZstvami odidu z trhu?
Funkcie uzitocnosti ic¢astnikov trhu sa
uV (21, 22) = min{zy, 2},

u® (1, z5) = min{xy, 220}

Predpokladajme 2(w§1)+w§2)) > w§1)+w§2) > w§1)+w§2). Rozhodnite, pri akych hodnotéach
W w® WD W ma Walrasova tloha riesenie s nenulovymi i kazte, z

1wy Wy, Wy ymi cenami a ukéZte, ze pomer
cien je uréeny jednoznacne.

Dvaja tcastnici trhu s dvoma statkami maji funkcie uzito¢nosti

ul(xl, x9) = min{x, x2}, u2(:c1,332) = min{zy, x2}
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5.18.

a pociatocné vybavenie:

a) wl =(2,1), w? = (0,1)

b) w! = (1,1), w? = (0,1).

Existuje Walrasova rovnovidha s nenulovymi cenami? Ak ano, vypocitajte rovnovazny
pomer cien a spotrebu statkov.

Dvaja ti¢astnici trhu s dvoma statkami majt pociatoéné vybavenie w! = (1,1), w? = (1,1)
a funkcie uzitoc¢nosti

a) ul(z1,r2) = min{2x1, 22},

b) u?(x1, x2) = min{w, 222},

ul (w1, 22) = min{zy, 222}, u? (21, 22) = min{zy, 275}

Existuje Walrasova rovnovidha s nenulovymi cenami? Ak ano, vypocitajte rovnovazny
pomer cien a spotrebu statkov.
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6.1 Lotéria ako model rozhodovania pri neistote

Dosial sme tedriu trhu robili za predpokladu uplnej istoty v désledkoch rozhodovania. V sku-
to¢nosti vSak spotrebitelovi, obchodnikovi, alebo vyrobcovi nemusia by zname exogénne pod-
mienky, ktoré mozu ovplyvnit dosledky jeho rozhodnutia.

Napriklad:

e objednam si dovolenku a neviem, aké bude pocasie

e orazitkujem si obed, neviem ¢ nari budem moct ist
e kupim zasnezovacie delo, neviem aké bude sezdna

. . . . 7 . . z u 7
e prenajmem si miesto na predaj na puti, neviem kolko pride Tudi

e zasejem pSenicu, neviem, ako mi zarodi.
Budeme sa najprv zaoberatf neistotou spotrebitela, pre jednoduchost sa obmedzime na jeden
statok (peniaze) a rozhodovanie pri neistote budeme modelovat ako lotériu.
Predpokladajme, ze spotrebitel mé imanie 100 Sk a za 5 Sk si kupi listok do lotérie, v ktorej
moze vyhrat 200 Sk, ak mu vyjde ¢islo, na ktoré stavil, inak ich strati. Jeho volba spociva v
tom, ¢ stavi (S), alebo nie (N). Vysledkom je jeho imanie po fahu lotérie:

N: po lotérii mé s istotou 100 Sk
S: po lotérii mdze mat 95, alebo 295 Sk.

Ak je pravdepodobnost jeho vyhry p, potom je toto imanie ndhodnou premennou s rozdelenim
100 s pravdepodonostou 1

v prvom,
95 s pravdepodobnostou 1 — p

295 s pravdepodobnostou p

v druhom pripade. Rozhodovanie spoéiva vo volbe ndhodnej premennej z danej mnoziny ndhod-
nych premennych V = {N,S}.

Raciondlne rozhodovanie modelujeme ako maximalizdciu preferencii na mnozine V', v nasom
priklade dvojprvkovej. Ak subjekt voli istotu, hovorime o averzii k riziku, v opa¢nom pripade o
vyhladdvant rizika.

6.2 Averzia k riziku a poistenie

Protipélom prikladu z predchadzajiceho odseku je situécia, v ktorom subjekt je prirodzene
konfrontovany s rizikom a snazi sa mu vyhnatf. Typicky to robi s pomocou poistenia.

Predpokladajme, Ze subjekt vlastni objekt za 350000 Sk, z ktorého mozu ukradnit zariadenie
za 100000 Sk s pravdepodobnostou p = 0.01.
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Pravdepodobnostné rozdelenie imania po udalosti je

350000 — 100000 = 250000 s pravdepodobnostou 0.01
350000 s pravdepodobnostou 0.99

Poistenie umoziiuje toto zmenit. Ak si subjekt zaplati poistné 10 za ndhradu plnej hodnoty
straty, potom rozdelenie pravdepodobnosti je

350000 — 10 = 349990 s pravdepodobnosou 0.99
350000 — 100000 + 100000 — 10 = 349990 s pravdepodobnosou 0.01

— teda s istotou mé 349990 Sk.
Vseobecne nech

Wo je pociato¢né imanie poistenca,

L je strata v pripade poistnej udalosti,
B je vyska nahrady (0 < B < L),

vB je poistné,

P je pravdepodobnost poistnej udalosti

Q2 =1{0,1} jepravdepodobnostny priestor (0 — nenastane, 1 — nastane), P(0)=1—p, P(1)=p.
Poistenec si voli vysku ndhrady B a tak mnoZinou V jeho rozhodnuti je interval [0, L]. Nim
si voli ndhodnti premennt z € Q — R2, kde

.T():W()—"}/B
1‘1:W0—L+(1—’)/)B,

nazyvanu kontingentnym pldinom. Ak vyeliminujeme B, dostavame

W()—l'o

1 =Wo—L+(1—-7) 5

t.j.
1—7 1

7x1+(1—7)$0:’y<Wo—L+TW0) :7(—L+;Wo>. (6.1)

Poistenec stoji pred ulohou racionalneho vyberu vektora (zg,z;1) analogickou tlohe (2.1),

(2.2) z Kapitoly 2 s kontingentnym planom (xg,z;) zodpovedajicim kosu statkov, priamkou
(6.1) zodpovedajticou rozpoc¢tovej priamke a funkciou uzito¢nosti

Ulzo, x1) = (1 = y)ulzo) + yu(e1).

Racionalny poistenec voli kontingentny plan na priamke (6.1) s najvéiésou hodnotou uzito¢nosti
U. Rozsirenie na bohatsi pravdepodobnostny priestor Q2 = {1,...,n} je zrejmé.

6.3 Ocakavani uzito¢nost a averzia k riziku

V predchadzajicom odseku sme nechali nezodpovedanou otazku povahy preferencii. Modelujeme
ich tak, aby odrazali vztah subjektu k riziku.

Najcastejsie sa preferencie odvodzuju z priemernych hodnot funkcie uzito¢nosti imania. Nech
u(w) je uzitofnost imania w poistenca. Hodnota u po udalosti pri zvolenom kontingentnom
plane — ndhodnej premennej x zavisi od jej realizacie. Ak je F' pravdepodobnostné rozdelenie
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nadhodnej premennej z, potom ocakdvand hodnota uzitocnosti w po udalosti bude bude dana
vyrazom

u = Eu(x) = /u(:c) d F(z);

ak € je kone¢né a P je pravdepodobnost na (2, potom

=) u(x(w)Pw).

wef

Ocakavand hodnota uzitoénosti mu je znédma pred udalostou; budeme predpokladat, Ze jeho
preferencie st generované hodnotou ocakavanej uzitoc¢nosti po udalosti.

Nech u(x) je ostro rastica funkcia uzito¢nosti imania subjektu. Predpokladajme, Ze jeho
pocdiatocné imanie je Wy a zGcastni sa lotérie, v ktorej s pravdepodobnosou % vyhra alebo
prehra gq. Ak Q = {0,1} je pravdepodobnostny priestor (0 — prehra, 1 — vyhra) a {zg,z1} je
zodpovedajica ndhodna premennd, potom

g =x1 =Wy ak nehra
x1=Wo+¢q, x9=Wy—aq, ak hra
a plati
1 1
u= §u(Wo) + iu(Wo) =u(Wy) = u(fCO i xl) ak nehra
1 1
u = §u(a:1) + §u(x0) ak hra.

Ci bude, alebo nebude hrat, zavisi od toho, ¢

" (f”o i ““"1) > Lu(zo) + %u(xl)

2 2

alebo

2 2 2

Prvy pripad nastane, ak u je konkavna, vtedy subjekt preferuje istotu pred rizikom. Druhy
pripad nastane, ak je u konvexna, vtedy subjekt preferuje riziko pred istotou. Ostro konkavna
funkcia teda vyjadruje averziu k riziku, ostro konvexnd vyhladdvanie rizika a linedrna neutralitu
k riziku.

Vsimnime si, Ze na rozdiel od zédkladnej tlohy spotrebitela z Kapitoly 2, ktord bola invari-
antné vzhladom na rast zachovavajucu transforméciu v priestore hodnét funkcie uZzitocnosti
(Pozndmka, odsek 2.1), v nasom pripade to neplati. Vysledky rozhodovania zavisia od ¢iselnych
hodnét funkcie uZito¢nosti, ¢o sa volne vyjadruje tak, Ze mé kardindiny charakter.

V pripade poistenia je oakdvand uzito¢nost po udalosti

“ (mo - Il) < Luwo) + Tu(ar).

(1= p)u(Wo —vB) + pu(Wo — L+ (1 —7)B). (6.2)
Ocakévany zisk poistoviie je
p(y—1)B+ (1 —-p)yB=(y—p)B.

Ak je vstup na trh poistovni neobmedzeny a poistka je spravodlivé, je ocakdvany zisk poistovne
nulovy, teda v = p. Vtedy ocakdvana uzitocnost je

(1 —=p)u(Wo —pB) +pu(Wo — L+ (1 —p)B).
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Ak u je konkévna, maximélna uzitocnost sa dosiahne, ak
(1= p)u'(Wo — pB)(—p) + pu'(Wo — L + (1 —p)B)(1 — p) =0,

teda
u'(Wo — pB) =u'(Wo — L+ (1 —p)B).

Ak u je ostro konkdvna, u’ je ostro klesajica, vtedy z (6.2) vyplyva
Wo—pB=Wo—L+(1-p)B =— B=L. (6.3)

Dostavame, ze ak ma poistenec averziu k riziku, poisti sa na plna cenu.
Vzhladom na analégiu tlohy s tlohou (2.1), (2.2) ju mézeme riesit postupom z odseku 2.3.
To znac¢i minimalizovat funkciu

Uz, 1) = (1 — p)u(zo) + pu(z1)
s v = p pri podmienke (6.1). Podmienka (2.4) dava
(1=p)'(xo) = A1 —p),
pu'(x1) = \p, (6.5

teda u'(x0) = u/(z1), ¢o je ekvivalentné s (6.3).

6.4 Diverzifikdcia a zdielanie rizika

Ak je dazdivé leto, bude to zle pre vyrobcov slnecénych okuliarov, ale dobre pre vyrobcov dazd-
nikov. Pre investora, ktory sa vyhyba riziku mé zmysel investovat stcasne do vyroby okuliarov
aj vyroby dazdnikov. Podobne investor s averziou k riziku, ktory sa chce poistif voéi vykyvom
vymennych kurzov investuje do aktiv v rozliénych menach.

Priklad.
okuliare dazdniky
cena akcie teraz 10 10
cena v dazdivom lete 5 20
cena v slne¢nom leto 20 5

Predpokladajme, Ze pravdepodobnosti dazdivého a slne¢ného leta st rovnaké. Ak investujeme
100 jednotiek do jedného druhu akcii, v obidvoch pripadoch bude ich cena v lete 200 jednotiek
alebo 50 jednotiek s pravdepodobnostami 50%, ich o¢akévand hodnota bude 125. Ak za rovnaku
cenu ktipim po 5 akcii obidvoch spoloc¢nosti, ocakdvand hodnota bude rovnaka, ale budeme ju
mat s istotou.

Tomuto hovorime diverzifikované investovanie. V praxi nie je diverzifikicia také jednoducha,
lebo vynosy moézu byt nielen negativne, ale aj pozitivne korelované.

Ak m4 spotrebitel svoj majetok ststredeny v jednom statku (dom), fazko moze sdm svoje
riziko diverzifikovat. Takych jednotlivcov vSak je spravidla vela. Ak je p pravdepodobnost, Ze
domkéra postihne udalost, predstavujicu stratu L (napr. poziar), ma kazdy z ich ocakdvani
stratu pL. Ak st udalosti nezavislé (napriklad domy st daleko od seba), o¢akdvany pocet udalosti
je pN a sumadrna ocakavand strata je pNL. Ak da kazdy z nich do spolo¢ného fondu sumu pL,
z ktorych sa poskodenym vyplati strata, zdielaju svoje riziko.

To je princip ,,vzajomnej“ poistoviie, komeréné poistovne toto organizuju a si za to nechévaju
platit. Spravidla dalej rozkladaju svoje riziko, zaistuji sa u inych poistovni.
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6.5 Neistota vyrobcu

Rovnako ako spotrebitel, aj vyrobca je konfrontovany s neistotou. Neistd moze byt ako cena,
tak aj objem produktu.

Uvazujme o vyrobcoch s hladkou rastiicou ostro konvexnou nakladovou funkciou, spliiajicou
C"(y) > 0. Predpokladajme najprv nadhodnost ceny, teda nech cena je ndhodnd premenna s
distribu¢nou funkciou F'. Potom ocakévany zisk 7 je

o0

Er = / (py — C () d F(p).

0

Ak je neisty vysledok a F' je opéif jeho distribuénou funkciou, potom

O/pyc F(y)

Ak rizikovo neutralny vyrobca vyrobca maximalizuje ocakavany zisk, potom v prvom pripade
voli y = § tak, aby platilo g—g(g) =0, t.j.

[p—C'(9)]d F(p) =0,

¢o znaci
ps(9) = C'(y) = Ep. (6.6)

Ak mé averziu k riziku, jeho uZito¢nost je striktne konkdvna a maximalizuje ocakavan uzi-
tocénost

/u py — C(y))d F(p),
0
voli y = y* tak, aby
[ - cwe - ) aFm) =o. (6.7)
0

Plati
u'(pg— C(9)) >u'(Epy — C(9), p—C'(§) <0 ak p < Ep

u'(pg — C(y) <u'(Epy—C(5)), p—C'(§) >0 ak p > Ep,

z ¢oho vyplyva, ze integral na Tavej strane (6.7) je < 0 pre y = g. Plati

(fy 0/ i (py — C))(p— C'(y)) d F(p)
- / W (py — C()(p — C'(y))? A F(p) — / o (py — C(y)) C"(y) A F(p) < 0,
0 <0 0 >0 >0

integral na Tavej strane teda klesd s y. Znadci to, Ze pre y*, ktoré riesi (6.7) a teda maximalizuje
oCakéavanu uzitocnost, plati y* < §. Rizikovo averzny vyrobca bude teda vyrabat menej.
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6.6 Cvicenia

6.1.

6.2.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

Simonova funkcia uzito¢nosti je u(w) = \/w, kde w je vyska jeho imania. M4 1 mil. Sk a
rozmysla, ze vlozi 500000 Sk do financovania kamiénu do Alma Aty, ktorého cesta bude
s pravdepodobnostou 80 % tuspesnd, s pravdepodobnostou 20 % on pride. Aky musi byt
zisk, aby sa rozhodol peniaze do projektu vlozit?

Shylock vlastni lod za 200 miliénov, jeho celkovy majetok je 225 miliénov a jeho funkcia
uzito¢nosti je odmocnina z jeho majetku. Pravdepodobnost stroskotania lode je 0.02. Ak
chce maximalizovat ocakavani uzito¢nost a poistoviia pracuje s nulovym ziskom, kolko je
ochotny zaplatit za plné poistenie lode?

Fredy Gambler mé stovku a ide si zahrat ruletu. Rozhoduje sa medzi moZnostou stavit
na ¢ervenu — ¢iernu s pravdepodobnostou vyhry 18/37 s dvojndsobnou vyplatou vkladu
v pripade vyhry alebo stdvkou na konkrétne ¢islo s pravdepodobnostou vyhry 1/37 a
vyplatou vo vyske 36-nasobku v pripade vyhry. V pripade prehry v obidvoch pripadoch
svoj vklad strati. Fredy rad riskuje a preto je jeho funkcia uzito¢nosti konvexnou funkciou
vysledku, u(y) = y>.

Ak chce maximalizovat svoju o¢akavant uzitocnost, kolko stavi na farbu a kolko na ¢islo?

Fero dostal vyplatu 1200 Sk a chyst4 sa stavif na vitaza futbalu Cesko — Slovensko. Za
4 Sk si moze kupit kupén, za ktory dostane 10 Sk ak vyhrad Cesko, inak ni¢. Za 6 Sk si
mozZe kapit kupon, za ktory dostane 10 Sk ak vyhréa Slovensko, inak ni¢. Fero si mysli, Ze
muZstvd maji rovnaki Sancu na vitazstvo. Ak ma maximalizovat o¢akavanu logaritmicka
funkciu uzitoc¢nosti, aké kupény nakapi?

Diego dostal odmenu 200 pesos a chce stavit na vitaza kohutieho zapasu, v ktorom kohtt
1 mé Sancu na vyhru 70 % a kohut 2 Sancu 30 %. Diego mé& moznost kupit si za 70 pesos
kupdn, za ktory dostane 100 pesos ak vyhra A, inak ni¢, alebo za 30 pesos kupdn, za ktory
vyhré 100 pesos ak zvitazi B, inak ni¢. Ak mé logaritmickt fukciu uzito¢nosti, na ktorého
kohuta stavi?

Kazda koruna investovand do spoloCnosti A vynesie s istotou 2 Sk, kazda koruna in-
vestovand do B vynesie 8 Sk s pravdepodobnostou % a 0 s rovnakou pravdepodobnostou.
Investor mé logaritmicka funkciu uzitocnosti. Ak S je objem, ktory investuje do A a
10000 — S je objem, ktory investuje do B, ako mé zvolit S, aby dosiahol maximélnu
ocakévanu uzito¢nost?

Willy sa potapa v mori pri Jamajke a dufa, Ze objavi potopeny piratsky poklad v cene 1
miliéna s pravdepodobnostou tispechu 0,01%. Vynalozil na to vSetky svoje finanéné zdroje
a aby si mohol veéer v bare u Juanita vypit svoj rum, pontika Pepemu, %e mu za prispevok
nan pred4 polovicu majetnickeho prava na poklad. Kolko najviac je Pepe ochotny prispiet
Willymu, ak mé v kapse 100 a jeho funkcia uzito¢nosti je u(z) = /x?

Pifo m4 skon k riziku a preto je jeho funkcia uZitoénosti konvexnd, u(w) = w!?. M4 200
kortin a rozmysla o tom, Ze stavi na ruletu na farbu s pravdepodobnostou vyhry 18/37.
Pusti sa do hry?

Olaf vsetko prepil a rozhoduje sa, ¢i zostane pracovat v pristave, alebo pdjde lovit velrybu.
Za pracu v pristave zarobi 1000, pravdepodobnost, Ze ulovi velrybu je 25 %. Ak je jeho
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6.9.

6.10.

6.11.

funkcia uzitoénosti u(w) = /w, pri akej miniméalnej cene velryby sa vyda na lov?

Je 6.50 a Ferdo Mravec sa rozhoduje, ¢i pojde na vylet. Podla ITka bude na 30 % pekne,
na 50 % sucho ale hmla, na 20 % bude prsat. Ferdova uzito¢nost mé nasledovné hodnoty:
0 ak zmokne, 10 ak bude na vylete a ni¢ neuvidi, 50 ak bude na vylete a bude pekne. Ak
zostane doma, jeho uzito¢nosti buda 0 ak bude sucho ale hmla, —10 ak bude pekne a 20
ak bude prsat. Ak sa rozhoduje na zaklade o¢akavanej uzitocnosti, ako sa rozhodne?
Van Gils ma 10000 guldenov a rozmysla, Ze ich investuje do tri¢iek s napisom Holandsko
— majster sveta. Ak Holandania zvitazia, pocita, Ze ich preda za 50000 guldenov, ak nie,
nepredd ani jedno; ak je jeho funkcia uzito¢nosti u(w) = y/w, akd musi byt pravdepodob-
nost vitazstva Holandska, aby sa pustil do vyroby uZito¢nost, ak je jeho funkcia uzito¢nosti
u(z) = /a?

Koruna, investované do spolo¢nosti ISTOTA (resp. RISKJEZISK) vynesie 3 Sk (resp. 9 Sk
s pravdepodobnostou p = 1/3, inak ni¢). Funkcia uzito¢nosti investora je u(w) = /w.

a) Ak mé investor milién, z ktorého ¢ast chce investovat do ISTOTY a ¢ast do RISKJEZISKu,
aku ¢ast investuje do ktorej, aby maximalizoval svoju uzito¢nost?

b) Investor sa rozhoduje iba pre jednu zo spolo¢nosti. Aka by musela byt pravdepodob-
nost vynosu v spoloénosti RISKJEZISK, aby nezalezalo na tom, do ktorej spolo¢nosti
investuje?



7 Informacie a ekondmia

7.1 Symetricka a asymetricka informacia

V kapitoldch 3-5 sme dospeli k zaverom, ze za rozumnych predpokladov existuje na trhu
rovnovaha. Tato rovnovaha predstavuje spolocenské optimum v tom zmysle, Ze je pre ucast-
nikov Paretovsky optimalna.

V ekonomickej realite vSak moZno pozorovaf, Ze k rovnovahe na trhu nemusi déjst, resp.
Ze rovnovaha predstavuje zlyhanie trhu. Ekonomickd veda zacala hladaf pric¢iny a ako jednu
z nich identifikovala asymetriu informaécii: i¢asnici trhu nie st o obchodovanych statkoch rovnako
informovani. Doteraz sme totiz mléky v tedrii trhu vychadzali z predpokladu, Ze dodavatelia a
spotrebitelia maju rovnaké informaécie, teda Ze informécie st symetrické. Nemusi to byt pravda
vzdy, napriklad spotrebitel nemusi o kvalite vediet vSetko to, ¢o jeho vyrobca. Asymetria moze
by aj v neprospech dodévatela: napriklad poistoviia nemusi vediet, k akej rizikovej skupine patri
jej klient.

Problémy asymetrickej informécie boli v ostatnych rokoch predmetom intenzivneho skiimania,
za vysledky v tejto oblasti boli udelené dve ceny Svédskej banky na pocest A. Nobela. Dostali
ju Akerlof, Spence, Stiglitz v r. 2001 za tedériu trhov pri asymetrickej informacii a Mirrless,
Vickrey 1996 za tedriu pohnutok (incentives) pri asymetrickej informécii. O rozliénych otazkach
informéacii v ekondmii jestvuje dnes uz rozsiahla tedria, my sa v tejto kapitole obmedzime na
niekolko prikladov.

7.2 Asymetricka informacia a zvrateny vyber

Klasickym prikladom zlyhania trhu je Akerlofov priklad trhu ojazdenych &dut. Asymetria infor-
macie spociva v tom, ze predajca pozné stav auta, kym zdkaznik nie.
Pre jednoduchost rozdelme ojazdené autd do dvoch tried, na kvalitné (nazvime ich féra,
v origindle plums) a nekvalitné (nazvime ich ¢repy, v origindli lemons). Predpokladajme, Ze:
e na trhu je rovnaky pocet far a ¢repov
e predajca pozna kvalitu jednotlivych dut, kupec vie iba pomer poctu far a ¢repov
e za Crep ziada predajca najmenej 1000, zakaznik kipi najviac za 1200
e za faro ziada predajca najmenej 2000, zékaznik da najviac 2400
Ak by informéciu o kvalite jednotlivého auta mali kupci rovnako ako predajcovia, obchodovali
by sa ¢repy za cenu medzi 1000 a 1200, fara za ceny medzi 2000 a 2400. Neinformovany kupec
zaplati najviac o¢akavant hodnotu

1 1
51200 + 52400 = 1800,

za ktoru predajca faro nepreda. Predévat sa teda budu iba ¢repy za cenu < 1200. Trh s farami
zlyhé.
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Dévodom zlyhania trhu far je externalita, ktorti pren predstavuju ¢repy. RieSenim situacie je
signalizdcia, ktorou predajca kupujicemu ¢iastoéne odovzdéava informéciu o stave auta, naprik-
lad v podobe dlzky zaruky naii.

Vseobecnejsie nech predajca, ktory pozna kvalitu jednotlivych vyrobkov predéva kvalitnejsie
(resp. nekvalitnejsie) za cenu najmenej Ap (resp. Bp), a pre zdkaznika, maji cenu najviac
Az > Ap (resp. Bz > Bp). Nech ¢ je pomer mnozstva kvalitnejsich vyrobkov k ich celkovému
mnozstvu. Zékaznik bude tovar kupovat, ak jeho cena nebude vyssia, ako gAz + (1 — q)Bz. Aby
predajca kvalitnejsie vyrobky predéval a teda trh s nimi nezlyhal, musi tato cena byt aspon By,
teda musi platit

qAz + (1 —q)Bz > Ap

t. j.
> Ar= Bz
Az—BZ

Vsimnime si, ze ak Ap < By, tdto podmienka je splnena pre Tubovolné g > 0.

Na priklade poistenia si ukdzeme, ako zvrateny vyber moze sposobit zlyhanie trhu, ak je
informaéacia asymterickd v neprospech predajcu.

Predpokladajme, Ze poistoviia mé identickych zdkaznikov ¢o do ich imania a averzie k riziku,
ktori sa vsak liSia v pravdepodobnosti poistnej udalosti. Napriklad moze ist o havarijna poistku na
auto rozli¢ne rizikovych vodic¢ov. Pre zjednodusenie predpokladajme, ze ide o jeden typ poistnej
udalosti s vyskou straty L.

Nech [P, P] je interval, v ktorom sa nachidzajt vsetky pravdepodobnosti poistnej udalosti.
Nech F' je distribu¢na funkcia pravdepodobnosti poistnej udalosti klientov, (plati F'(q) = 0 pre
q < P, F(q) = 1pre ¢ > P] anech f je jej hustota. Predpokladajme, Ze poistoviia nepozna
rizikovost jednotlivych klientov, ale distribu¢né funkcia pravdepodobnosti udalosti je jej zndma
z dlhodobych Statistik.

Ak by poistoviia poznala pravdepodobnosti poistnej udalosti jednotlivych zdkaznikov, mohla
by im Uc¢tovat rozliéné poistné. Ak ich nepozné, G¢tuje vetkym rovnaki poistné p. Pokiisme sa
urcit jeho rovnovaznu hodnotu p.

Za predpokladu konkurenc¢ného prostredia by sa v rovnovdhe malo p rovnat o¢akavanej strate
poistovne, a to pri plnom poisteni, ktoré je dosledkom averzie poistencov k riziku. Malo by teda
platit

P

p=LE(q)=1 / af(0)da.

P

Pri hodnote poistného p by bol zisk poistovne nulovy vtedy, ak by ju kupovali vSetci klienti.
Poistenci vsak maji informéciu o svojej individualnej pravdepodobnosti poistnej udalosti q.
Poistku budial kupovat iba ti, ktorym sa to vzhladom na ich informéciu oplati. Preto treba pri
vypocte zisku resp. straty poistovne brat do vahy tto podmienku.

Ak ¢ je pravdepodobnost udalosti jednotlivého klienta, poistku v cene p si kupi, ak jeho
uzitocnost pri poisteni prevysuje jeho ocakdvani uzito¢nost oproti tomu, ak by sa nepoistil, t.j.
ak

u(w —p) > qu(w — L) + (1 — ¢)u(w),

alebo
q > h(p),
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kde w je pociatoc¢né imanie klienta a

u(w) — u(w —p)
P( ) — u(w —p) " ) e ale <§)
ulw) —ulw — u\w) —ul\w —p —
h(p) = ﬁ(“’) ~a(w L) ak i(i)u_?@ E(;,‘ﬂ_ Ll <P
P ak u(w) —u(w — L) >

Nazveme p* kompetitivnou rovnovahou pri asymetrickej informécii, ak spliia

P =g, (7.1)
kde

LP ak h(p) =P

9(p) = LE(qlq = h(p)) = L P = (72
TR L, @40k P<hp) <P
Podmienka (7.1) predstavuje rovnovadhu v tom, Ze sa poistia iba ti, pre ktorych je poistka
vyhodné, poistoviia nem4 ani zisk, ani stratu. Ukazeme, Ze ak je F' spojitd, potom rovnovaha
existuje.

Funkcia g je spojita a plati g: [PL, PL] — [PL, PL]. Graf funkcie g musi teda v nejakom
bode p* pretat diagonalu. Tento bod je pevnym bodom predstavujicim rovnovahu.

Na konkrétnom priklade si ukazeme, Ze tato rovnovaha nemusi by efektivna. Naozaj, ak je
P = 1, dosadenim za h(p) do (1) sa presvedéime, ze p* = L je rieSsenim. Neefektivnost tejto
rovnovahy spociva v tom, ze by sa poistili iba ti, ktory maja istotu poistnej udalosti a cena ich
poistky by bola rovna ich strate.

Nasledujtci priklad ukazuje, Ze tato rovnovaha méze a nemusi byt jedind Nech P =0, P = 1,
q je rovnomerne rozdelené na intervale [0, 1], teda f(¢) = 1. Plati

1

o) = L0~ hp) ™ [ ada=[1+mply,
p

rovnovaha p* je teda rieSenim rovnice

L

g = [+ R (73)

Funkcia g je zrejme rovnako ako funkcia h v tomto pripade ostro rastiica a ostro konvexné. Preto
ma rovnica (7.1) aj iné rieSenie ako p* = L prave vtedy, ak

g'(L) > 1, (7.4)
t.].
, u(w) —u(w — L)
u(w—L)>2 .
(w-1) .
Zélezi to teda od vztahu velkosti straty a miery averzie k riziku poistencov.
D4 sa ukazaf, ze ak plati (7.4), v istom dobre definovanom zmysle je rovnovdha p* = 1

nestabilnd, kym rovnovaha s p* < 1 je stabilna [8].

Aj tento zvrateny vyber sa poistovne snazia riesit formou signalizacie. Jej cielom je ziskat o ne-
hodovosti individualneho klienta informéciu, ktord im umoZni odstupiiovat poistné. U postenia
motorovych vozidiel sa to robi napriklad pomocu bonus-malus systému, odstuptiovanim poist-
ného podla veku, pohlavia, atd.
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7.3 Dalsie problémy asymetrickej informacie

Riziko moralky (v originale moral hazard). Pri urcovani poistného poistoviia vychadza
z predpokladu o rizikovosti poistenca, ktoré zavisi od jeho spoluprace — napriklad lepsim zabez-
pecenim moze klient znizit riziko kradeze. Poistenie mu k tomu nevytvara pohnitky (incentives).
Naopak, moze ho viest k lahkomyselnosti, ktora spitne ovplyvni jeho rizikovost. Riesenim formou
signalizacie je napriklad spoluticast. Paradoxom tohoto rieSenia je, Ze vedie k mensej miere
poistenia, nez by si ako poistoviia, tak aj klienti Zelali. Tento rozdiel oproti trhovej rovnovahe
pri tplnej symetrickej informécii predstavuje cenu informaécie.

Uloha pan — sedliak (principal — agent) Sedliak (zamestnanec, dafiovnik) pozna svoju
vykonnost, pan (zamestnavatel, dafiova vrchnost) nie. Ulohou je najst sposob (incentive compat-
ible) odmeriovania (zdanenia), ktory vytvori pohniutky pre maximalny vykon sedliaka (zamest-
nanca, danovnika).
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