I. Nevlastné integraly

1. Definicie a zakladné vlastnosti nevlastnych integralov

Definicia 1.1. Nech funkcia f je definovand na intervale < a,00) a je riemannovsky
integrovatelna na I'ubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a, 0).

Ak existuje vlastna limita funkcie

Fon) = | ! fla)ds

pre n — 00, nazyva sa nevlastnym Riemannovym integralom funkcie f na intervale

< a,00) a oznacuje sa [ f(x)dz. Teda

/OO f(x)dz ;== lim ! f(x)dx = lim F(n).

—00 n—00

a hovorime, Ze f je integrovatelnd na < a,c0).

Poznamka 1.1. Symbol faoo f(x)dz tiez nazyvame nevlastnym integrdlom a hovorime, ze
nevlastny integral konverguje, ak uvedend limita je vlastnd a diverguje v opa¢nom pripade.

Priklad 1.1. Zistite, pre aké hodnoty parametru a konverguje nevlastny integral

> dx
/ o (0> 0, a>0). (1)
x
a
T dx A pl-a 1 n dy al—o
Pretoze / = = T=a” a pre a 7 limita lim — = existuje a je
a T 1nx’2 pre a = 1, n—oo [ X a—1

vlastna len pre a > 1.

< q -«
Teda / & _ a—l, ak a > 1 a pre a < 1 integral (1) diverguje.
o T° o —

Pozndmka 1.2. Ak na vyjadrenie limity funkcie F'(n) z definicie 1.1. pouZzijeme ”jazyk
postupnosti”, mozeme nevlastny integral na neohranicenom intervale chapat’ ako sucet
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radu 7, f:n”_l f(z)dx, kde postupnost’ {n, }°2, je takd, Ze pre kazdé n n,, > a, ng = a

a lim 7, = oco.
n—oo

Tvrdenie 1.1. Pre konvergenciu nevlastného integralu faoo f(x)dx je nutné a staci, aby
pre I'ubovolnii postupnost’ {n,}52 , ¢isel vécsich ako a s vlastnostou lim 7, = +oo rad
n—oo

> [ s w=a

n=1""n-1

konvergoval.

Této vlastnost’ ndm poskytuje moznost’ vyuzit’ pri zistovani konvergencie alebo diver-
gencie nevlastnych integralov mnohé kritéria konvergencie alebo divergencie radov.

Definicia 1.2. Nech funkcia f je definovand na intervale < a,b) a je riemannovsky inte-
grovatelnd na l'ubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a,b).

Ak existuje vlastna limita funkcie F(n) = [ f(x)dz pre x — b~, nazyva sa nevlast-
nym integralom funkcie f na intervale < a,b). Teda

b n
/f(x)dx = lim f(x).

n—b" Ja
a hovorime, ze f je integrovatelna na < a,c0).

Poznamka 1.3. Podstata tejto definicie spoc¢iva v tom, ze v 'ubovol'nom okoli bodu b funk-
cia f moze byt neohranicena. Bod b budeme nazyvat’ singuldrnym alebo kritickym bodom
funkcie f, ak je funkcia neohrani¢ena na intervale < a,b), ale je ohrani¢end na kazdom
uzavretom podintervale < a,n > intervalu < a, b).

Definicia 1.3. Ak funkcia f je definovand na intervale (a,b > a integrovatelnd na I'ubovol-
nom uzavretom intervale < n,b >C (a,b >, tak definujeme

b b
/f(x)dx = lim+ f(x)dz.

n—a n

Podobne definujeme
b b
/ f(x)dx := lim / f(x)dx.
oo n—— J,

Definicia 1.4. Nech funkcia f je definovand na (—oo,00) a integrovatelna na kazdom
uzavretom intervale < n’,n"” >. Potom integral ffooo f(x)dx definujeme ako

77//
lim / f(z)dz pre n' — —c0 a 1" — +oo
77’—»—00 n’
77”—>+00



nezavisle na sebe, ak tato limita je vlastna.

Priklad 1.2. Zistite, pre aké hodnoty parametra a konverguje integral

b
/a (bili”;)a (a > 0). (2)

Pretoze pre n €< a,b) /”dix = { ﬁ(b_w)l_a Z’ ak o # 1
o (b—z)* In(b—z)[7, ak a =1,
nhj?* an (bilixx)a existuje pre a < 1. Teda integral (2) je konvergentny, ak a@ < 1 a je
divergentny, ak o > 1.
dx

b
Poznamka 1.4. Podobne, ako v priklade 1.2. sa zisti, ze integral / W
o (@—a

(a > 0)
konverguje pre aw < 1 a diverguje pre a > 1.

Poznamka 1.5. Pretoze otazka konvergencie nevlastného integralu je rovnakd tak pre
nevlastny integrdl na neohranicenom intervale, ako aj pre nevlatny integral neohranicenej
funkcie v okoli jedného z koncovych bodov intervalu integrovania, v dalSom budeme uvazo-
vat’ tieto pripady spolu v zmysle nasledujicej definicie.

Definicia 1.5. Nech < a, B) je ohrani¢eny alebo neohraniceny interval a funkcia f je
definovana na niom. Nech f je integrovatelna na kazdom uzavretom intervale

< a,n >C< a, B). Potom definujeme

/a ’ f(a)dz = lim / " F(w)ds, (3)

77—>B

ak tato limita je vlastna.

Dalej, ked’ nebude vopred povedané, budeme uvazovat’ nevlastny integrél (3), ktory
suvisi len s hornou hranicou. Nevlastny integral suvisiaci s dolnou hranicou sa definuje
podobne.

Veta 1.1. Nech funkcie f a g si definované na intervale < a,B) a integrovatelné na

l'ubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a, B). Nech pre ne si definované nevlastné
integraly

[ s (W
/a gy, (5)

Potom



a) AkB€ Raf € R < a,B >, tak sa hodnoty integralu (4), chdpaného tak v nevlastnom
zmysle na < a, B), ako aj vo vlastnom zmysle, zhodujii.

b) Pre I'ubovolné A1, A2 € R funkcia A\ f + A2g je integrovatelnd na < a,B) a plat{
rovnost’

/aB (ALf(@) + Aag(z)) dz = M /aB f(z)dx + As /aB g(z)dz.

c) Ak c €< a,B), tak

/aB f(x)dx:/acf(x)dx+/cB f(@)da.

d) Ak ¢ :< a,3) —< a, B) je spojite diferencovatelna rydzomonoténna funkcia, pricom
o(la) =a a p(f) — B pret — 3,t €< «, 3), tak nevlastny integral funkcie

f(e(t)) ¢ (t) existuje na < a, 3) a plati rovnost’
B 8
[ s@an= [ 7ol @t

Veta 1.2. (Integrovanie per partes.) Nech funkcie f,g su spojite diferencovatelné na
< a, B) a existuje limr}3 f(x)g(x) = L < 0o. Za tychto podmienok z konvergencie jedného
xr—

z integralov faB f(2)d'(z) a faB g(x)f'(z)dx vyplyva konvergencia druhého a plati
B B
| f@ @iz =L = f@gta) - [ go)r (@)

Pozndmka 1.6. Z tvrdenia c) vety 1.1. vyplyva, Ze nevlastné integraly

/aB f(x)d:z:,/cB f(x)dx

konverguju alebo diverguju sucastne. Teda konvergencia nevlastného integralu nezéavisi
od volby zaciatoéného bodu ¢ €< a,B) (podobne, ako konvergencia radu sa nezmeni
vynechanim koneéného poctu ¢lenov radu).

Nevlastné integraly s koneénym pocé¢tom singularnych bodov

Definicia 1.6. Bod z( nazyvame singuldrnym (kritickym) bodom funkcie f(z), ak
a) alebo je funkcia f definovand v intervale (xo — 0,x0) a je v 1iom neohranicend pre
kazdé dostato¢ne malé ¢islo 6 > 0;
b) alebo funkcia f je definovand a neohranicend v intervale (xo,xzo + d), kde 6 > 0 je
Iubovolné dostatocne malé ¢islo.
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Ak je funkcia f definovand v intervale (a,+0), tak +o0o budeme pokladat’ za sin-
gularny (kriticky) bod a podobne —oo bude singularnym bodom funkcia f, ak je f defino-
vand v intervale (—o0,b).

Definicia 1.7. Nech funkcia f je definovana v intervale (a,b) a md tam konecny pocet
kritickych bodov ci,ca,...,ck a (a<cp <cg <...<cp<b), pricom a,b tiez mézu byt’
kritickymi bodmi funkcie f. Nech v kazdom uzavretom podintervale intervalu (a, b), ktory
neobsahuje ani jeden z kritickych bodov, je riemannovsky integrovatelna. Hovorime, Ze
nevlastny integral ff f(x)dx konverguje (existuje) prave vtedy, ked’ pre kazdd postupnost’
bodov dy,dy,...,d; taki, ze a < dy < ¢1 < dy < 3 < do < ... < dp_1 <cp <dp <b
existuju integraly

do c1 dy dp. b
f@)dz, [ f(x)dz, | f(z)dz,..., f(z)dz, ] f(x)da.

a do c Ck
Stcet tychto integralov budeme nazyvat’ nevlastnym integralom f: f(x)dx.

Tymto spésobom moézeme rozdelit’ interval (a,b) na koneény pocet podintervalov, v
kazdom z ktorych funkcia f ma len jeden kriticky bod.

Vypocitajte nevlastné integraly:

ot

©

10.

24 -2 /0 x4+ 1
J,

J
l\\C\gH\
+] 2

Eg/&

Qo

N

8

o

S8

oo t oo

11. / Lgxgda;. 12. e " cosbxdzr (a > 0).
o (I+a2)2
< < dx

13. e~ sinbrdr (a > 0). 14.
0 —00 1 + 'TZ

15 /1 dz 16 /2 rdr

“Jo VT ) Vo -1

1 1

17. / (@4 Ddw 18. / _dr
o Y17 ) Vit
1 2 dl’

19. / x In xdzx. 20. / 5
0 0 xr< — 41’ + 3
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1 1
dx
21. / In zdzx. 22. / .
0 0 (2 — .ZE)\/ 1—=x
1 o'}
dx rlnx
23. _—. 24. ——dx.
/_1 \/1—.1132 /O (1—'_332)2

dx

1
25. . . .
/1 V1 + x4+ 210 /0 (1+22)v1 —at

27. fol (Inz)? dz (p je prirodzené &islo).

28. a) 1 = f()% Insinzdz; b) Io = f()% In cos zdzx.
29. Nech ¢(z) > 0, lirf o) = 0,¢'(z) < 0,4 (x) je spojitd funkcia na < a,+00).
Dokézte, ze [, ¢'(z)dx konverguje absolitne, t.j. Ze konverguje integrdl [ |¢(z)|dx.

e 2 | sinx — cos x|

30. N4ajdite /
! vVsin x

E
pre ktoré integrand ma zmysel.

dz, kde E je mnozina tych hodnét x z intervalu (0, +00),

Pouzitim rekurentnych vzorcov vypocitajte integraly:

31. I, OO:U e *dx.

/ z"dx
\/1—:1: 1—|—:1:

33. Strednou hodnotou funkcie f(x) na intervale (0, +00) sa nazyva ¢islo

M| f :l
/] x:ffw/f

N3gjdite stredné hodnoty nasledujicich funkeii:
a) f(z) = sin® z + cos? (zv/2);
b) f(z) = arctg x;
¢) f(z) = xsinzx.
34. Dokéazte, ze
a) ak [~ wp(2?)dx konverguje, tak [*_ zp(a?)dx = 0;
b) ak konverguje [ ¢(z?)dz, tak f_oo p(z?)de =2 [ p(x?)d.
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