3. Priestory so spocitatel'nou bazou, separabilné priestory.
Uplné metrické priestory
Nech (X, 7) je topologicky priestor. Systém mnozin 7y C 7 nazyvame bazou topo-

logického priestoru (X, 7), ak kazda neprédzdna mnozina z topoldgie 7 sa dé vyjadrit’ ako
zjednotenie mnozin z 7.

Definicia 3.1. Topologicky priestor (X, 7T) sa nazyva priestor so spocitatelnou bazou, ak

existuje spocitatelna baza topologie T .

Poznamka 3.1. Mnozinu M nazveme spocitatel'nou, ak je konecnd, alebo je ekvivalentna
s mnozinou N vSetkych prirodzenych &isel, (t.j. ak existuje prosté zobrazenie mnoziny M
na mnozinu N).

Definicia 3.2. Topologicky priestor (X, T ) sa nazyva separabilny, ak existuje spocitatelnd
mnozina M C X, ktora je husta v X.

Veta 3.1. Ak (X,7) je topologicky priestor so spocitatelnou bazou, tak (X,7T) je sepa-
rabilny.
Poznamka 3.2. Poslednt vetu nemozno vo vSeobecnosti obratit’.

Veta 3.2. Nech (X,d) je metricky priestor. Ozna¢me Ty systém vsetkych otvorenych
mnozin v priestore (X,d). (73 sa nazyva topolégia, odvodend od metriky d.) Potom
priestor (X, 7;) mé& spocitatelnd bazu vtedy a len vtedy, ked’ (X, d) je separabilny.

Definicia 3.3. Postupnost’ {x,}°°; bodov metrického priestoru (X, d) sa nazyva funda-
mentdlna, ak ku kazdému e > 0 existuje ng tak,ze pre kazdé m,n > ng je d(zm,,x,) < €.

Veta 3.3. Kazda konvergentna postupnost’ bodov metrického priestoru je fundamentalna.

Obratené tvrdenie vSak nemusi platit’. Ak plati, tak:
Definicia 3.4. Metricky priestor (X, d) budeme nazyvat’ tiplny,ak kazda fundamentdlna

postupnost’ prvkov tohoto priestoru konverguje v X.

Veta 3.4. (Cantorova). Nech (X, d) je tiplny metricky priestor, nech F,, # 0,n = 1,2, ...
su uzavreté mnoziny v X. Nech Fy D F, D ... D F,, D F,41 D ... a diam F,, — 0, pre
n — oo. Potom N2 F,, # 0.

Veta 3.5. (Baireova). Nech X je neprdzdny tiplny metricky priestor s metrikou d. Potom
X je mnozina druhej kategorie v (X, d).

Veta 3.6. Metricky priestor (R,dy) - redlna priamka s obvyklou metrikou - je tiplny
priestor.
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83. Ukdazate, ze vo vete 3.4 je N7, F, jednobodova nozina. Mozno predpokladat’
diam F,, — 0 vynechat™

84. Na redlnej priamke R uvazujeme metriku d:
d(x,y) = arctg |z —y | (porovnaj priklad 13.).

Je (R, d) tplny priestor ?

85. Pre m = 1,2, ... ozna¢me E,, = {(a1,aq, ...,a,),a; - redlne}. Nech dy oznacuje eukli-
dovskid metriku na priestore E,,. Ukazte, ze (E,,,dp), m > 2 je tplny priestor. (Porovnaj
priklad 8.)

86. Ukézte uplnost’ priestorov (X, dy), (X, ds2) a (X, d3) z prikladu 15.

87. Nech d; a ds su ekvivalentné metriky na priestore X. Plynie z iplnosti priestoru
(X, dy) uplnost’ priestoru (X, ds)?

88. Nech (X,d) je I'ubovolny metricky priestor. Dokazte, Ze systém vSetkych sfér
O(p,d),p € X,6 > 0, € Q,Q - raciondlne ¢isla je baza topoldgie 7; priestoru (X, 7y),
indukovaného metrickym prierstorom (X, d).

89. Dokézte, ze metrické priestory 1(?),] a s (pozri priklady 3.,9. a 11.) st separabilné
metrické priestory.

90. Nech (Xi,dy), (X2,d2), ..., (X, dy,) st metrické priestory. Dokazte, ze ak priestory
X1, Xs, ..., X, su separabilné, tak aj metricky priestor X7 x Xo x ... x X, (pozri definiciu
1.4) je separabilny. Plati aj obratené tvrdenie?

91. Nech (X,d) je separabilny metricky priestor a nech F' C X je uzavretd mnozina v
X. Zostrojte takd postupnost’ {x;}32, prvkov priestoru X, aby platilo L(z1,xa,...) = F.
(Pozri priklad 44.)

92. Dokézte, ze priestor M vSetkych redlnych ohranicenych postupnosti (pozri priklad 2)
nie je separabilny, ale jeho podpriestor C' vSetkych konvergentnych postupnosti je separa-
bilny.

93. Nech C(0,400) oznac¢uje mnozinu vsetkych spojitych ohrani¢enych funkcii, defino-
vanych na intervale < 0, +00). Polozme pre

f,9€C0,400) 1 d(f,9) = sup | f(z)—g(z) | C(0, +00).

2€<0,+00)
a) Overte, ze d je metrika na C(0,+00) (porovnaj priklad 1).
b) Dokézte, ze priestor (C(0,+00),d) nie je separabilny.

94. Uvazujme priestor C(a, b) vetkych spojitych funkecii definovanych na intervale
< a,b > (a teda i ohranicenych) s obvyklou suprémovou metrikou. Dokazte, ze C(a,b) je
separabilny metricky priestor. (Porovnaj s prikladom 93.)
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95. Priestor C(a,b) mozno vybavit’ aj inou metrikou:
ak f,g € C(a,b), polozme

b
of,g) = / | f(2) - g(a) | da.

(Porovnaj s prikladom 10.) (C(a,b), o) je metricky priestor. Dokazte, ze (C(a,b), 0) je
separabilny.

96. Nech (X, d) je metricky priestor, 0 # M C X, nech ¢ > 0, Hovorime, ze mnozina M
je € - siet'ou priestoru X, ak pre kazdé x € X plati dist (z, M) < e.
a) Dokazte, ze mnozina M je ¢ - sietou priestoru X vtedy a len vtedy, ak X C Up,ermrO(p,€).
b) Metricky priestor X je separabilny vtedy a len vtedy, ked’ pre kazdé € > 0 existuje takéa
spocitatelnd mnozina M, ktora je € - sietou. (Pozri este raz priklad 92 a 93.)

97. Metricky priestor (X, d) je separabilny vtedy a len vtedy, ked kazdy systém otvore-
nych po dvoch disjunktnych mnozin je spocitatelny. Dokazte!

98.

a) Dokézte, ze podpriestor separabilného metrického priestoru je separabilny metricky
priestor.

b) Na priklade ukazte, ze pre topologické priestory uz nemusi platit’ analégia,t.j. pod-
priestor separabilného topologického priestoru nemusi byt’ separabilny topologicky priesto-
rom.

99. Ukézte, ze topologicky priestor (R, 7 ), spominany v ndvode 98. b), hoci je separa-
bilny, nema spocitatelnu bazu.

100. Je podpriestor iplného metrického priestoru aplny?

101. Nech (X, p) je iplny metricky priestor, nech Y C X,Y - uzavretd. Potom aj (Y, 0)
je uplny metricky priestor. Plati aj obratené tvrdenie?

102. Dokézte tplnost’ nasledujicich priestorov: M (a,b) (priklad 1.), M (priklad 2.), I
(priklad 9.), I® (priklad 3.) a S (priklad 11.).

103. Dokazte, ze metricky priestor C'(a,b) z prikladu 10. (s integrdlnou metrikou) nie je
Uuplny.

104. Nech (X, d) je iplny metricky priestor, nech o € X. Je priestor (X —{zo}, d) tplny?
105. Je trividlny metricky priestor uplny? (Pozri priklad 9.).

106. Ako vieme, vo vSeobecnosti z fundamentalnosti postupnosti eSte nevyplyva jej kon-
vergencia. Co treba este dodat? Plati: Ak {z;}5°, je fundamentélna postupnost’ prvkov
metrického pristoru (X, d) a existuje taka vybrand postupnost’ {xy, }52,, ktord konverguje
k bodu z € X, tak aj povodnd postupnost’ {x;}7°; konverguje ku x. Dokazte to!

107. Sa priestory (Q,dp), (Q',d,) uplné? (Q - raciondlne, @’ - iracionélne ¢isla, dy -
euklidovska metrika.)
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108. Nech Z oznacuje mnozinu vSetkych komplexnych éisel. Zvolme d(z,z") =| z — 2/ |,
pre z, 2’ € Z. Dokéazte, ze (Z,d) je iplny metricky priestor.

109. Kazda konvergentna postupnost’ bodov metrického priestoru je ohranicena. Plati
analdgia i pre fundamentalne postupnosti?

110. Nech A a B st uplné podpriestory metrického priestoru (X, d).
a) Dokéazte, ze AU B i AN B sd uplné podpriestory priestoru X.
b) Ukézte na priklade, ze A — B uz nemusi byt’ tiplny podpriestor.

111. Nech (X,dx) a (Y,dy) si uplné priestory. Dokézte, ze priestor X x Y, opatreny
nasledujicimi metrikami, je uplny:

a) d((z1,31), (T2, 92)) = /(dx (21, 22))? + (dy (y1,12))?,

b) d((z1,y1), (22, y2)) = dx (z1,%2) + dy (y1, y2)-

V pripade a) porovnaj s euklidovskym priestorom (Fs,dy) - priklad 85.).

112. Dokézte, ze prienik spocitatelného systému otvorenych mnozin hustych v uplnom
metrickom priestore X je mnozina husta v X.

113. Ukéazte na priklade, ze tvrdenie prikladu 112. nemusi platit’, ak priestor X nie je
uplny.
114. Nech M oznacuje spocitatelny systém mnozin typu Gg, pricom kazda z mnozin

systému M je husta v iplnom priestore X. Potom prienik mnozin systému M je mnozina
typu G a hustd v X. (Porovnaj s prikladom 112.)

115. Ukazte, ze uplny metricky priestor X nemozno vyjadrit’ ako spocitatelné zjednotenie
riedkych mnozin (t.j., Ze Uplny metricky priestor je mnozina druhej kategérie - Baireova
veta).

116. Najdite priklad neiplného metrického priestoru, ktory je prvej kategorie.

117. Uvazujeme Cantorovu mnozinu C' z prikladu 30. textu. Je to uzavretd podmnozina
redlnej priamky - teda uplny podpriestor. Ale C' je prvej kategorie v R. Nie je to v spore
s prikladom 115.7

118. Nech E C R, FE je spocitatelnd a hustda v R. Potom mnozina F nie je typu Gs.
Dokazte!
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