5. Zobrazenia metrickych (topologickych) priestorov

Predpokladame, ze pojem zobrazenia je ¢itatelovi znamy. Nech f: X — Y a A C
X, tak mnozinu {f(x);x € A} C Y nazyvame obrazom mnoziny A pri zobrazeni f a
oznacujeme f(A). Podobne, ak B C Y, tak mnozinu {z; f(z) € B} C X nazyvame
vzorom mnoziny B pri zobrazeni f a oznacujeme F~!(B). Dolezitym pojmom matema-
tickej analyzy je pojem spojitého zobrazenia.
Definicia 5.1. Nech (X,7), (Y,V) si dva topologické priestory. Nech f : X — Y.
Hovorime, Ze zobrazenie f je spojité, ak pre kazdi mnozinu V €V je f~1(V) € T. Nech
(X,d), (Y,d') si metrické priestory. Potom f : X — Y je spojité zobrazenie, ak vzor kazdej
mnoziny, otvorenej v priestore (Y,d'), je mnozina otvorena v priestore (X, d).

Niekedy je vhodné pouzit’ " postupnostni” charakterizaciu spojitosti:

Veta 5.1. Nech (X,d), (Y,d') si metrické priestory. Funkcia f : X — Y je spojitd v
bode xy € X vtedy a len vtedy, ak pre kazdu postupnost’ {z;}°, prvkov priestoru X,
konvergujiicu k ¢, prislusna postupnost’ { f(x;)}:2, konverguje k f(x).

Poznamka 5.1. Pripominame, ze funkcia je spojitd na mnozine, ak je spojita v kazdom
bode tejto mnoziny.

Definicia 5.2. Nech X,Y si topologické (metrické) priestory. Potom f : X — Y budeme
nazyvat’ homeomorfnym zobrazenim (kratko homeomorfizmom), ak f je spojité a prosté
zobrazenie a k nemu inverzné zobrazenie f~' je tieZ spojité.

Definicia 5.3. Nech (X,d),(Y,d) si metrické priestory. Nech f : X — Y. Zobraze-
nie [ nazveme izometrickym, ak pre kazdé dva body x1,zo € X plati: d(zq,z2) =

d'(f(21), f(x2))-

Definicia 5.4. Zobrazenie f metrického priestoru (X, d) do metrického priestoru (Y, d’)
sa nazyva rovnomerne spojité, ak k I'ubovolnému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pre kazdé
dva body x1,x9 € X, pre ktoré d(z1,z2) < § plati d'(f(z1), f(x2)) < e.

Vyznam a dolezitost’ spojitych zobrazeni vidno i na nasledujicich tvrdeniach:

Veta 5.2.
a) Spojity obraz separabilného (metrického) priestoru je separabilny (metricky) priestor.
b) Spojity obraz kompaktného (metrického) priestoru je kompaktny priestor.
¢) Spojity obraz sivislého (topologického, metrického) priestoru je suvisly priestor.

Veta 5.3. Nech (X,d) je kompaktny metricky priestor a f je spojita redlna funkcia,
definovana na X. Potom f je ohrani¢ena na X a dosahuje na X svoje infimum a supremum

(t.j. ma na X maximum a minimum).
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Veta 5.4. Nech (X,d) je kompaktny metricky priestor a (Y,d') je metricky priestor. Po-
tom kazda spojita funkcia f : X — Y je rovnomerne spojita na X.

Definicia 5.5. Nech (X,d) je metricky priestor. Zobrazenie f : X — X nazyvame kon-
traktivnym zobrazenim, ak existuje také cislo a : 0 < a < 1, Ze pre kazdé dva body
x, 2’ € X plati

d(f(z), f(2) < a.d(z, ).

Veta 5.5. (Banachova veta.) Nech () # X je tplny metricky priestor a nech f : X — X
je kontraktivne zobrazenie. Potom existuje prave jeden bod xy € X taky, ze f(xo) = xo.

Poznamka 5.2.
a) Bod xg, pre ktory plati f(xg) = x¢ nazyvame pevnym bodom kontraktivneho zo-
brazenia f v Uplnom metrickom priestore (X, d).
b) Vsimnime si, ze kazdé kontraktivne zobrazenie je rovnomerne spojité.

Definicia 5.6. Nech (X,7) je topologicky priestor, (Y,d') je metricky priestor. Nech
f: X =Y ax e X. Definujeme

w¢(z) = inf diam f(O(x)).
(@) = inf diam £(O()
Funkciu wy(x) nazyvame oscildciou funkcie f v bode x. (Infimum vpravo berieme cez
vSetky okolia O(z) bodu x v priestore X.)

Definicia 5.7. Hovorime, ze funkcia f : R — R ma Darbouxovu vlastnost’ ak pre
I'ubovolné a,b € R a lubovolné x € R také, ze f(a) < x < f(b), existujec:a < c<b
tak, ze f(c¢) = x. Nech funkcia f(x) je definovana na intervale < a,b >. Konec¢ny pocet
bodov a = xg < 1 < ... < x, = b nazveme delenim intervalu < a,b >. QOznac¢me

0= Z:'L:l | f(@i) = f(@ioa |

Definicia 5.8. Oznacme
b n
\ f=swp) | flz:) = flwi) ],
a =1

kde supremum vpravo berieme cez vietky mozné delenia intervalu < a,b >. ”Cislo” \/Z f
nazyvame variaciou funkcie f na intervale < a,b >.
Ak \/Z f je konecné ¢islo, hovorime, ze funkcia f ma ohranicenu variaciu na intervale
< a,b>.
Ak \/Z f = +o00, hovorime, zZe funkcia f ma neohranic¢enu varidciu na intervale

< a,b>.

Veta 5.6.
a) Kazdu funkciu s ohrani¢enou varidciou mozno vyjadrit’v tvare rozdielu dvoch rasticich
funkcif.
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b) Kazdu spojitu funkciu s ohrani¢enou varidciou mozno vyjadrit' v tvare rozdielu dvoch
spojitych rastiucich funkcif.

159. Nech (X,7), (Y,V) st dva topologické priestory. Nech f: X — Y,z € X. Funkcia
f je spojitéa v bode z( vtedy a len vtedy, ak ku kazdej mnozine B € V, f(zg) € B existuje
takd mnozina A € 7, o € A, ze f(A) C B. Dokazte!

160. Nech f: X — Y. Potom f je spojita v kazdom izolovanom bode svojho defini¢ného
oboru. Dokéazte!

161. Ukézte, ze ak f je spojité a prosté zobrazenie priestoru X na priestor Y, tak f~!
(inverzné zobrazenie) nemusi byt’ spojité.

162. Nech f je izometrické zobrazenie metrického priestoru (X, d) na metricky priestor
(Y,d"). Potom f je homeomorfné zobrazenie. Dokazte!

163. Kazdé izometrické zobrazenie je rovnomerne spojité. Obratene vSak nemusi platit’.
Dokazte!

164. Dokézte, ze zobrazenie f topologického priestoru (X,7) do topologického priestoru
(Y, V) je spojité na X prave vtedy, ak vzor f~'(F) I'ubovolnej uzavretej mnoziny F C Y
je uzavretd mnozina v X.

165. Nech A(B) je l'ubovolnd podmnozina definicného oboru (oboru hodnét) funkcie f.
Overte platnost’ nasledujicich rovnosti:

a) f7H(f(4)) = A.

b) f(f~(B)) = B.

166. Nech (X, 7) je topologicky priestor a f,g: X — R = (—o0, +00). Ak f, g st spojité v
bode zy € X, tak aj stcet (f+ g), sicin (f.g), ndsobok (a.f)(a € R) a absolutng hodnota
| f] st spojitymi funkciami v bode xg. Dokézte! Ako je to s podielom -7

167. Topologicky priestor (X, 7) sa nazyva diskrétny, ak kazdy jeho bod je izolovany (teda
T = 2%). Dokézte: Topologicky priestor je diskrétny vtedy a len vtedy, ked kazd4 redlna
funkcia f : X — R je spojitda na X.

168. Ak f, g su rovnomerne spojité redlne funkcie, definované na priestore X a o, 3 € R,

potom aj a.f + (.g je rovnomerne spojita funkcia. Dokazte! Plati podobné tvrdenie aj o

sucine f.g?

169. Nech X, Y st metrické priestory, f : X — Y. Nech zg € X? (hromadny bod mnoziny

X). Dokazte, ze funkcia f je spojitd v xg prave vtedy, ked lim f(z) = f(xo). Co vieme
T—x

povedat’ o spojitosti funkcie f v bode xg, keby xg bol izolovanym bodom priestoru X7

170. Nech f je spojita redlna funkcia, definovana na (topologickom, metrickom) priestore

X. Dokazte, ze pre kazdé a,b € R plati:

a) Kazdd z mnozin {z € X; f(z) < a},{z € X;f(x) > a},{z € X;a < f(x) < b} je

uzavreta v X.

b) Kazdd z mnozin {z € X;F(z) < a},{x € X; f(z) > a},{z € X;a < f(z) < b} je

otvorena v X.
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171. Nech (X,7) je topologicky priestor, (Y,d') je metricky priestor. Potom funkcia
f:X =Y jespojitd v bode z € X vtedy a len vtedy, ak ws(x) = 0. Dokézte!

172. Nech funkcia f je definovand na priestore X. Oznacime: Cy = {x € X; f - spojitd
vz} aDy={reX;f-nespojitd v z}. Ukdzte, ze pre kazdu funkciu f plati:

a) Dy je mnozina typu Fy.

b) C¢ je mnozina typu G, .

173. Dokazte, ze funkcia definovana na celej redlnej priamke nemoéze mat’ za body spoji-
tosti spocitatelni hustd podmnozinu £ C R a body nespojitosti Dy = R\ E.

174. Zostrojte nasledujice funkcie definované na R:
a) F(z) -ktora je spojitd v bodoch x = £1 a v8ade inde nespojita.
b) f(z): spojitd pre x = 0,41, £+2, ... a vSade inde nespojité.

175. Urcte body spojitosti, resp. nespojitosti, nasledujicej funkcie definovanej na
<0,1>:

f(z) =0 v bodoch Cantorovej mnoziny (pozri priklad 30. z textu).

f(x) = 1 v stredoch styénych intervalov (ktoré vynechdvame pri konstrukcii Can-
torovej mnoziny) a vsade inde linedrna.

176. Zostrojte funkciu definovant na intervale < 0,1 >, ktora je spojita v kazdom ira-
ciondlnom bode tohoto intervalu a nespojita v kazdom raciondlnom bode. (Doporucujeme
si uvedomit’, ze taka funkcia, ktora by mala vymenené body spojitosti a nespojitosti,
neexistuje. Pozri priklad 173.)

177. Na prikladoch ukazte, ze spojity obraz:

a) uzavretej mnoziny nemusi byt’ uzavretd mnozina,
b) otvorenej mnoziny nemusi byt’ otvorend mnozina.

178. Ak f - spojitd, tak vzor otvorenej mnoziny je otvorena (definicia 5.1) a vzor uzavretej
mnoziny je uzavretd (priklad 164.). Plati: Ak f je spojita funkcia, f: X =Y aM CY, M
- kompaktnd, tak f~1(M) je kompaktnd podmnozina X?

179. Nech f: R — R, potom f je spojita prave vtedy, ak:

a) f~1((a,b)) je otvorend v R, pre kazdé a,b € R.

alebo

b) f~1((—00,a >) a tiez f~! (< a,+0o0)) si uzavreté pre kazdé a € R.

180. Nech (X, d) je metricky priestor. Dokazte, ze funkciu f(z) = d(z, yo),
(yo - Tubovolny pevny bod z X) je rovnomerne spojitd a teda i spojitd na X.

181. Nech f: R — R, f - je spojitd. Potom f ma Darbouxovu vlastnost.
182. Je vzdy funkcia, ktorda méa Darbouxovu vlastnost’ spojita?

183. Nech f: X — Y, f - spojitd. Nech E C X, F - hustd v X. Potom f(F) je hustd v
f(x). Dokazte!

184. Nech f : X — Y. Dokéazte, ze k spojitosti funkcie f staci, aby vzory vsSetkych
otvorenych sfér priestoru Y boli otvorené mnoziny v priestore X. (Porovnaj s definiciou
5.1, resp. prikladom 159.)
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185. Na priklade ukazte, ze v podmienke kontraktivnosti (definicia 5.5) nemozno pripustit’
a = 1, totiz pre takéto zobrazenie by uz nasledujica veta 5.5 nemusela platit’

186. Nech f je zobrazenie neprazdneho tuplného metrického priestoru X do X. Oznacime:
fof =f2 f?of = f3,... atd. Nech pre nejaké prirodzené &islo k je zobrazenie f* : X — X
kontraktivne. Potom zobrazenie f ma jediny pevny bod. Dokazte!

187. Vyznam predoslého cvicenia, okrem iného, spociva v tom, ze od f sme neziadali
spojitost. Majme napr. f :< 0,2 >— R nasledovne: f(z) = 0, pre x €< 0,1 > a
f(z) =1, pre = € (0,2 >. Citatel l'ahko nahliadne, ze f nie je na < 0,2 > spojité, no ma
jediny pevny bod. Dokézte!

188. Nech funkcia f(z) méa na intervale < a,b > varidciu rovni A. Aku varidciu na
< a,b> ma funkcia (k.f(x) +m) ?

r—1, =<1
189. Vypocitajte varidciu funkcie f(z) = { 10, x =1 na intervale < 0,2 >.
2
z°, x>1

190. Nech funkcia f(z) ma v kazdom bode intervalu < a, b > derivéciu, ktora je ohranicena
na < a,b >. Potom funkcia f(z) je funkciou s ohrani¢enou varidciou na intervale < a,b >.
Dokazte!

191. Z matematickej analyzy je zndma skutocnost’, Ze rovnomerne konvergentny funkcio-
nalny rad zachovava spojitost’, derivaciu a integral. Preto je na mieste otézka:

Nech > | fn(x) je rovnomerne konvergentny funkciondlny rad spojitych funkeif s
ohranicenou variaciou. Je i sicet tohoto radu funkcia s ohrani¢enou variaciou?

192. Nech f(z) a g(x) st funkcie s ohrani¢enou variaciou na < a, b >. Dokézte, ze ich sicet
a sucin su funkcie s ohrani¢enou varidciou na < a,b > a naviac \/Z (f+g) < \/Z + \/Z;

b b b
Va £-9 <supsecaps [F(@)]- Vo 9(2) +5upseca s 9(2)] - Vg f(2).
193. Nech f(z) je definovand na < a,b > a a < ¢ < b. Potom \/Z f=Vor+ \/Z; b.

194. Nech f(x) m& ohrani¢ent varidciu na intervale < a,b >. Potom aj funkcia | f(z) |
m4& ohranicenu varidciu na < a,b >. Dokazte! Plati i obrdatené tvrdenie?
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