4. Pravidlo ret’azenia.

Casto sa stretdvame so skupinami premennych, ktoré zlozitym sposobom zavisia od
inych skupin premennych. Pravidlo ret’azenia pre funkcie viacerych premennych je uni-
verzalna metdda, ktord ndm umoznuje prechddzat’ od jednej skupiny premennych k druhe;j.
Zakladom tejto metddy je derivovanie zlozenych a implicitne danych funkcii. Pritom pred-
pokladame, ze funkcie, ktoré vyjadruju vzt'ahy medzi dvomi skupinami premennych, vy-
hovuji podmienkam dostatoénej hladkosti (t.j. majui spojité parcidlne resp. obycajné
derivécie vSetkych potrebnych radov) a vSetky transformécie sa robia v takych oblastiach
zmeny tychto premennych, ze existuju inverzné funkcie k danym.

4.1. Transformacia vyrazov, ktoré obsahuji obycéajné derivacie

V diferencidlnom vyraze

2
Az@(x,y,dydy )

%,@,...

treba prejst’ k novym premennym ¢, u(t), (kde t je nezavisld premennd a u je funkcia t),
pricom
x = f(t,u),y = g(t,u). (1)

Derivovanim rovnic (1) podla t, beric do uvahy, ze y je funkcia z a x je funkcia t,
dostaneme:

0y , 0 du
dy ot  Ou dt

ot oudt
%y
Analogicky postupne sa vyjadruju derivacie vyssich radov T2 Vysledok je
x
du d?u
A= (tu,—, —,...
< 7u7 dt bl dt2 bl )

4.2. Transformacie vyrazov, ktoré obsahuji parcialne derivacie

Ak v diferencidlnom vyraze

Bor(a Z@_Z% 0%z 0%z 0%z
B ks "0x’ Oy’ 0x2’ Oy’ Oxdy’
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polozime

:c:f(u,v), y:g(uvv)v (2)
0z 0z
37’ 8_3/’

kde u a v si nové nezaviské premenné, potom postupne parcidlne derivacie
hl'addame z nasledujicich rovnic

0z 0z (9f+(9z dg

ou Ox Ou Oy ou’

0z 0z (9f+(9z dg

v  Ox Ov Oy ov’
ktoré dostaneme derivovanim funkcie z = z(z,y) = z (f(u,v), g(u,v)) ako zlozenej funkcie

novych premennych u a v atd’.

4.3. Transformacia nezaviskych premennych a funkcie vo vyraze, ktory

obsahuje parcialne derivacie
V obecnejsom pripade, ak st dané rovnice
:c:f(u,v,w), y:g(u,v,w), Z:h(uvvaw)a (3)

kde u, v st nové nezaviské premenné a w = w(u, v) je nové funkcia, pre parcidlne derivécie

0z 0z

... dostaneme nasledujice rovnice

%76_y7
0: (0 , 0f w0z (99 09 w _oh _oh ow
Or \Ou Ow Ou Oy \ou  Ow ou/) Ou Ow Ou’
0z (0f 0f ow\ 0z (09 dg ow) _oh o ow
Ox \Ov  Ow Ov oy \ov  Ow dv/) v  ow dv
atd’.

Tieto rovnice ziskame derivovanim tretej rovnice v (3) podla u (resp. podla v), pricom
berieme do tvahy, ze funkcia z(z, y) je zloZzena funkcia novych premennych u a v, t.j. jedna
jej vnitorna zlozka je x = f(u,v,w), druhd je y = g(u, v, w), a ze funkcie f,g a h su tiez
zlozené funkcie u a v, lebo w je funkcia premennych u a v.

V niektorych pripadoch je uzitocné pouzivat’ totalny diferencidl.

Pomocou zavedenia novych premennych transformujte nasledujice obycajné diferencidlne
rovnice:

121. 22y + 2y +y =0, ak z = €.

122, ¢ = fc—g, akt=1In|z|.

123. (1 —2%)y” — a2y’ +n%y =0, ak = cost.
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2

t

124. y" + y'tgh o+ — 5y =0, ak 2 = Intg -.
cosh” z 2

T —x r __ ,—T

Poznamka. Tu coshx = eT je hyperbolicky kosinus a tgh x = % je hyper-
er +e

bolicky tangens.

1 [* p(r)dr
125. v + p(x)y’ + g(x)y =0, ak y = ue * fzo pir)dr

126. 2%y" +zyy’ —2y%2 =0, ak v = ! a y = ue?’, kde u = u(t).
127. ¢ + (z+y)(1+y)>=0,ak z =u+t,y = u —t, kde u = u(t).

A
128. Transformujte Stokesovu rovnicu y” = Y , kladic u = ,
(x —a)?(x —b)? x—b
f |
=1In )
r—0
e 3 ae 2
129. Dokézte, ze Schwartzova derivécia S[z(t)] = 2 _ 3 Ja7() nemeni svoju hod-
() 2 [2'(t)
t)+0b
notu pri linedrnej lomenej transformécii y = %, (ad — bc # 0).

Transformujte pomocou polarnych sturadnic r a ¢, priCom x = rcosy, y = rsin g, nasle-
dujice rovnice (uvazujte, ze r je funkcia ¢):

130, W _ Tty
de x—vy

131. (zy —y)? = 2zy(1 +9?).
132. (22 +y*)%y" = (z +yy')>.

/

133. Vyraz a —/F 9y vyjadrite v polarnych sturadniciach.
x JR—

Zavedenim novych nezavislych premennych & a 7 rozrieste nasledujice rovnice:

0 0
134. —Z:—Z, akE=x+y, n=x—y.
Jx 0Oy
0 0
135. y—z—x—z =0,ak E =z an=2a2+y>
y oy
0 0
136. a8_;+b£ =1(a#0),ak{=xan=y— bz
0 0
137. Zl}—z—l—y—zzz, akf:xan: g
ox oy x
: , d%y d’z ) ) -
138. Transformujte vyraz w = Ty T Ygm zavedenim novych funkcii r = \/W,
_ Yy
p = arctg =.
x
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Beric u a v za nové nezavislé premenné, transformujte nasledujice rovnice:

0 0
139. xa—; —|—\/1—|—y28—2 — 2y, ak u=Inz, v=1In(y+/1+ 2.
0z 0z y
140. (z+y)— —(z—y)=— =0, ak u =In\/2? + y? a v = arctg =.
or y x
0 0
141. z (9Zl+ 82 g,aku:2x—22,vzg.
0%z 0%z 0%z 0z 0z
142. 28x2+8x3y_8y2+%+8_y207 aku=2x4+2y+2, v=z—y—1
(‘92 0? 0%z
143. a e + ba:'ya ; —|—cy2a 5 = 0 (a,b, ¢ st konstanty), ak u = Inz, v =Iny.
Yy
0%z 0%z x Y
144. 221095 g aku= - = — .
8$2+8y2 y axu 22 4+ y2’ v 22 + 2
0? 0?
145. 8§+8§+a z=0,ak x =e“cosv, y = e"sinw.
x
0%z 0%z 0%z 1 1
146. 22— — 27 % 0 ak u = -4
6x8x2 (2 +y)8x@y+y8y2 0,aku=xz+y, v x+y
0%z 5 o 0%z 02z 0z 62 1, 9 . 9
0%z 0%z 0%z Y
2 — — fr
148. x 922 2xsmya 3y + sin® ya 5 = 0, ak u = arctg 5 av=uz.
149. Transformujte rovnice:
0%u  0%u
Au = = 0;
R T

b) A(Au) = 0, kladtic u = f(r), kde r = /22 + y2.

0%z 0> AN A
150. V rovnici z ( 8:; + (9_3;) = (8_;> + <£> zaved'te novu funkciu w, kladic
w = z°.
A A 1
151. Transformujte vyraz w = e + gz , Kladic z = uv, y = = (u® —v?).
ox oy 2
. . 0z 0z , )
152. Transformujte rovnicu (y — z)a— + (y+ 2) v 0, kladtic x za funkciu a u =y — z,
x y
v=y+ 2.
2
. , 0z 0z ., .
153. Transformujte vyraz A = p. + 90 ) povazujuc x za funkciuau = xz, v = yz
x y

za nezaviské premenné.
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154. V rovnici — + — 4+ — =0 polozte E =2, n=y —x, ( =z — .
or Oy 0z
Prejdite k novym premennym u, v, w, kde w = w(u, v), v nasledujicich rovniciach:
0 0 1 1
155. ua—;—xéz(y—z)z, ak u = 2% 4+ y2, v:5+§, w=1Inz— (z+y).
0 50 1 1 1 1
156.’1}—z+ & 2 aku=x, v=-—=-, w=—-——
or (‘93/ Yy T z x
9z\" 9z\> 5,0z 0
157. (xa—;> + <ya—Z) =z a—;é, ak x = ue”, y = ve?, z = we.
ou 0 0
158. V rovnici x— 4y u—i— —u—u—i—% polozte ng, n:y, (=2 w=—, kde
ox 8 0z z z z
w=w(&,n,().
0? 0z 2
159. ya—yz—l—Qa—Z:;,aku:%, v=x, w=2Iz—Y.
0%z 0%z 0%z
160. 92 +28338y+8y2 =0,aku=az+y, v=0—-y, w=ay— 2.
0%z 0%z 0z x4y x—y
161. —— 9% _ , aku— S
8x2+8a:8y+8:c s AR 9 "7 g W

0%z 0%z 0z 0z
162 (L= 2955 + (=95 = o5, ¥y

2 2 2 2 2 2
163. V rovnici z2 Z;ZL + o2 gyz 422 g;; = (33%) + (yg—Z) + (zZ—Z) polozte

z=ct y=el, z=¢" u=-e", kde w=w(&n,().

ak xr =sinu, y =sinv, z = e".

Transformujte do polarnych siradnic r a ¢, kde * = rcosep, y = rsinp, nasledujice
vyrazy:

164. w:xg—z_ %,

165. w:x% “%Z'

166. w = % + %'

167 w=u a; 2 %82@ Ty ZZ“

o e ()

169. Vo vyraze [ = % Z—Z = Z—Z% polozte x = rcosy, y = rsine.
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170. Transformujte vyrazy:

A ou\’ n ou\’ n ou\’ A 0%u n 0%u n 0%u

u= | =— — — ] a u =

! ox oy 0z 2 ox?  0y* 02?2

pomocou sférickych suradnic, pokladajic x = rsinf cosy, y = rsinfsinp, z = rcos6.
0%u 5, 0%u

171. Rieste rovnicu Tz a 922 zavedenim novych nezavislych premennych { = x — at,
x

n=x+4 at.
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