IV. Parametrické integraly

1. Riemannov parametricky integral

Definicia 1.1. Nech E =< a,b > X(c,d) a nech funkcia f : E — R je pre kazdé y € (c,d)
riemannovsky integrovatelna na intervale < a,b >. Potom funkciu

b
ﬂw=/fmwm

nazyvame Riemannovym parametrickym integralom.

Veta 1.1. Ak je funkcia f spojita na mnozine E, tak funkcia F je spojita na intervale
(c,d).
Veta 1.2. Ak je funkcia f spojita na mnozine E a hranice integrovania su spojité funkcie
¢ a1, ktoré zobrazuju interval (c,d) do intervalu < a,b >, tak funkcia
Y(y)
I(y) = / fz,y)dz
©(y)

je spojita na intervale (c, d).

Veta 1.3. Za predpokladov vety 1.1, resp. vety 1.2, plati pre yy € (¢, d):

b b
lim f(x,y)dwz/ lim f(z,y)dz,

y—vo0 J, Y=o

¥(y) ¥ (yo)
lim/ f(x,y)d:z::/ f(x,yo)dz.
©

Y790 Jo(y) ©(vo)

resp.

Veta 1.4. Ak spojita funkcia f : E — R ma na mnozine E spojiti parcidlnu derivaciu

of

5y tak funkcia F(y) = f: f(z,y)dz je diferencovatelnd na (c,d) a plati

b
F'(y) = / %ﬂzy)dw (tzv. Leibnizov vzorec).
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Veta 1.5. Ak spojita funkcia f : E — R ma na mnozine E spojiti parcialnu derivaciu g—;

a funkcie ¢ a 1), ktoré zobrazuji interval (c,d) do intervalu < a,b >, sd diferencovatelné

a (c,d), tak funkcia I(y f;b(;y)) f(x,y)dz je diferencovatelna na (c,d) a plati

¥(y) x
I'(y) = f (W), v) ' (y) = [ ey),y) ' (y) +/( | %y’y)dx

Veta 1.6. Ak je funkcia f spojita na mnozine < a,b > x < ¢,d >, tak

/Cd [/abf(x,y)dx] dy = /ab [/d f(w,y)dy] da.

1
d
1. Ngjdite definiény obor funkcie F(y) = / =
0o TTFY

2. Zistite, kde su spojité nasledujice funkcie:

1 dx
F(y) = = ,
a) (y) /0 T (1'2 + yg + 1)

y2

’ dx, 0,
b) F(y) = /0 (z + |y|)\/tg % v
0, y =0,

3 T3
d 0
c) Fy) = /—g arctg (z2 4 y?)sinz z Y70,
0, y=0.

3. Zistite, pre ktoré hodnoty argumentu y je spojita funkcia

F<y):/0 yf(@) d.

x2_|_y2

kde funkcia f je spojita a kladna na intervale < 0,1 >.

4. Dokazte, ze funkcia
2cosx + 2y

Fy) = d
() /0 1+ 2y cosx + y2 v

nie je spojita v bodoch y =1ay = —1.

5. Ukézte, ze integral F(y / f(z,y)dz z nespojitej funkcie f(x,y) = sgn (x —y) je

spojitou funkciou. Zostrojte graf funkcie F'.
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b
6." Dokézte, ze funkcia F(y) = / o(z) f(z,y)dx je spojitd na < ¢,d >, ak si splnené

podmienky:
(i) funkcia f je spojitd na < a,b > x < ¢,d >,
(ii) funkcia ¢ je absolitne integrovatelna na intervale (a,b).

7 Nzijdite-
, Z sin(x +y)
1 \/ 2 +y2d < b) 1 dx,
=0 v Fyda, [y il R
2
c¢) lim a;2cosxyd:c, d) lim / Le_xzydx,
y—0 0 y—+oo Jq Zl/"f’y
1+y d 1 d
e) lim <1 £) lim/ @
y—=0 /), 14+a2+y n—oo fo 14 (1+ %)
2
: In(z + |y|)
g) 1520/ (22 + o2) %
y—oo Ji In(z? +y?)

™

8. Najdite lim e ftsinfgg
R—oo 0

9. Nech funkcia f je spojitd na intervale < A, B >. Dokazte, ze

m)h/ Ft+h) — FO]dt = f(z) — f(a) (A<a<z<B).

10. Je mozné uskutocnit’ limitny prechod za znakom integralu vo vyraze

1 2
T _z2
lim / —e v dx?
y—0 0 y
11. Dokazete, ze v nasledujucich pripadoch je mozny limitny prechod za znakom integralu:

dx pre y — 00,

e Y
a e -
)/0 Vo +y?
3
Ty
b arct —~2 | dx pre y — 0.
) [t (122, ) e

12. Nech

(i) funkcia g—i je spojita na < a,b> X < ¢, d >,

(ii) funkcia ¢ je absolitne integrovatelna na intervale (a, b).
Potom integral

b
ﬂ@z/v@ﬂmww

je spojite diferencovatelnou funkciou premennej y € (¢, d) a plati
b
of(z,y
R R
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Dokazte!
13. Vypocitajte F'(y), ak

1
F(y) :/ arctg Edx, y > 0.
0 )

Co mozno povedat’ o derivicii v bode y = 0?

14. Je mozné vypocitat’ pomocou Leibnizovho vzorca derivaciu funkcie

1
= / In /22 + y2dx,
0

v bode y = 07
15. Néjdite F'(y), ak

Y 9 3y“+1 ety
Q) F)= [ v, O R
2
Y Y
cosy b+y
¢) Fy) = evV1=2% gy d) F(y) / Smxyd:c
sing{ (1 ) a+y
+ a2y
e)F<y)_/ 7d7 /f:l}+y,£l}— )
0

16. N4jdite F”( )

y
a) F(y) = / (x +y)f(z)dz, kde f je diferencovatelna funkcia,
0
b
b) F(y) = / |z — y|f(x)dx, kde a < b a f je spojitd funkcia na < a,b >,

h h
c) F(y) = h—12/ d{/ fly+&+n)dn (h>0), kde f je spojita funkcia.
0 0
17. Najdite F™(y), ak
Y
Fo) = [ (=2 oo
0

a f je spojita funkcia.

18. Dokazte spravnost’ vzorca

kde
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1, ak x =0,
1 xT
ﬁ/ y" cos <y+ﬁ> dy, ak x #0,
" 2
1/)n(l‘) - nm 0
cos ‘g
—= akrx =0, n=1,2,....
n+1
Pouzijic uvedeny vzorec urobte odhad
d" 1
d“i(nw) < g prew € (—o0, +00).

19. Funkciu f(x) = 22 na intervale < 1,3 > priblizne zameiite linedrnou funkciou a + bx
tak, aby hodnota integralu

3
/ (a+bx—x2)2dx
1

bola minimalna.

20. Dokéazte, ze Besselova funkcia celého indexu n

™
I,(x) = —/ cos (ny — xsin ) dp
0
vyhovuje Besselovej rovnici

2?1 (z) + 21}, (z) + (2° — n?) I,(z) = 0.

2
21. Vypocitajte / x"dx pre n # —1 a potom pomocou derivovania podla parametra
, 1
Vypoéitajte/ " Inzdz.
1

22. Vyjduc z rovnosti

b
dx 1
=—-In(1+ab
/01+ax an( +ab)

odvod'te pomocou derivovania podla parametra vzorec

b
xdx 1 b
2 m(ltab) - ——
/0 (1+ax)? a? n(1+ab) a(l+ ab)

23. Vyjduc z rovnosti



vypocitajte
b
dx
/0 7@2 n az)g,a £ 0.

24. Pomocou derivovania podla parametra vypocitajte nasledujice integraly:

is

/ In (a® — sin 33) dr, a > 1, b) /2 In (a2 sin® z + b? cos? ) da,
0 0
z t t
/ In (1 —2acosz + a?) dz, d) /2 wdw,
0 0 tg

us
2

1 +acosz dx
, lal < 1.
0

—a COS.Q? COS.Q?

25. V ktorych pripadoch je pripustnd zamena poradia integrovania?
1 1 1 2 2
33 +y 0 0 (22 +y?)

t 1
_8%Y) (zy) d)/ dy/ —arctg L de.
vat+y?+1 0 1Y Yy

26. Pouzuuc vzorec

arctg:c_/l dy
r  Jo 14 a2y?’

vypocitajte integral

/1 arctg x  dx
0 Z \/1—332‘

27. Pomocou integrovania podla parametra vypocitajte integral

1 b a
/;1: xdwa>0b>0
0

Inz

28. Vypocitajte integrély:

1 b__ ,.a
a) / sin (ln l) S dz,
0 T Inz

1 b a
1 _
b)/cos(ln—)x L dr, a>0, b>0.
0 x Inz

29. Dokazte spravnost’ vzorca

/ Ho(t)dt = o1, (),
0
kde Iy(z) a I;(z) st Besselove funkcie indexov 0 a 1 (pozri ulohu 20).
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