
1. ÚVOD

.Yi]LQHZWRQRYVNp�PHWyG\� ULHãLD� ~ORKX�PLQLPDOL]iFLH� NRQYH[QêFK� IXQNFLt� EH]� RKUDQLþHQt�

6~�G{OHåLWRX�V~þDV RX�QHOLQHiUQHKR�SURJUDPRYDQLD��D�]D�ãW\UL�GHVLDWN\�URNRY�LFK�YêYRMD�VD

QLPL�]DREHUDOR�PQRåVWYR�DXWRURY�D�EROR�QDStVDQêFK�YH D�SUiF�D�þOiQNRY��,FK�YêYRM�YãDN�VWiOH

SRNUDþXMH�

1.1. Formulácia problému

Nech je daná funkcia  f : R n → R. Potom n�UR]PHUQRX�~ORKRX�QD�YR Qê�H[WUpP�IXQNFLH� f

nazývame úlohu:

( ) { }  | )( Min   U1 nRf ∈xx .

9�GLSORPRYHM�SUiFL� VD�EXGHPH�]DREHUD �PHWyGDPL�QD� ULHãHQLH�~ORK\� �8����SULþRP�QD

~þHORY~�IXQNFLX��f��NODGLHPH�QDVOHGRYQp�SRåLDGDYN\�

•  f  má spojité všetky druhé parciálne derivácie, t.j. f∈C 2

•  f  je na R n konvexná funkcia

• pre nejaký bod  x0∈R n� MH� PQRåLQD� 6� = { x∈R n  |  f(x) ≤  f(x0�� `� RKUDQLþHQi

�SR]QDPHQiYDPH��åH�]�SUHGSRNODGX�NRQYH[QRVWL��f� �SRWRP�Y\SOêYD��åH�6�MH�RKUDQLþHQi�SUH

všetky x0∈R n ).

3RåLDGDYND�NRQYH[QRVWL�VD�P{åH�]GD �GRV �VLOQi��DYãDN�EH]�QHM�E\�QHEROL�PRåQp�QDãH

QDVOHGXM~FH� ~YDK\�� 7RWLå� YLHPH�� åH� NDåGê� ERG� ORNiOQHKR� PLQLPD� NRQYH[QHM� IXQNFLH� MH

]iURYH �DM�MHM�ERGRP�JOREiOQHKR�PLQLPD��$N�E\�YãDN��f nebola konvexná, potom by mohla

PD �YLDF�NYDOLWDWtYQH�RGOLãQêFK�ERGRY� ORNiOQHKR�PLQLPD� �W�M�� QDGRE~GDOD� E\� Y� QLFK� U{]QH

KRGQRW\���9�WDNRP�SUtSDGH�E\�VPH�QHPRKOL�JDUDQWRYD �NRQYHUJHQFLX�QDãLFK�PHWyG�N�ERGX

JOREiOQHKR�PLQLPD�� R� NWRUp�PiPH� ]iXMHP�� 7UHWLD� SRåLDGDYND� ]DUXþXMH� H[LVWHQFLX�PLQLPD

NRQYH[QHM� IXQNFLH� �Y� SUD[L� VD� QHRYHUXMH��� 9� GLSORPRYHM� SUiFL� SRGiPH� SUHK DG� R

NYi]LQHZWRQRYVNêFK� PHWyGDFK� SRXåtYDM~FLFK� NRQãWDQWQ~� G åNX� NURNX� D� Y\ND]XM~FLFK

(n+1)-krokovú konvergenciu pre kvadratickú funkciu.



1.2. Motivácia

9LHPH��åH�NDåGp�ULHãHQLH�~ORK\�NRQYH[QpKR�SURJUDPRYDQLD

{ }  ..., ,1  ,,0)( | )( Min miRgf n
i =∈≥ xxx ,

MH� PRåQp� SUHWUDQVIRUPRYD � QD� ULHãHQLH� SRVWXSQRVWL� ~ORK� �8���� $E\� VPH� PRKOL� WDNWR

SULVWXSRYD � N� ULHãHQLX� ~ORK\� QD� YLD]DQê� H[WUpP�� PDOL� E\� VPH� E\ � VFKRSQt� YHGLH

HIHNWtYQH� ULHãL � ~ORKX� �8��� �W�M�� ~ORKX� QD� YR Qê� H[WUpP��� 6SRPtQDQp� WUDQVIRUPDþQp

techniky sú predmetom samostatnej kapitoly nelineárneho programovania, a preto sa

QLPL�Y� DOãRP�QHEXGHPH�]DREHUD �

�����3UHK DG

7HUD]�VD�VWUXþQH�RER]QiPLPH�V�REVDKRP�MHGQRWOLYêFK�NDSLWRO�

9�NDSLWROH���VL�SUHGVWDYtPH�]iNDGQp�SRMP\��YHOLþLQ\��D�Y] DK\�PHG]L�QLPL��V~YLVLDFH�V

LWHUDþQêPL�PHWyGDPL�QD�ULHãHQLH�~ORK\��8����1D�]iYHU�NDSLWRO\�XSUHVQtPH�FLH �GLSORPRYHM

práce.

V kapitoOiFK���Då���SRGUREQH�DQDO\]XMHPH� ãW\UL� Y\EUDQp�NYi]LQHZWRQRYVNp�PHWyG\� V

NRQãWDQWQRX�G åNRX�NURNX�QD�ULešenie úlohy (U1). Sú to:

• SR1 metóda (z anglického “Symetric Rank One“), tzv. Symetrická Hodnosti Jedna

     (r. 1967-1968)

•���'DYLGRQRYD�PHWyGD��Y\XåtYDM~FD�WHFKQLNX�SURMHNþQêFK�PDWtF���U�������

•� 'L[RQRYD� PHWyGD�� ]DORåHQi� QD� DQDOê]H� YSO\YX� G åN\� NURNX� QD� QLHNWRUp� YHOLþLQ\

     kvázinewtonovských formúl  (r. 1973)

•� *ROGIDUERYD� PHWyGD�� NWRUi� Y\XåtYD� &KROHVNpKR� UR]NODG� NODGQH� GHILQLWQêFK� PDWtF

     (r. 1977).

V kapitole 7 uvedieme popis numerického� H[SHULPHQWX�� NWRUê� ]UHDOL]XMHPH� SRXåLWtP

VSRPtQDQêFK�ãW\URFK�PHWyG�V�NRQãWDQWQRX�G åNRX�NURNX�

9�NDSLWROH���SUHGORåtPH�WDEX N\�QXPHULFNêFK�YêVOHGNRY��NWRUêFK�Y\KRGQRWHQLH�SRGiPH

Y�NDSLWROH�þtVOR���

V prtORKH�GRGiPH�YêSLV�SRXåLWpKR�SRþtWDþRYpKR�SURJUDPX�



2. Základné pojmy

�����' åND�NURNX

1DSULHN�WRPX��åH�YR�YãHREHFQRVWL�ULHãL �n�UR]PHUQ~�~ORKX�QD�YR Qê�H[WUpP��W�M�~ORKX��8����

MH�]QDþQH�MHGQRGXFKãLH��DNR�ULHãL �n-rozmernú úlohu na viazaný extrém, aj tak je to ešte stále

GRV �]ORåLWi�~ORKD��NWRUi�VD�REY\NOH�ULHãL�QHMDNRX�LWHUDþQRX�PHWyGRX��1DMYlþãLX�WULHGX�PHWyG

ULHãHQLD� ~ORK\� QD� YR Qê� H[WUpP� WYRULD� PHWyG\� V� LWHUiFLRX� W\SX� ³ERG´� �� ³VPHU´� �� ³NURN³�

Presnejšie povedané, pre k-tu iteráciu platí:

•�SR]QiPH�SULEOLåQp�ULHãHQLH�x k∈R n, t.j. “bod“ ;

• v bode x k�Y\WêþLPH�QHQXORYê�YHNWRU�s k∈R n��W�M��³VPHU³��NWRUê�VD�YROt�WDN��åH�Y� RP

   funkcia   f   vykazuje pokles  (je to tzv. spádový smer) ;

•�]YROtPH�NODGQp�þtVOR��λk , t.j. “krok“ (v smere s k ), aby v “novom bode“

[ [ VN N

N

N+ = +� λ                        (2.1)

           platilo:   ).()( 1 kk ff xx <+                                                           (2.2)

Tým je k�WD�LWHUiFLD�XNRQþHQi�D�SUHFKiG]D�VD�QD� DOãLX�LWHUáciu.

.DåGi�PHWyGD�MH�]DORåHQi�QD�LQHM�YR EH�³VPHUX³�D�³NURNX³��9R ED�VPHUX�MH�VSUDYLGOD

daná nejakým jednoduchým vzorcom.

6�YR ERX�NURNX�MH�WR� DåãLH��3UHWRåH�FKFHPH��DE\�QRYê�ERG��x k+1�ERO�OHSãtP�SULEOtåHQtP

k bodu minima ako starý bod  x k��PXVtPH�]YROL �G åNX�NURNX�λk tak, aby krok nebol ani príliš

GOKê��DQL�SUtOLã�NUiWN\��9�PLQXORVWL�VD�þDVWR�YROLOD�³RSWLPiOQD�G åND�NURNX“, t.j. za λk sa zvolilo

riešenie nasledovnej pomocnej úlohy:

{ }   |  )()(  Min Rf kk ∈λλ+≡λϕ sx .                             (2.3)

Zrejme λk��MH�ULHãHQtP�~ORK\�������SUiYH�YWHG\��NH �SODWt�

g(x k + λk s k )Ts k = 0,                            (2.4)

kde  g(x) je gradient funkcie  f  v bode  x∈R n.

3R]QDPHQiYDPH��åH� ������ MH� MHGQRUR]PHUQi�~ORKD�QD�YR Qê�H[WUpP��NWRU~� MH�SRWUHEQp

Y\ULHãL �Y�NDåGHM�LWHUiFLL��3UHWR�HIHNWtYQRV �LWHUDþQpKR procesu pôvodnej úlohy (U1) závisí od

WRKR��DNR�HIHNWtYQH�ULHãLPH�SRG~ORKX��������1DMPl�N{OL�YêSRþWRYHM�QiURþQRVWL�ULHãHQLD�~ORK\



�������Y�V~þDVQRVWL�VD�XS~ã D�RG�RSWLPiOQHM�G åN\�NURNX�D�~ORKD�������VD�ULHãL� OHQ�SULEOLåQH�

$YãDN� SRWRP� VSOQHQLH� SRGPLHQN\� ������ Y� NDåGHM� LWHUiFLL� QHPXVt� E\ � SRVWDþXM~FH� SUH

NRQYHUJHQFLX� N� ULHãHQLX� ~ORK\� �8���� ([LVWXM~� LVWp� ³EH]SHþQRVWQp� KUDQLFH³�� NWRUp� RGYRGLOL

DXWRUL� $UPLMR� D� *ROGVWHLQ�� D� DN� VD� YUiPFL� QLFK� YROt� G åND� NURNX�� SRWRP� QLH� MH� RKUR]HQi

NRQYHUJHQFLD�LWHUDþQHM�PHWyG\�������

 Definícia 2.1:

Majme dané:   • konštanty α , β�VS DM~FH������α < β < 1

        • funkciu  f : R n → R, ktorá má spojité prvé parciálne derivácie

        • spádový smer s k∈R n  (pozri definíciu 2.3).

Potom�G åNX�NURNX��λk  pokladáme za:

a) GRVWDWRþQH�PDO~��DN�SODWt�

kk
k

kk
k

k fff sxxsx T)]([.)()( ∇λα+≤λ+ ,      (Armijo 1966)   (2.5)

��������E����GRVWDWRþQH�YH N~��DN�SODWt�

> � �@ �> � �@∇ + ≥ ∇I IN

N

N N N N[ V V [ Vλ β7 7 .      (Goldstein 1967)   (2.6)

1DVOHGXM~FD�OHPD��XYiG]DQi�EH]�G{ND]X��]DUXþXMH��åH�YåG\�H[LVWXMH�³EH]SHþQê³��NURN�

 Lema 2.2:

Nech sú splnené predpoklady definície 2.1, a nech platí: α∈<0, 0.5> a β∈<α, 1>.

Potom existuje taký interval <d, h>, d�!����åH�SUH�∀ λk∈<d, h!�SODWLD�V~þDVQH�Y] DK\

        (2.5), (2.6).

V praxi sa volí α∈<10-5, 10-1>  a  β∈<10-1, 5.10-1>.

([LVWXMH�HãWH�MHGHQ�SUtVWXS�N�YR EH�G åN\�NURNX��9�NDåGHM�LWHUiFLL�VD�YROt�URYQDNp�λk  a

NRQWUROXMH�VD�OHQ�VSiGRYRV �PHWyG\��W�M��Y] DK��������SUtSDGQH�]RVLOQHQê�Y] DK��������D�DN�MH�WR

nevyhnutné, tak sa λk��]PHQãt�QD�SRORYLþQ~�G åNX��UHVS��]GYRMQiVREt��D�SRVOHGQi�LWHUiFLD

VD� ]RSDNXMH�� 9� åLDGQRP� SUtSDGH� VD� YãDN� QHULHãL� ~ORKD� ������� 7DNpWR� PHWyG\� VD� QD]êYDM~

VSiGRYêPL�PHWyGDPL� V� NRQãWDQWQRX� G åNRX� NURNX� D� V~� SUHGPHWRP� ]iXMPX� WHMWR� SUiFH��9

SUDNWLFNêFK�DOJRULWPRFK�VD�þDVWR�NRPELQXM~�RED�VSRPtQDQp�SUtVWXS\�YR E\�G åN\�NUoku.



2.2. Spádové smery

9�WHMWR�þDVWL�XYiG]DPH�GHILQtFLX�D�QLHNWRUp�YODVWQRVWL�VSiGRYêFK�VPHURY�

 Definícia 2.3:   

Nech je daná funkcia   f : R n → R,  a bod  x k∈R n.

Potom nenulový vektor s k∈R n nazývame spádovým smerom funkcie  f  v bode  x k , ak

existuje  þtVOR�λ !���WDNp��åH�SUH�YãHWN\��� < <λ λ  platí: I IN N N� � � �[ V [+ <λ .

 Lema 2.4:

Nech sú dané: • funkcia  f : R n → R,  f∈C 1, bod  x k∈R n

                                 • vektor s k∈R n, pre ktorý platí:

> � �@∇ <I N N[ V7 � .                           (2.7)

Potom  s k  je spádový smer funkcie  f  v bode  x k.

Dôkaz: Dôkaz bezprostredne vyplýva z definície derivácie funkcie

.  ),()( Rf kk ∈λλ+≡λϕ sx     

Poznámka:�2SDþQi�YHWD�QHSODWt��7RWLå� DM� Y� SUtSDGH� 0)]([ T =∇ kkf sx �P{åH� E\ � VPHU� s k

spádový. Avšak pODWt�� åH� DN� MH� � s k spádový smer funkcie  f  v bode x k, potom

0)]([ T ≤∇ kkf sx .

 Lema 2.5:

Nech pre funkciu   f : R n → R,  f∈C 1, a pre bod x k∈R n platí:     ∇ ≠I N

Q
� �[ � .

Potom�SUH�NDåG~�NODGQH�GHILQLWQ~�n×n maticu Hk , je  V + [N

N

NI= − ∇ � �  spádový smer.

Dôkaz: 3RþtWDMPH�� > � �@ > � �@ � �∇ = − ∇ ∇ <I I IN N N

N

N[ V [ + [7 7 � , lebo n
kf �≠∇ )(x a Hk  je

NODGQH�GHILQLWQi�PDWLFD��3ODWQRV �OHP\�����Y\SOýva priamo z lemy 2.4.                                  

 Dôsledok 2.6:



Za predpokladov lemy 2.5 platí:

a) Tzv. cauchyovský smer V [N NI= −∇ � � je spádový.

b) Ak navyše  f∈C 2 a Hessova matica  > � �@∇� I N[  je kladne definitná, potom je

             tzv. newtonovský  smer   V [ [N N NI I= − ∇ ∇−> � �@ � �� �    spádový.

Dôkaz: Triviálny z lemy 2.5..                                                          

2.3. Modelový algoritmus

9� WHMWR� þDVWL� XYiG]DPH� YãHREHFQê� JUDGLHQWQ\� DOJRULWPXs na riešenie úlohy (U1)

LWHUDþQêPL�PHWyGDPL�W\SX�³ERG´���³VPHU´���³NURN³�

Vstup: •�IXQNFLD�V�YODVWQRV DPL�XYHGHQêPL�Y�þDVWL�������W�M���f∈C 2, konvexná funkcia)

             • štartovací bod  x0∈R n

             • symetrická, kladne definitná n×n matica  H0  (napr. H0 = In )

             •�SDUDPHWHU�SRåDGRYDQHM�SUHVQRVWL�ε > 0 ( ε�VD�YROt�DNR�PDOp�þtVOR��QDSU���� -6 )

Cyklus pre  k = 0, 1, 2, ...

             krok 1:�9êSRþHW�JUDGLHQWX��g k = ∇I N� �[ .

             krok 2: Test: ak ε<
2

kg , tak  x k je ε-aproximácia bodu minima, stop.

             krok 3:�9êSRþHW��VSiGRYpKR��VPHUX�� k
k

k gHs −= .

             krok 4:�9êSRþHW�G åN\�NURNX��λk > 0.

             krok 5:�9êSRþHW�QRYpKR�ERGX�� [ [ VN N

N

N+ = +� λ .

             krok 6:�9êSRþHW��QRYHM��V\PHWULFNHM��NODGQH�GHILQLWQHM�n×n matice  Hk+1.

.H åH��f je C 2�KODGNi��NRQYH[Qi�IXQNFLD��WDN�QXWQi�D�SRVWDþXM~FD�SRGPLHQND�QD�WR��DE\

v bode  x k  mala  f  minimum, je: 0
2

=⇔= k
n

k gg 0 .

�����1HZWRQRYD�LWHUDþQi�PHWyGD

ALGORITMUS 1



0DMPH�~ORKX��8����SULþRP�QDY\ãH�EXGHPH�SUHGSRNODGD ��åH Hessova matica )(2 xf∇

druhých parciálnych derivácii funkcie  f  v bode  x∈R n je kladne definitná.

2]QDþPH�

• Gk = )(2 kf x∇  ... Hessova matica druhých parciálnych derivácii funkcie  f  v bode  x k∈R n

• g k = )( kf x∇    ... gradient funkcie  f  v bode  x k∈R n

• fk                        ... hodnota funkcie  f  v bode  x k∈R n.

1HZWRQRYD� PHWyGD� MH� ]DORåHQi� QD� WRP�� åH� Y� k-tej iterácii aproximujeme funkciu  f

7D\ORURYêP�SRO\QyPRP�GUXKpKR�VWXS D�Y�RNROt�ERGX��x k, t.j. máme:

I I 4
N

N N N

N

N� � � � � � � � � �[ J [ [ [ [ * [ [ [≈ + − + − − ≡�7 7

�
�

Nový bod x k+1 definujeme ako bod minima rýdzokonvexnej kvadratickej funkcie Q, ktorá má

MHGLQp�PLQLPXP��1XWQi�D�SRVWDþXM~FD�SRGPLHQND�QD�WR��DE\�x k+1 bol bodom jej minima je:

∇ =+4 N

Q
� �[ � 0 . Máme:

])([              )()( 111 k
k

kk
n

kk
k

k QQ gGxxxxxGgx −++ −=⇔=∇⇒−+=∇ 0 .

Teda k-ta iterácia newtonovej metódy má tvar:

).()]([ 121 kkkk ff xxxx ∇∇−= −+           (2.8)

2]QDþPH� kkk xxp −= +1 , potom p k vyhovuje sústave: kk
k gpG −=  (s neznámou p k ). Teda

LWHUiFLX� ������ PRåQR� UHDOL]RYD � EH]� YêSRþWX� LQYHU]QHM� +HVVRYHM� PDWLFH� �þR� MH� YêSRþWRYR

QiURþQHMãLH��DNR�ULHãL �VSRPtQDQ~�V~VWDYX���3RWRP�� kkk pxx +=+1 ��7HGD�Y�]P\VOH�Y] DKX

(2.1), sa v newtonovej metóde volí smer s k = p k��D�G åND�NURNX�λk = 1.

3R]QDPHQiYDPH��åH�VD� WX�Y\XåtYD� W]Y��QHZWRQRYVNê�VPHU� VSRPtQDQê�Y�G{VOHGNX�����

Ak je  f�NYDGUDWLFNi�IXQNFLD��WDN�QHZWRQRYRX�PHWyGRX�QiMGHPH�MHM�PLQLPXP�KQH �Y�SUYHM

iterácii, lebo vtedy sú funkcie  f  a Q WRWRåQp�

-H� QXWQp� SRGRWNQ~ �� åH� SUL� YR EH�λ k�  � �� Y� NDåGHM� LWHUiFLL�� QHZWRQRYD�PHWyGD� �����

nevykazuje dobrú konvergenciu k bodu minima nekvadratickej funkcie f. Tento nedostatok

MH�PRåQp�RGVWUiQL �YR ERX�RSWLPiOQHM�G åN\�NURNX. Takto pozmenená newtonova metóda sa

nazýva tzv. “modifikovaná newtonová metóda“ a jej  k-ta iterácia má tvar:



)()]([ 121 kk
k

kk ff xxxx ∇∇λ−= −+ ,                             (2.9)

kde λ k�MH�RSWLPiOQD�G åND�NURNX�

2.5. Kvázinewtonovské metódy

Kvázinewtonovské metódy�V~�LWHUDþQp�PHWyG\�QD�ULHãHQLH�~ORK\��8����SULþRP�]iNODGQi

myšlienka pochádza z modifikovanej newtonovej metódy  (2.9) s RSWLPiOQRX�G åNRX�NURNX .

1HYêKRG\�PRGLILNRYDQHM�QHZWRQRYHM�PHWyG\�V~��åH�Y�NDåGHM�LWHUiFLL�PXVtPH�

•�Y\SRþtWD �+HVVRYX�PDWLFX� )(2 kf x∇

•�ULHãL �V\VWpP�∇ = −∇� I IN N N� � � ��[ V [  s neznámou s k

•�ULHãL �SRPRFQ~�~ORKX�������

3UYp�GYD�QHGRVWDWN\�PRåQR�RGVWUiQL �WDN��åH�EXGHPH�Y�NDåGHM�LWHUiFLL�PLQLPDOL]DþQpKR

procesu SRVWXSQH� DSUR[LPRYD � LQYHU]Q~�+HVVRYX�PDWLFX  12 )]([ −∇ kf x . Toto je základná

P\ãOLHQND� NYi]LQHZWRQRYVNêFK� PHWyG�� 3R]QDPHQiYDPH�� åH� WLHWR� PHWyG\� SUDFXM~� V

RSWLPiOQRX�G åNRX�NURNX a s prvými parciálnymi deriváciami funkcie  f.

.H åH� NYi]LQHZWRQRYVNp� PHWyG\� Y\FKiG]DM~� ]� SUYRWQHM� P\ãOLHQN\� PRGLILNRYDQHM

QHZWRQRYHM� PHWyG\�� D� WiWR� Y� NDåGHM� LWHUiFLL� PLQLPDOL]RYDOD� NYDGUDWLFN~� UêG]RNRQYH[Q~

funkciu Q�� WDN� DM� SUYi� DQDOê]D� D� WYRUED� RSWLPDOL]DþQpKR� DOJRULWPX� SRPRFRX

kvázinewtonovských metód bude pre kvadratickú funkciu, a potom sa urobí zovšeobecnenie

aj pre nekvadratickú funkciu.

2]QDþHQLH�

   
kkk

kkk

kk f

ggy

xxp

xg

−≡•
−≡•

∇≡•

+

+

1

1 ,

)(

�WHUD]�Y�]P\VOH�Y] DKX�������PiPH�� S VN

N

N= λ



   k
k

kk yHpr −≡•

   =• kG )(2 kf x∇ ≡  Hessova matica  funkcie   f  v bode  x k∈R n

   • ≡+
N

 aproximácia inverznej Hessovej matice  12 )]([ −∇ kf x

   • ≡%
N

 aproximácia Hessovej matice  )(2 kf x∇ .

9HOLþLQ\� QHR]QDþHQp� åLDGQ\P� LQGH[RP� V~YLVLD� V� k-tou iteráciou, a tie, ktoré budú

R]QDþHQp�LQGH[RP�³�³�V~YLVLD�V��k+1)-vou iteráciou. Napr.:  Hk+1 ≡ H+ ,  x
 k ≡ x.

Nová matica  Hk+1  sa volí v tvare aditívnej korekcie matice  Hk :

kkk HHH ∆+=+1                                                           (2.10)

.DåGi�PDWLFD� Hk��E\�PDOD�VS D �QDVOHGRYQp�SRåLDGDYN\�

• matica  Hk��MH�V\PHWULFNi��SUHWRåH�DSUR[LPXMH�LQYHU]Q~�+HVVRYX�PDWLFX�D�NDåGi�C
 2

           hladká  funkcia má symetrickú Hessovu maticu

• matica Hk� MH� NODGQH� GHILQLWQi�� SUHWRåH� WRWR� MH� QHY\KQXWQp� SUH� PRGLILNRYDQ~

           newtonovú metódu, z ktorej vychádzame

•�NRUHNþQi�PDWLFD� ∆+
N
�MH�MHGQRGXFKi��þR�MH�Y\MDGUHQp�MHM�PDORX�KRGQRV RX���KRGQRV

           QDMYLDF�GYD��NY{OL�MHGQRGXFKRVWL�YêSRþWX�PDWLFH��Hk+1 )

• kvázinewtonovskú podmienku:

+ \ S
N

N N

+ =
�

�  ( resp. kk
k ryH =∆ )                                         (2.11)

�����������SUHWRåH�WiWR�SODWt�SUH�LQYHU]Q~�+HVVRYX�PDWLFX�G -1�NDåGHM�NYDGUDWLFNHM�IXQNFLH�

I I� �[ [ *[ K [≡ + +�
� �

7 7  ,        (2.12)

   (kde G = G T je kladne definitná n×n matica), pre ktorú sa robí prvotná analýza.

7RWLå�]� �������PiPH��g k = Gx k + h, Gk = G, preto y k = G(x k+1 - x k ) = Gp k,

þR�MH�HNYLYDOHQWQp�V�

G -1y k = p k .                                                                      (2.13)

Medzi známe triedy kvázinewtonovských formúl patrí aj tzv. Broydenova

jednoparametrická trieda, ktorá má tvar:



 ,)( TT
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T

T

T

wwHyy
Hyy

HHyy

yp

pp
HH Φ+−+=+                         (2.14)

kde                                    
Hyy

Hy

yp

p
w

TT
−= ,                                                 (2.15)

a  Φ∈R  je parameter.

Ak je matica H kladne definitná, a vektory p, Hy sú lineárne nezávislé, potom nutná a

SRVWDþXM~FD podmienka na to, aby bola kladne definitná aj matica H+ je:

. 
))(()(

)(
      0 

1TT2T

2T
T









−
>Φ∧> − pHpHyyyp

yp
yp                 (2.16)

'{ND]��������MH�PRåQp�QiMV �Y�[1], strany 253 Då�����

3R]QDPHQiYDPH��åH�]�&DXFK\�6FKZDUW]RYHM�QHURYQRVWL�Y\SOêYD��åH�]ORPRN�Y����16) je

]iSRUQê�� D� WHGD� DM� NDåGp� QH]iSRUQp� �Φ  spolu s podmienkou  pTy !� �� � ]DUXþXMH� NODGQ~

GHILQLWQRV �PDWLFH�H+.

Ak je matica H kladne definitná, a vektory p, Hy sú lineárne závislé, tak nutná a

SRVWDþXM~FD�SRGPLHQND�NODGQHM�GHILQLWQRVWL�PDWLFH�H+ je:     p Ty > 0 (pozri dôkaz vety 4.3).

5{]Q\PL�YR EDPL�SHUDPHWUD�Φ dostávame rôzne formule.

1LHNWRUp�]QiPH�YR E\�SDUDPHWUD�Φ:

• Φ = 0, v tomto prípade dostávame tzv. DFP formulu

• Φ� ����WHMWR�YR EH�]RGSRYHGi�W]Y��%)*6�IRUPXOD��NWRUi�Pi�WYDU�

yp

HpyHyp

yp

pp

yp

Hyy
HH

T

TT

T

T

T

T

  -  1
+







++=+

• 
Hyyyp

yp
TT

T

−
=Φ , takto dostávame tzv. SR1 formulu, ktorá má tvar:

 
 
T

T

yr

rr
HH +=+ .

Všeobecný kvázinewtonovský algoritmus dostaneme nasledovnou modifikáciou

algoritmu 1   (pozri stranu 13):

•�Y�NURNX���YROtPH�RSWLPiOQX�G åNX�NURNX



• v kroku 6 generujeme n×n maticu Hk+1� WDN�� DE\� VS DOD� YãHWN\� ãW\UL� SRåLDGDYN\

           uvedené na strane 16.

Tzv. Broydenov algoritmus je špeciálnym prípadom všeobecného kvázinewtonovského

DOJRULWPX�SUH�YR EX�PDWLFH�Hk+1 z Broydenovej triedy (t.j. Hk+1�MH�JHQHURYDQi�Y] DKPL�������

a  (2.15)).

 Definícia 2.7:

Nech je daná symetrická, kladne definitná n×n matica G.

Potom nenulové vektory s0, ..., s n-1 ∈R n, sa nazývajú G�]GUXåHQp� �UHVS�

        G-konjugované), ak pre všetky 0 ≤ i < j ≤ n-1 platí:

s i  TGs  j = 0.                                                                      (2.17)

 Lema 2.8:

G�]GUXåHQp�YHNWRU\�s0, ..., s n-1 sú lineárne nezávislé v R n.

Dôkaz: Sporom. Nech je napríklad nenulový vektor s 0 lineárnou kombináciou ostatných

vektorov  s 1, ..., s  n-1. Potom existjú skaláre  α1, ..., αn-1�WDNp��åH��s
 0 = ∑α

1-

1=

n

i

i
i s . Z definície 2.7

PiPH��åH�SUH��j = 1, ..., n-1 platí:                 0 = s 0 TGs j = j
n

i

i
i Gss∑α

1-

1=

T = αj s
 j TGs j.

3UHWRåH��G  je kladne definitná matica a  s j ≠ 0n, tak  s j TGs j > 0. Následne dostávame αj = 0,

pre  j = 1, ..., n����þR�GiYD�s 0 = 0n. Spor!                                                              

1DVOHGXM~FD�YHWD�]G{UD] XMH�Yê]QDP�G�]GUXåHQêFK�VPHURY�SUH�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX��

 Veta 2.9:

Nech sú dané: • kvadratická funkcia (2.12)

                                 • G�]GUXåHQp�VPHU\�s 0, ..., s n-1 ∈R n



                                 •�LWHUDþQê�SURFHV��������NGH��λk �MH�RSWLPiOQD�G åND�NURNX�D��x
 0∈R n je

������������������������������������ XERYR Qê�ãWDUWRYDFt�ERG�

Potom   x n  je bod minima funkcie (2.12).

Dôkaz: Z (2.12) máme:  g(x) = Gx + h  je gradient funkcie  f  v bode  x∈R n. Pre

k∈{0, …, n-2} moåQR�StVD ��x n = x k+1 + ∑
+

α
1-

1=

n

ki

i
i s . Potom g(x n ) = g(x k+1 ) + ∑

+

α
1-

1=

n

ki

i
iGs .

Po prenásobení vektorom s k T (sprava) dostávame: s k Tg(x n )  =  s k Tg(x k+1 ) = 0. Pritom sme

Y\XåLOL�Y] DK\��������D��������1DYLDF�]�������PiPH��s (n-1) Tg(x n ) = 0. Teda vektor g(x n ) je

ortogonálny ku všetkým smerom s0, ..., s n-1 �NWRUp�V~�SRG D�OHP\�����OLQHiUQH�QH]iYLVOp���D

preto platí: g(x n ) = 0n��7R�YãDN�]QDþt��åH�x
 n je bod minima funkcie (2.12).                            

 Lema 2.10:

8YDåXMPH�%UR\GHQRY�DOJRULWPXV��VWU������SULþRP�QDYLDF�GHILQXMHPH�WLHWR�YHNWRU\�

• p k = λk s
 k

• y k = g k+1 - g k.

Ak  g k ≠ 0n,  potom platí:        a) λk ≠ 0.

                                                  b) p k Ty k > 0.

Dôkaz: a) Sporom. Nech λk = 0. Potom z Broydenovho algoritmu dostávame: x k+1 = x k,

g k+1 = g k��2GWLD �V�Y\XåLWtP������ máme: g k Ts k = g(k+1) Ts k = 0. Ale  g k Ts k = -g k THk g
 k < 0,

lebo  Hk  je kladne definitná matica a  g k ≠ 0n.  Spor!

�����E��9\XåLM~F�Y] DK�������SRþtWDMPH���p k Ty k = p k T(g k+1 - g k ) = λk s
 k T(g k+1 - g k )  =

= -λk s
 k Tg k.  To spolu s tvrdením  a)  a  g k Ts k = -g k THk g

 k  < 0 dáva  p k Ty k ≠ 0. Avšak  f je

NRQYH[Qi�IXQNFLD��SUHWR�YåG\�SODWt��p k Ty k ≥����2GWLD �Xå�Y\SOêYD�WYUGHQLH�E���������������������

 Veta 2.11:

8YDåXMPH� %UR\GHQRY� DOJRULWPXV� DSOLNRYDQê� QD� NYDGUDWLFN~� IXQNFLX� �������� SULþRP

        definujme vektory: p k = λk s
 k  a  y k = g k+1 - g k.  Nech naviac pre  0 ≤ j < k platí:  g j ≠ 0n.



Potom pre všetky  0 ≤ j < i ≤  l ≤  k  platí:

Hl y
 j = p j                                                                        (2.18)

                                                    g l Tp j = 0                                                                        (2.19)

                                                    p i TGp j = 0.                                                                    (2.20)

Dôkaz:�1DMSUY�QLHNR NR�SRPRFQêFK�Y] DKRY�

Z (2.4) máme:

g( j+1)Ts  j = 0 = g( j+1)Tp  j                                                     (2.21)

=�GHILQtFLH�SUHGRãOêFK�YHOLþtQ�

p l = λl s
 l = -λl Hl g

 l                                                       (2.22)

9HWX�GRNiåHPH�LQGXNFLRX�Y]K DGRP�QD�l���V~þDVQH�YãHWN\�WUL�Y] DK\��

1° Nech  l = 1,  j = 0, i� ����9] DK\��������D��������SODWLD�WULYLiOQH�]���������UHVS��]��������

.H åH�g 0 ≠ 0n�� WDN�SRG D� OHP\������PRåQR�Y] DKPL��������� �������NRUHNWQH�VNRQãWUXRYD

kladne definitnú maticu H1�� 3RVWXSQêP� SRXåLWtP� Y] DKRY� �������� �������� �������� ������

SRþtWDMPH��p0 TGp1 = y0 Tp1 = -λ1 y
0 TH1g

1 = -λ1 p
0 Tg1 = 0. Tým je 1° dokázaná.

2°�,QGXNþQê�SUHGSRNODG��QHFK�V~�WYUGHQLD������������������������SODWQp�SUH�����≤  l <  k.

3°�2YHUPH�SODWQRV ������������������������SUH���l+1 ≤  k.

a) .H åH�g l ≠ 0n��WDN�SRG D�OHP\������PRåQR�Y] DKPL����������������NRUHNWQH

VNRQãWUXRYD �NODGQH�GHILQLWQ~�PDWLFX Hl+1. Z (2.11) pre  j = l triviálne platí  Hl+1 y
 j = p j.

9\XåLM~F�����������������D�LQGXNþQê�SUHGSRNODG�R��������SUH���≤  j < l�SRþtWDMPH�

Hl+1 y
 j = p j + p l S \

S \
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O O
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�7

 - Hl y
l \ S
\ + \

O M

O

O

O
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�7

 + Φl  (y
l THl y

l )w l S \
S \

\ S
\ + \
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O O

O M
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O

O

�7

�7

�7

�7

−






 =

=[(2.13)]= p j + pl S *S
S \

O M

O O

�7

�7

 - Hl y
l S *S
\ + \

O M

O

O

O

�7

�7

 + Φl  (y
 l THl y

l )wl 
S *S
S \

S *S
\ + \

O M

O O

O M

O

O

O

�7

�7

�7

�7

−






 = p j.

3ULWRP�SUL�SRVOHGQHM�URYQRVWL�VPH�Y\XåLOL�LQGXNþQê�SUHGSRNODG�R��������

b) Z (2.21) pre  j = l triviálne platí  g(l+1)Tp  j = 0.

3RVWXSQH� Y\XåLM~F� LQGXNþQê� SUHGSRNODG� R� �������� Y] DK� ������� D� LQGXNþQê� SUHGSRNODG� R

(2.20)  pre  0 ≤  j < l��SRþtWDMPH����g(l+1)Tp j = (g l + y l )Tp j = y l Tp j = p l TGp j = 0.

c) Pre 0 ≤ j < i = l���SRþtWDMPH���p j TGp i = p j TGp l+1 =[(2.13)]= y j Tp l+1 =[(2.22)]=



= -λl+1 y
 j THl+1g

 l+1 = -λl+1 p
 j Tg l+1� ����3ULWRP�SUL�SRVOHGQêFK�GYRFK�URYQRVWLDFK�VPH�Y\XåLOL

Xå�GRNi]DQp�Y] DK\���������������������������������������������������������������������������������������������������������

Z definície 2.7,  vety 2.9 a vety 2.11 vyplýva pre kvadratickú funkciu (2.12)  n-kroková

NRQYHUJHQFLD�%UR\GHQRYKR�DOJRULWPX��V�RSWLPiOQRX�G åNRX�NURNX��

�����&LH �GLSORPRYHM�SUiFH

1HGRVWDWNRP�NYi]LQHZWRQRYVNêFK�PHWyG�MH�SRþtWDQLH�RSWLPiOQHM�G åN\�NURNX�Y�NDåGHM

LWHUiFLL��þtP�VD�SUH�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX�]DUXþXMH�n-kroková konvergencia algoritmu).

V diplomovej práci sa zameriame na podrobnú analýzu (z literatúri známych) štyroch

kvázinewtonovských metód s NRQãWDQWQRX� G åNRX� NURNX, ktoré pre kvadratickú funkciu

]DUXþXM~��n�����NURNRY~�NRQYHUJHQFLX�RSWLPDOL]DþQpKR�DOJRULWPX�

3. SR1 - metóda



2GYRGHQLH� WHMWR� IRUPXOH� MH� HOHPHQWiUQH�� 7RWLå� NDåGi� V\PHWULFNi�∆H matica hodnosti

MHGQD��VD�Gi�YR�YãHREHFQRVWL�]DStVD �Y� WYDUH��∆H = αaaT, kde α je nenulový skalár a a je

nenulový vektor z R n�� .H åH� VD� MHGQi� R� NYi]LQHZWRQRYVN~� IRUPXOX�� PXVt� E\ � VSOQHQi

NYi]LQHZWRQRYVNi�SRGPLHQND���������W�M��PXVt�SODWL ���∆Hy = r���SRXåtYDPH�R]QDþHQLD�]�þDVWL

2.5.). Avšak ∆Hy = α(aTy)a��RGWLD �GRVWiYDPH��α(aTy)a = r��.H åH�PiPH�LVW~�YR QRV �YR

YR EH�VNDOiUD�α��WDN�PRåQR�]YROL �a = r��]�þRKR�QiVOHGQH�PiPH�α(aTy) = α(rTy) = 1. Zrejme,

ak rTy ≠ 0, potom α = �
U \7

. Dostávame tak SR1-formulu:

+ +
UU
U \+ = +

7

7
 , (resp. ∆+ UU

U \65�
=

7

7
 ⇔ + +

S +\ S +\
S +\ \+ = + − −

−
� �� �

� �

7

7
)       (3.1)

(ãWH� VL� SUHP\VOLPH�� þL� E\� DM� Y� SUtSDGH�� NH  rTy = 0, existovala nejaká kvázinewtonovská

V\PHWULFNi�IRUPXOD�KRGQRVWL�QDMYLDF�MHGQD��=�SUHGFKiG]DM~FHM�DQDOê]L�MH�]UHMPp��åH�E\�PXVHOR

SODWL �α(aTy)a = r��]�þRKR�PiPH����=  rTy = α(aTy)(aTy���2GWLD �Y\SOêYD�α(aTy) = 0, a spätným

dosadením do α(aTy)a = r�GRVWiYDPH��åH�E\�PXVHOR�SODWL ��r = 0n . Preto ak rTy = 0 a r = 0n ,

WDN� NDåGê� YHNRU� a� D� NDåGê� VNDOiU�α, pre ktoré platí α(aTy) =� ��� � V~� YKRGQp�� 2E\þDMQH� Y

SUtSDGH�� NH � r = 0n  , volíme + ++ = . Ak by však rTy = 0 a r ≠ 0n , potom z

SUHGFKiG]DM~FLFK�~YDK�YLGQR��åH�65��IRUPXOD�QHH[LVWXMH�

äLD � QHPRåQR� JDUDQWRYD � ³GRVWDWRþQ~� YH NRV � ³�PHQRYDWH D� rTy �GRNRQFD�P{åH� E\

nulový, vtedy formula (3.1) nie je korektná), preto je formula (3.1) numericky nestabilná.

1DYLDF� QHPRåQR� ]DUXþL � DQL� � rTy > 0 a vtedy (aj napriek kladnej definitnosti matice H)

QHPXVt�E\ �PDWLFD�H+�NODGQH�GHILQLWQi��7RWLå��SUH�NODGQH�GHILQLWQ~�PDWLFX�H máme:

det(H+) = 





+

yr

rHr
T

-1T

1 .det(H),                                      (3.2)

a ak  rTy �� ��� � WDN� WHQWR� GHWHUPLQDQW� QHPXVt� E\ � NODGQê� �Y] DK� GRNiåHPH� SRXåLWtP

nasledovnej lemy).

 Lema 3.1:

 Majme n×n maticu 0 , EE= +
Q

β 7 �  kde β je nenulový skalár a 0n ≠ b∈R n .

 Potom�YODVWQp�þtVOD�PDWLFH�M sú:   λ1 = ... =  λn-1 = 1   a  λn =  (1+βbTb).



Dôkaz: Zrejme existujú lineárne nezávislé vektory v1, v2, ... , v n-1 ∈R n kolmé na b. Potom

Mv j = v j + β(bTv j )b = v j + β.0.b = v j, pre j = 1, 2, ... , n-1. Teda v j sú vlastné vektory matice

M�D�SUtVOXãQp�YODVWQp�þtVOD�λ1, ... , λn-1��V~�MHGQRWNRYp�� DOHM�Mb = b + β(bTb)b = (1+βbTb)b, z

þRKR� Y\SOêYD�� åH� b je n-tý vlastný vektor matice M� D� SULVO~FKDM~FH� YODVWQp� þtVOR� MH

λn = (1+βbTb).                                                          

Poznámka:��G{ND]�Y] DKX�������

Z kladnej definitnosti H a z (3.1) máme: 2
1T2

1

T
2

1
2

1
.

1 −−−

+

−
+= HrrH

yr
IHHH n . Z lemy

3.1 dostávame: 





+

yr

rHr
T

-1T

1 = 1+
U + + U

U \

7

7

− −�
�

�
�

 = det(+ + +
−

+

−�
�

�
� ) = det(H+).det(+ )-1.

3ULWRP�VPH�Y\XåLOL��åH�GHWHUPLQDQW�PDWLFH�MH�URYQê�V~þLQX�YãHWNêFK�MHM�YODVWQêFK�þtVHO�������

Napriek spoPtQDQêP� QHYêKRGiP� 65��IRUPXOH� �PRåQi� QXPHULFNi� QHVWDELOLWD� D

QHPRåQRV � JDUDQWRYDQLD� NODGQHM� GHILQLWQRVWL� PDWFH�Hk+1� �� XNiåHPH�� åH� SUL� MHM� ³~VSHãQHM³

�WHQWR� SRMHP� ]DK D� GUXKê� D� SLDW\� SUHGSRNODG� QDVOHGXM~FHM� YHW\�� DSOLNiFLL� QD� NYDGUDWLFN~

funkciu (2.12) dostávame: Hn = G -1�� 3ULWRP� WHQWR� YêVOHGRN� QH]iYLVt� RG� SRXåLWêFK� G åLHN

krokov λ0, …, λn-1.

 Veta 3.2:

Nech sú dané: • kvadratická funkcia (2.12)

                                 • lineárne nezávislé vektory  p0, ..., p n-1 ∈R n

                                 • vektory  y k = Gp k  ( k = 0, …, n-1 )

                                 •�SRVWXSQRV �n×n matíc Hk�GHILQRYDQi�Y] DKRP�������SUH���k = 1, …, n,

������������������������������������SULþRP�H0�MH� XERYR Qi�V\PHWULFNi�n×n matica

                                 • vektory  r  k = p k - Hk y
 k    ( k = 0, …, n-1 ), o ktorých predpokladáme

                                    (r  k Ty k ) ≠ 0, aby boli matice Hk+1  korektne definované.

Potom platí:   Hn = G -1.



Dôkaz: 8YHGRPPH�VL��åH�WUHWt�SUHGSRNODG�MH�YODVWQH�Y] DK���������NWRUê�Y\SOêYD�]R�Y] DKX

��������1DMVN{U�LQGXNFLRX�GRNiåHPH��åH�SUH�SHYQH�]YROHQp��j∈{1, …, n}, a pre  k = 0, ...,  j-1

platí:   Hj y
 k = p k.

,QGXNFLD�Y]K DGRP�QD��j.

1° Nech  j = 1,  k� ����=R�Y] DKX�������Y\SOêYD:    H1 y
0
 = p0.

2°�,QGXNþQê�SUHGSoklad: nech pre 1 ≤ j < n, a pre k = 0, ...,  j-1 platí:    Hj y
 k = p k.

3°�2YHUPH�SODWQRV ����Hj+1 y
 k = p k ,  pre k = 0, 1, ...,  j,   kde  1 ≤  j+1 ≤  n.

Z (3.1) pre  k = j  triviálne platí:   Hk+1 y
 k = p k.

DOHM�QHFK����≤  k <  j.  Z (3.1)  a  2° máme:     Hj+1 y
 k  = j

jj

kj
k

j r
yr

yr
yH
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               = j
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j
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k r

yr

yHpy
p
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T  )( −
+  =[2°, (2.13)]= j

jj

jkjk
k r

yr

GppGpp
p

T 

T T −+  = p k.

Tým je indukcia úplná.

2GWLD �SUH� �k = 0, ..., n-1 platí:   Hn y
 k = p k�� 7R� SRG D� ������� ]QDPHQi�� �Hn Gp k = p k.

$OH�SRG D�SUHGSRNODGX�V~��p0, ..., p n-1 lineárne nezávislé vektory v R n, preto matica P, ktorej

VW SFH�SR]RVWiYDM~�]��YHNWRURY�p k, je regulárna n×n matica a platí:

Hn GP = P    ⇒   Hn G = In   ⇒   Hn = G -1 .                                  

=�XYHGHQHM�YHW\�Y\SOêYD��åH�DN��DOJRULWPRP�����SULþRP�Y�NURNX���MH�Hk+1 generovaná

Y] DKRP� ������� V� NYDGUDWLFNRX� IXQNFLRX� ������� Y\NRQiPH� n “úspešných“ iterácií s

“jednotkovými krokmi“  λk = 1, tak v (n+1)-vej iterácii máme k dispozícii newtonovský smer

s n = -G -1g n��3RWRP�SUL�YR EH��λn = 1, je táto (n����Yi�LWHUiFLD�QHZWRQRYVNi��D�WHGD�XUþXMH

PLQLPXP�NYDGUDWLFNHM�IXQNFLH���������SR]UL�WLHå�þDV �������

4. Davidonova metóda



V Broydenovej triede kvázinewtonovských formúl sa pre transformáciu matice H na H+

Y\XåtYDM~�YHNWRU\� �p  a  y��'DYLGRQ�GRNi]DO�� åH�QD� WHQWR�~þHO�QLH� MH�QHY\KQXWQp�SRXåtYD

vektory p a  y��DOH�H[LVWXMH�FHOi�PQRåLQD�GYRMtF�YHNWRURY��a, b∈R n��NWRUp�QD�WR�PRåQR�SRXåL �

SULþRP�EXGH�VWiOH� �]DFKRYDQi�SODWQRV �NYi]LQHZWRQRYVNHM�SRGPLHQN\�H+ y = p. Nakoniec

'DYLGRQ�SRXåLWtP�SURMHNFLt�YHNWRURY�p a y vytvoril akúsi zovšeobecnenú SR1 formulu, ktorá

RGVWUD XMH� RED� QHGRVWDWN\� S{YRGQHM� 65�� IRUPXOH� �W�M�� QXPHULFN~� QHVWDELOLWX� D� PRåQ~

LQGHILQLWQRV � PDWLFH� H+). Pritom aj táto Davidonova formula zachováva (n+1)-krokovú

NRQYHUJHQFLX�SUL�DSOLNiFLL�DOJRULWPX��V�NRQãWDQWQRX�G åNRX�NURNX��QD�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX�

7HUD]�]DYHGLHPH�QLHNWRUp�R]QDþHQLD�

Nech A, B�V~�GYH�PDWLFH�V�URYQDNêP�SRþWRP�ULDGNRY��SRWRP�

• [A, B]��MH�PDWLFD�SR]RVWiYDM~FX�]R�VW SFRY�PDWLFH��A��QDVOHGRYDQêFK�VW SFDPL�PDWLFH��B.

• B|A� � R]QDþXMH�� åH SULHVWRU� JHQHURYDQê� VW SFDPL� PDWLFH� A je podpriestorom priestoru

��JHQHURYDQpKR�VW SFDPL�PDWLFH��B. Zrejme :

                              { B|A }   ⇔    { existuje matica M�WDNi��åH�SODWt��A = BM  }.

• B||A����R]QDþXMH��åH�SODWt��B|A  a  A|B��âSHFLiOQH��SUH�MHGQRVW SFRYp�PDWLFH��

   u||v  pre  u, v∈R n��R]QDþXMH��åH�H[LVWXMH�þtVOR�λ ≠���WDNp��åH�SODWt��v = λu.

• A ≥�����R]QDþXMH�V\PHWULFN~��NODGQH�VHPLGHILQLWQ~�ãWYRUFRY~�PDWLFX��A.

• A�!�����R]QDþXMH�V\PHWULFN~��NODGQH�GHILQLWQ~�ãWYRUFRY~�PDWLFX��A.

 Lema 4.1:  (vlastnosti symbolu “  | “)

a) ( A|B a B|C ) ⇒ A|C.

b) A|B ⇒ CA|CB �SUH�NDåG~�PDWLFX�C.

c) CA|CB ⇒ A|B��SUH�NDåG~�UHJXOiUQX�PDWLFX�C.

Dôkaz: a) A|B  ⇒  existuje matica M1�WDNi��åH�B = AM1. B|C   ⇒   existuje matica M2 taká,

åH�C = BM2 . Teda máme: C = BM2 = AM1M2 = AM, kde M = M1M2���2GWLD : A|C.

     b) A|B ⇒ existuje matica M� WDNi�� åH�B = AM. Po prenásobení maticou C� ] DYD

máme:  CB = CAM   ⇒   CA|CB.



     c) CA|CB ⇒ existuje matica M� WDNi��åH�CB = CAM. Po prenásobení maticou C -1

] DYD�GRVWiYDPH��B = AM   ⇒ A|B.                                                                                         

Poznámka:� 9� SUHGFKiG]DM~FLFK� ~YDKiFK� VPH� SUHGSRNODGDOL�� åH� SUtVOXãQp� PDWLFH� PDM~

YKRGQp�UR]PHU\��DE\�GDQp�YêUD]\�D�SRXåLWp�RSHUiFLH�PDOL�]P\VHO��9R�YãHWNêFK�QDVOHGXM~FLFK

þDVWLDFK�D�NDSLWROiFK�EXGHPH�SRXåtYD �R]QDþHQLD�]�þDVWL�����

 Veta 4.2:

Nech sú dané: • symetrická, kladne definitná n×n matica H, t.j. H > 0

                                 • vektory a, b∈R n��SULþRP�aTb > 0.

Potom pre symetrickú n×n maticu  H+ = H + ∆H  platí nasledujúca ekvivalencia:
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Ak sú navyše vektory a, Hb lineárne nezávislé, potom H+ je kladne definitná matica
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Dôkaz: Z aTb > 0 vyplýva: a ≠ 0n a b ≠ 0n. To spolu s H > 0 dáva bTHb > 0 a aTH -1a > 0.

Implikácia ⇐�MH�WULYLiOQD��%XGHPH�WHGD�GRND]RYD �OHQ�⇒ implikáciu.

=� ������ D� V\PHWULH�PiPH�� åH� HHbbHabHbaaaHHH TTTT +)+(+ == δβα−∆ + , pre

nejaké α, β, δ∈R. Po prenásobení tejto rovnice vektorom b sprava dostávame:

                      HbHbbaHbbHbbaabaHbbH )(+)(+)(+)( = TTTT δββα−+ .

7HUD]�]R�������PiPH��åH�VNDOiUH�α, β, δ�PXVLD�Y\KRYRYD �V~VWDYH�URYQtF�



                
)(+)( = 1

)(+)( = 1   
TT

TT

Hbbba

Hbbba

δβ−
βα

 , ktorú dostaneme porovnaním koeficientov pri  a  a  Hb.

Ak zavedieme substitúciu: 
)(

- = 
Tba

Φβ , kde Φ∈R�� SRWRP�PRåQR� SRPRFRX�Φ� Y\MDGUL � DM

koeficienty α a δ. Presnejšie: 
2T

TT

)(

)()(
 = 

ba

baHbb +Φα , 
)(

1
 = 

T Hbb

−Φδ . Po dosadení (a úprave)

do prvej rovnice v tomto dôkaze dostávame (4.3) a (4.4).

Dôkaz podmienky kladenej na  Φ�MH�PRåQp�QiMV �Y�[1],�VWUDQ\�����Då���������������������������������

9ãLPQLPH�VL��åH�Y] DK�������VYRMou štruktúrou pripomína kvázinewtonovskú podmienku

��������D�Y] DK\��������������]DVD�%UR\GHQRYX�WULHGX�����������������1DVOHGXM~FD�YHWD�GRND]XMH�

åH� YR� YHWH� ���� QHPXVtPH� QXWQH� SRXåL � YHNWRU\� �a = p  a  b = y na to, aby bola splnená

NYi]LQHZWRQRYVNi�SRGPLHQND���������%XGHPH�VD�VQDåL �R�WDN~�YR EX�YHNWRURY�a, b, aby bola

VSOQHQi�SRGPLHQND���������D�DE\�DOJRULWPXV�V�NRQãWDQWQRX�G åNRX�NURNX�]DFKRYiYDO��n+1)-

krokovú konvergenciu pre kvadratickú funkciu.

 Veta 4.3:

 Nech sú dané: • symetrická, kladne definitná n×n matica H, t.j. H > 0

                                  • a, b, p, y ∈R n, pre ktoré platí:

a - Hb = p - Hy      (4.5)

                                            aTb = pTb = aTy > 0.   (4.6)

Potom pre všetky Φ∈R matica H+ = H + ∆H��WYDUX��������������VS D�NYi]LQHZWRQRYVN~

podmienku (2.11). Navyše existuje  Φ∈R��WDNp��åH�MH�PDWLFD�H+ kladne definitná.

Dôkaz:�3UHQiVREHQtP�Y] DKX�������YHNWRURP�bT�] DYD�GRVWiYDPH�

 bTH(y - b) = bT(p - a) =[(4.6)]=  aT(y - b) =[(4.6)]= 0.                               (4.7)

Z (4.3) máme:

       ∆H(y - b) = 
Hbb

byHHbb

ab

byaa
T

T

T

T )()( −−−
 + )()( TT byvvHbb −Φ  =[(4.4), (4.7)]= 0 n.

To spolu s H+ = H + ∆H  dáva:  H+ y = Hy + H+ b - Hb =[(4.1)]= Hy + a - Hb =[(4.5)]= p.

Pre lineárne nezávislé vektory  a  a  Hb��VWDþt�]YROL �QDSU��Φ = 0, potom podmienka na Φ

z vety 4.2 je ( v dôsledku Cauchy-Schwartzovej nerovnosti ) splnená, a teda H+ > 0.



Ak a a Hb� V~� OLQHiUQH� ]iYLVOp� YHNWRU\�� SRWRP� H[LVWXMH� þtVOR� η� WDNp�� åH� a = ηHb.

Dosadením do aTb > 0 dostávame η�!����7RWLå�]�aTb > 0 vyplýva b ≠ 0n��þR�VSROX�V�H > 0

dáva  bTHb�!�����3RWRP�]�������D�������Y\SOêYD��åH�SUH�YãHWN\�YR E\�SDUDPHWUD�Φ∈R platí:

H+ = H + (η - 1) 
)(
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T 
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HHbb
. Po úprave: 2
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2GWLD � MH�]UHMPp��åH�PDWLFD�H+� MH�NODGQH�GHILQLWQi�SUiYH�YWHG\��NH � MH�NODGQH�GHILQLWQi� DM

PDWLFD�QD�SUDYHM�VWUDQH�URYQLFH��D�WR�MH�SRG D�OHP\�����SUiYH�YWHG\��NH ��η > 0. Avšak táto

podmienka je splnená, preto je H+�NODGQH�GHILQLWQi��7êP�VPH�GRNi]DOL��åH�EH]�RK DGX�QD�WR�

þL�V~�YHNWRU\�a a Hb lineárne závislé, alebo nie, ak platí H > 0  a aTb > 0, potom sa z formúl

������� ������ YåG\� Gi� VNRQãWUXRYD � NODGQH� GHILQLWQi� PDWLFD� H+.              

3ULSRPtQDPH��åH��aTb�!����MH�DM�QXWQRX��QLH�OHQ�SRVWDþXM~FRX��SRGPLHQNRX�QD�WR��DE\�H+

]�������D�������EROD�NODGQH�GHILQLWQi��7RWLå�H+ b = a  ⇒  aTb = bT H+b. A ak je b ≠ 0n, tak pre

kladne definitnú maticu H+��PXVt�SODWL �b
T H+b > 0.

=R�Y] DKX�������Y\SOêYD��åH�]DGDQtP�MHGQpKR�]�YHNWRURY��a, b�MH�WHQ�GUXKê�MHGQR]QDþQH

XUþHQê�� 7DNåH� V� DOãtPL� GYRPD� URYQLFDPL� Y� ������ PiPH� �n-2)-rozmerný priestor dvojíc

vektorov  a, b��NWRUp�VS DM~�Y] DK\�������D��������'{ND]��YHW\������NWRU~�XYiG]DPH�QHVN{U�

dáva aj návod na konštrukciu vhodných vektorov a, b�� D� WR� WDN�� åH� SRPRFRX� YKRGQHM

SURMHNþQHM�PDWLFH�P sprojektujeme vektory  p a y.

6N{U�� DNR� Y\VORYtPH� YHWX� ����� SULSRPH PH� QLHNWRUp� SRMP\� D� YODVWQRVWL� SURMHNþQêFK

PDWtF��%XGHPH�SRXåtYD �QDVOHGRYQp�R]QDþHQLD:

• R(A) = { t∈R m   |  Az = t, z∈R n�`�MH�REUD]�]REUD]HQLD�XUþHQpKR�m×n maticou A

• N(A) = { z∈R n   |  Az = 0m� `� MH� QXORYê� SULHVWRU� �MDGUR�� ]REUD]HQLD� XUþHQpKR�m×n

            maticou A

• L( a 1, a 2, ..., a m ���R]QDþXMH�OLQHiUQ\�REDO�YHNWRURY�a 1, a 2, ..., a m ∈R n.

 Lema 4.4:

Nech q, s ∈R n, a nech pre n×n maticu P platí: P 2 = P  (t.j. P je projektor).

Potom platí: I.  Pq = q  ⇔  q∈R(P).

                             II. Ps = 0n ⇔  s∈N(P).



Dôkaz:�2]QDþPH�i�W\�VW SHF�PDWLFH�P vektorom c i, i = 1, ..., n.

Potom  [c1, ..., c n] = P, PP = [Pc1, ..., Pc n]. Následne z P 2 = P  pre i = 1, ..., n máme:

Pc i = c i.

DOHM�SUH� XERYR Qp�z∈R n�R]QDþPH��t = Pz = z1.c
1 + ... + zn.c

 n, kde zi je i�WD�]ORåND�YHNWRUD�z.

9LGQR��åH�t�MH�OLQHiUQRX�NRPELQiFLRX�VW SFRY�PDWLFH�P. Navyše z prebieha celé R n, a teda zi

prebieha celé R��=�WRKR�MH�]UHMPp��åH�R(P) = L (c1, ..., c n). Preto:

   q∈R(P)  ⇔  q�MH�OLQHiUQRX�NRPELQiFLRX�VW SFRY�PDWLFH�P.

I. (⇒��2]QDþPH�q i  ako i�WX�]ORåNX�YHNWRUD�q. Potom Pq = ∑
=

n

i

i
iq

1

 
 c (t.j. Pq je lineárna

kombinácia vektorov c1, ..., c n), a preto Pq∈R(P). Avšak  Pq = q, a tak aj q∈R(P).

            (⇐) Ak  q∈R(P), potom q je lineárnou kombináciou vektorov c1, ..., c n. Preto

∃ αi∈R,  i = 1, ..., n��WDNp��åH����������q = α1.c
1 + ... + αn.c

 n����������2GWLD �

                           Pq = α1.Pc1 + ... + αn.Pc n =[Pc i = c i ]= α1.c
1 +  ... + αn.c

 n = q.

II. Triviálne, z definície N(P).                                                                                         

Poznámka:�=�OHP\�����MH�]UHMPp��åH�SURMHNWRU�P = P 2 sprojektuje vektor sám na seba práve

YWHG\��NH �MH�WHQWR�SURMHNWRYDQê�YHNWRU�OLQHiUQRX�NRPELQiFLRX�VW SFRY�PDWLFH�P.

 Dôsledok 4.5:

Nech pre n×n maticu P a vektory  r, u∈R n platí: • P 2 = P

                                                                                         • [r, u] || P.

Potom pre s, q∈R n, s ≠ 0n platí:

I.  Pq = q    ⇔    q  je lineárnou kombináciou vektorov  r  a  u.

II. Ps = 0n   ⇒   s∈{R n \ L (r, u)}.

Dôkaz: I. Z [r, u] || P�PiPH��åH�SULHVWRU�JHQHURYDQê�YHNWRUPL��r  a  u  je rovnaký ako priestor

JHQHURYDQê�VW SFDPL��c i matice P, a preto sú zhodné lineárne obaly L(r, u) a L(c1, ..., c n).

1DY\ãH�YLHPH��åH��R(P) = L(c1, ..., c n���3RXåLWtP�OHP\�����Y\SOêYD�WYUGHQLH�,��G{VOHGNX�����

     II. Z s ≠ 0n a Ps = 0n� Y\SOêYD�� åH� s ≠ Ps�� 7R� SRG D� OHP\� ���� ]QDþt�� åH� � s∉R(P),

SULþRP�]�G{ND]X�,��Y�WRPWR�G{VOHGNX�PiPH��R(P) = L(r, u). Preto platí: s∈{R n \ L(r, u)}. 

 Veta 4.6:



Nech sú dané : • symetrická, kladne definitná n×n matica H, t.j. H > 0

                                  • p, y, u∈R n  a  r = p – Hy.

Potom: I. Existuje jediná n×n matica P�VS DM~FD��• P 2 = P  (4.8)

                                                                                   • PH = HP T   (4.9)

                                                                                   • [r, u] || P.                              (4.10)

             II. Ak navyše yTPp > 0, potom existuje symetrická, kladne definitná n×n matica

                     H+ = H + ∆H��VS DM~FD�                            • H+ y = p                                   (4.11)

                                                                                          • [r, u] | ∆H.                            (4.12)

Dôkaz: I. Najprv skonštruujeme P� VS DM~FX� ������ Då� �������� D� SRWRP� GRNiåHPH� MHM

MHGQR]QDþQRV ��2]QDþPH��X = [r, u] ako n×2 maticu hodnosti l, kde l∈{0,1,2}. Potom pre

túto maticu existuje kostrový rozklad X = YZ��SULþRP�Y je n×l a Z je l×2 matica a obe sú

hodnosti l��.H åH�H > 0, potom l×l matica Y TH -1Y� MH� WLHå�NODGQH�GHILQLWQi��'{ND]��QHFK

v∈R l je nenulový vektor, potom c = Yv je nenulový vektor z R n��7RWLå�c je nenulová lineárna

kombinácia všetkých l� VW SFRY�PDWLFH�Y��D� WLHWR�V~� OLQHiUQH�QH]iYLVOp�� OHER�KRGQRV �Y je l.

Potom vTY TH -1Yv = cTH -1c > 0, lebo H -1 > 0.). Preto existuje (Y TH -1Y) -1�� D�PRåQR

VNRQãWUXRYD ������������������������������������������P = Y(Y TH -1Y) -1Y TH -1.

DKNR�SUHYHUtPH�SRGPLHQN\� ������ D� ������� DOHM��X = YZ ⇒ Y|X, t.j. priestor generovaný

VW SFDPL� PDWLFH� X� MH� SRGSULHVWRURP� SULHVWRUX� JHQHURYDQpKR� VW SFDPL� PDWLFH� Y. Avšak

KRGQRV �PDWtF�X a Y� MH� URYQDNi��D� WHGD�GLPHQ]LH�SULHVWRURY�JHQHURYDQêFK�VW SFDPL� WêFKWR

GYRFK�PDWtF�V~�URYQDNp��3UHWR�V~�RED�SULHVWRU\�]KRGQp��þR�]QDþt�Y || X.

DOHM��P = Y[(Y TH -1Y) –1Y TH -1] = YM, teda Y|P. Navyše (Y TH -1Y) -1 a H -1 sú kladne

definitné (teda aj regulárne) matice a Y�Pi�KRGQRV �l��3UHWR�KRGQRV �P�MH�WLHå�l.

 Potom Y || P (podobne to bolo s X a Y). Spolu teda máme: X || Y a Y || P���þR�GiYD��X || P.

'{ND]�MHGQR]QDþQRVWL��QHFK�Q ≠ P  je iná n×n�PDWLFD�VS DM~FD�������Då���������=�������

máme: Q || X  a X || P ⇒ Q || P. Teda ∃ K1, K2�PDWLFH��YKRGQêFK�UR]PHURY��WDNp��åH�SODWt�

                                                    P = QK1 a Q = PK2.

Potom QP = Q(QK1) =[(4.8)]= QK1 = P. Výmenou úloh P, Q�GRVWDQHPH�WLHå�PQ = Q. Z (4.9)

máme:                                            P = HP TH -1, Q = HQ TH -1.

Potom:



                           P = QP = (HQ TH -1)( HP TH -1) = H(PQ) TH -1 = HQ TH -1 = Q.

To je v spore s Q ≠ P.

       II. Definujme vektory b = P Ty  a  a = Pp. Teraz  bTa = yTPPp =[(4.8)]= yTPp > 0

�SRG D�SUHGSRNODGX���9\XåLM~F�Y] DK\���������������D�G{VOHGRN������PiPH�Pr = r. Overíme

splnenie predpokladov (4.5) a (4.6) vety 4.3. Platí:

                     a - Hb = Pp - HPTy =[(4.9)]= Pp - PHy = P(p - Hy) = Pr = r.

3ODWt�WHGD��������3ODWQRV �������RYHUtPH�MHGQRGXFKêP�GRVDGHQtP�]D�YHNWRU\�b, a��SULþRP�VPH

Xå�Y\ããLH�XNi]DOL�bTa > 0. Z vety 4.3 dostávame: existuje symetrická, kladne definitná n×n

matica H+�� VS DM~FD� Y] DK\� ������� ������ D� �������� 1iVOHGQH� ]� YHW\� ���� Y\SOêYD� SODWQRV

Y] DKX�������� DOHM�SRþtWDMPH�

                                   [Hb, a] = [HP Ty, Pp] =[(4.9)]= [PHy, Pp] = P[Hy, p].

Z (4.10) máme [r, u]  || P  ⇒  existuje matica M��YKRGQêFK�UR]PHURY��WDNi��åH�SODWt�

           P = [r, u]M.                     (4.13)

3RG D� ������ H[LVWXMH� PDWLFD� N� �YKRGQêFK� UR]PHURY�� WDNi�� åH� SODWt�� ∆H = [Hb, a]N. Po

dosadení  [Hb, a] = P[Hy, p] máme:

                                   ∆H = P[Hy, p]N =[(4.13)]= [r, u]M[Hy, p]N = [r, u]A,

kde A = M[Hy, p]N.  Tak dostávame: [r, u] | ∆H.                                                              

 Veta 4.7:

Nech sú dané: • symetrická n×n matica G = G T

                                 • symetrická, kladne definitná n×n matica H, t.j. H > 0

                                 • idempotentná n×n matica Q = Q 2 (t.j. Q je projektor).

Potom platia nasledujúce tvrdenia:

I. Ak  GQ  a  H -1Q  sú symetrické matice a

                                   • GQ = H -1Q                        (4.14)

         potom platí: (HG)Q = Q = Q(HG).

II. Ak naviac pre p, y, u∈R n platí:



                                  • Gp = y         (4.15)

                                  • (In - Q)p || u,         (4.16)

          potom�H[LVWXMH�þtVOR�λ ≠���WDNp��åH�SODWt�

                                  • p = λu + Qp         (4.17)

                             • y = λGu + Q Ty .  (4.18)

III.     Ak navyše uTGu > 0, potom  pre n×n maticu

                                  
Guu

Guu
QQ

T

T

+=+                             (4.19)

          platí:

                                  • rank(Q+) = 1 + rank(Q)  (4.20)

                  • +
2 = QQ+  (4.21)

           • GQGQ T= ++      (4.22)

         • Q+ || [Q, p]  (4.23)

         • @>__ yQQ ,  TT
+ .  (4.24)

IV.    Naviac pre vektor  r = p – Hy  existuje n×n matica  H+ = H + ∆H��WDNi��åH

         platí:                • H+ > 0    (t.j. je symetrická a kladne definitná)      (4.25)

          • H+ y = p  (4.26)

         • [u, r] | ∆H .         (4.27)

V.     Navyše ak  H+ = H + ∆H je n×n�PDWLFD�VS DM~FD�Y] DK\��������Då��������

           potom platí:   • ++ QHGQ -1
+  a  sú symetrické matice a  

                                     ++ QHGQ -1
+ =  (4.28)

 • H+Gu = u  (4.29)

 • (In - Q+)H+H -1u || (urT - ruT)y .     (4.30)

Dôkaz: I. Po prenásobení (4.14) maticou H�] DYD�PiPH��HGQ = Q. Zo symetrie H a H -1Q

dostávame: H -1Q = Q TH -1. Túto rovnicu vynásobíme maticami H�] DYD�D�HG sprava. Potom

máme: QHG = HQTG��7UDQVSRQXMPH���������SULþRP�]RK DGQtPH�V\PHWULX�PDWtF�G a H -1Q .

Platí: H -1Q = Q TG. Spolu to dáva  QHG = Q. Tým je I. dokázaná.



     II. Z definície symbolu “||“ a z (4.16) máme: ∃ λ ≠���WDNp��åH�SODWt���In - Q)p = λ.u, t.j.

 p = λu + Qp�� DOHM� SUHQiVREtPH� URYQLFX� �In - Q)p = λu� ] DYD�PDWLFRX�G. Dostávame:

                λGu = (G - GQ)p =[symetria G, GQ]= (G - Q TG)p = Gp - Q TGp =[(4.15)]= y - Q Ty .

              III. Z (4.16) máme: ∃ λ ≠���WDNp��åH�SODWt���In - Q)p = λu��3UHQiVREtPH�] DYD�PDWLFRX

Q��SULþRP�Y\XåLMHPH�Q = Q 2. Dostávame: 0n = λQu��SULþRP�λ ≠ 0. Preto:

Qu = 0n.      (4.31)

DOHM���������� ===++=
T

TT

+T

T

T

T
2

]
2

=[
Guu

GQuuGQuu
Q

Guu

Guu
Q

Guu

Guu
QQ QQ

++











+

                                   =[symetria G a GQ]= 4
XX 4 * 4XX *

X *X�

7 7 7

7
+ +

 =[(4.31)]=  Q+.

3RþtWDMPH�� +T

T

T

T
TT ===== ] a  [symetria[(4.19)] GQ

Guu

GGuu
GQ

Guu

GGuu
GQGQ GQG +++ .

6N{U�DNR�EXGHPH�GRND]RYD �Y] DK���������WUHED�VL�XYHGRPL ��åH�n×n matica Q+�QHP{åH

PD � KRGQRV � YlþãLX� DNR� n�� 7RWR� YãDN� QLH� MH� Y� UR]SRUH� VR� Y] DKRP� �������� 7RWLå� DN� E\

rank(Q) = n, t.j. ak by n×n matica Q bola regulárna, tak po prenásobení rovnice Q = Q 2

maticou Q -1 dostaneme: In = Q (jediný regulárny projektor je jednotková matica). Potom zo

(4.16) máme: u = 0n . Avšak v III. sa predpokladá uTGu > 0, t.j aj u ≠ 0n��7HGD�Y�,,,��QHP{åH

QDVWD �UDQN�Q) = n, ale len rank(Q) < n.

Teraz samotný dôkaz.

Všimnime si R(Q) a R(Q+) priestory. Z definície priestoru R(A�� YLHPH�� åH� MH� ]KRGQê� V

OLQHiUQ\P�REDORP�YãHWNêFK� VW SFRY�PDWLFH�A. Preto dim(R(A)) = rank(A��� 6WDþt� QiP� WHGD

GRNi]D ��åH�SODWt���������������������������GLP�R(Q+)) = 1 + dim(R(Q)).

Z uTGu�!����YLHPH��åH��u ≠ 0n. To spolu s (4.31) implikuje: Qu ≠ u��SULþRP�Q je projektor, a

SUHWR�SRG D�WYUGHQLD�,��OHP\�����GRVWiYDPH��0n ≠ u∉ R(Q��� DOHM�]��������SUH�t∈R n platí:

Q+ t = Qt + αu, kde 
Guu

Gtu
T

T

=α �� 2GWLD � Xå� YLGtPH�� åH� R(Q+) je vlastne priestor R(Q)

rozšírený o všetky násobky nenulového vektora u (ktorý do R(Q) nepatrí). Preto platí:

                                                     dim(R(Q+)) = 1 + dim(R(Q)).

3RNUDþXMPH�GRND]RYDQtP�Y] DKX���������Z definícií symbolu “||“ a priestoru R(A), pre

matice A, B platí:                              A||B ⇔ R(A) = R(B).



Zoberme A ≡ Q+, B ≡ [Q, p]. Pre vektor h∈R n je Ah = Q+h =[(4.19)]= Qh + µu��SULþRP�VPH

R]QDþLOL�µ  
7

7

X *K
X *X

. To spolu s (4.17) dáva: Q+h = Qh + pQI )( −
λ
µ

n  =  pphQ
λ
µ+

λ
µ

)-( .

$N�R]QDþtPH�
λ
µ=ξ

λ
µ=    a  -

~
phh , potom dostávame:

                                                                  Q+h = phQ ξ+~

�SULþRP�uTGu > 0 ⇒ uTG ≠ 0n ⇒ µ prebieha celé R ⇒ ξ prebieha celé R, naviac zrejme h
~

prebieha celé R n��� DOHM�]REHUPH� XERYR Qê�YHNWRU� a] ∈5 Q�� , a]
]

 
η







 , kde z∈R n a η∈R,

potom:

                                                           %]a  ,+=., pQz
z

pQ η





η

@>

 kde z prebieha celý priestor R n a η prebieha celé R�� =� WRKR� MH� ]UHMPp�� åH�R(A) = R(B).

Teda Q+ || [Q, p]��$QDORJLFN\�E\�VPH�GRNi]DOL�Y] DK��������

              IV. Z vety 4.6 máme: existuje jediná n×n matica P� VS DM~FD� ������ Då� �������

3RþtWDMPH� Qr = Qp – QHy =[(4.15)]= Qp - QHGp = (Q - QHG)p =[I.]= 0n. To spolu s (4.31)

dáva:

Q[u, r] = 0n×2.       (4.32)

Z (4.10) máme: [u, r] | P��2GWLD �SR�SUHQiVREHQt�PDWLFRX�Q�] DYD�GRVWiYDPH�

0n×2 = Q[u, r] | QP.  Preto platí: QP = 0n×n. Z (4.9) vyplýva: P = HP TH –1.

Zo symetrie matíc H a H -1Q  dostávame  H -1Q = Q TH -1, po úprave: Q = HQ TH –1. Potom

PQ = H(QP) TH -1 = H.0n×n.H
 -1 = 0n×n. Dostali sme:

PQ = QP = 0n×n.                  (4.33)

$N� Y\XåLMHPH� V\PHWULX� PDWLFH� G a z (4.17), (4.18) dosadíme za p a y, potom platí:

yTPp = (λuTG + yTQ)P(λu + Qp) =[(4.33)]= λ2uTGPu. Z (4.8), (4.10) a dôsledku 4.5 máme:

Pu = u. Následne  yTPp = λ2 uTGu > 0 (lebo z II. je λ ≠ 0 a z predpokladov III. je uTGu > 0).

Sú teda splnené predpoklady vety 4.6, z ktorej vyplýva tvrdenie IV.

��������������9�� 1DMVN{U� GRNiåHPH� Y] DK� �������� =R� V\PHWULH� G a GQ máme: GQ = QTG.

3RþtWDMPH��∆HGQ =[G, H, H+ sú symetrické]= (Q TG∆H)T = (GQ∆H)T. Z (4.27) vyplýva:

Q[u, r] | Q∆H. To spolu s (4.32) dáva: Q∆H = 0n×n, preto ∆HGQ = 0n×n��2GWLD ��



                                                   H+GQ = HGQ =[I.]= Q.         (4.34)

Zo (4.17) máme: ∃ λ ≠���WDNp��åH�SODWt���In - Q)p = λu  ⇒  H+G(λu) = H+G(In - Q)p =[(4.15)]=

= H+y - H+GQp =[(4.26), (4.34)]= p - Qp =[(4.17)]= λu��$�SUHWRåH��λ ≠ 0, potom  H+Gu = u.

DOHM� SRþtWDMPH��H+GQ+ =[(4.19)]= H+GQ + 
Guu

GGuuH
T

T
+  =[(4.34), (4.29), (4.19)]=  Q+. Po

prenásobení maticou +
�

�� ��SULþRP�YLHPH��åH�H+ > 0) dostávame (4.28). Navyše zo symetrie

matice G�D�]��������GRVWiYDPH��åH�MH�V\PHWULFNi�DM�PDWLFD� ++ QHGQ -1
+ = .

1DNRQLHF�GRNiåHPH����������3RþtWDMPH��H+H -1u = (H + H+ - H)H -1u = u + ∆HH -1u.

2]QDþPH�YHNWRU�t = H -1u. Potom ∆HH -1u = ∆Ht je vektor, ktorý je lineárnou kombináciou

VW SFRY�PDWLFH�∆H. Potom z (4.27) a (4.10) máme: u + ∆HH -1u = H+H -1u je vektor patriaci

do R(P), t.j. P | H+H -1u��3RG D�������D�OHP\�����PiPH�

                                               PH+H -1u = H+H -1u.

=��������D�G{VOHGNX�����Y\SOêYD��åH��0n ≠ H+H -1u je lineárnou kombináciou vektorov r a u

�QHQXORYRV � MH� ]UHMPi� ]� QHQXORYRVWL� �u a kladnej definitnosti H a H+). Z (4.10)  a (4.27)

PiPH��åH�P | ∆H��þR�VSROX�V�������D�OHPRX�����GiYD��P∆H = ∆H��9\XåLM~F�V\PHWULX�PDWLFH

∆H dostávame:               ∆HP T = ∆H,        teda platí:        P∆H = ∆HP T�����������������3RþtWDMPH�

                                 PH+ = P(H + ∆H) =[(4.9)]= (H + ∆H)P T = H+P T.

Z (4.8), (4.10) a dôsledku 4.5 máme Pu = u. Potom z (4.19) a (4.33) dostávame:

                   PQ+ = 
XX *
X *X

7

7
��2GWLD ��PQ+H+ = 

XX *+

X *X

7

�

7
 = 

X + *X

X *X

� �
�

7

7
 =[(4.29)]= 

XX
X *X

7

7
.

Podobne: Q+PH+ = 
XX *3+

X *X

7

�

7
 = 

XX *+ 3

X *X

7

�

7

7
 =[G, H+ sú symetrické]= 

X + *X 3

X *X

� �
�

7 7

7
 =[(4.29)]=

XX 3
X *X

7 7

7
 = 

XX
X *X

7

7
. Teda: PQ+H+ = Q+PH+ = 

XX
X *X

7

7
. Prenásobením sprava maticou +

7

77

máme:                                                      PQ+ = Q+P.

3RþtWDMPH�������������������������P(In - Q+) = P - PQ+ = P - Q+P = (In - Q+) P.

Ale P(In - Q+)H+H -1u = (In - Q+)PH+H -1u =[PH+H -1u = H+H -1u]= (In - Q+)H+H -1u��D�SUHWRåH

projektor P nezmenil vektor (In - Q+)H+H -1u, tak z lemy 4.4 máme:  P | (In - Q+)H+H -1u.

.H åH�P || [r, u], tak vektor  (In - Q+)H+H -1u je lineárnou kombináciou vektorov r a u.

3RþtWDMPH�

                           (In - Q+)
Ty = y - Q+

Ty =[(4.21), (4.24) a dôsledok 4.5 dáva Q+
Ty = y]= 0n.



Preto yT(In - Q+)H+H -1u = 0, t.j. vektor y je ortogonálny k vektoru (In - Q+)H+H -1u.

Z uTGu > 0, H > 0, H+ > 0, vyplýva H+H -1u ≠ 0n. Navyše z (4.18): λGu =(In - Q T)y,

kde λ ≠ 0. Z toho dostávame:

                    0 ≠ λuTGu = uT(λGu) = uT(In - Q
 T)y = uTy - (Qu)Ty =[(4.31)]= uTy.

2]QDþtPH���������������������������������������������������β = uTy ≠ 0.

Zrejme potom  y ≠ 0n  a z (4.15) vyplýva:  p ≠ 0n.

7LHå�R]QDþPH�������������������������������������q = (In - Q+)H+H -1u.

.H åH�Xå�YLHPH��åH�YHNWRU�q je lineárnou kombináciou vektorov r a u, tak ∃ ξ, η∈R WDNp��åH

platí:                                                            q = ξu + ηr.

Z    yTq = 0  ⇒                                          ξ =
−η

β
� �U \7

,                                    β = uTy ≠ 0.

AI. Nech r ≠ 0n. a) Ak u || r   ⇒  ∃ 0 ≠ ω∈R WDNp��åH�SODWt�

                                 r = ωu   ⇒   rTy = ωβ   ⇒   ξ = -ηω   ⇒   q = 0n.

                           b) Ak q = 0n  ⇒ Q+H+H -1u = H+H -1u. Potom z (4.21), (4.23) a dôsledku 4.5

máme: [Q, p] | H+H -1u, t.j. H+H -1u ≠ 0n� MH� ]� SULHVWRUX� JHQHURYDQpKR� VW SFDPL� PDWLFH

[Q, p]��8å�VPH�XNi]DOL��åH�H+H -1u je lineárnou kombináciou vektorov r a u. Teda ∃ γ, δ∈R

WDNp��åH�SODWt��������������������������������������������H+H -1u = γu + δr.

Naviac z (4.19) a (4.32) máme: Q+r = φu, kde φ =
X *U
X *X

7

7
. Z (4.19) a (4.31) vyplýva Q+u = u.

Dostávame:

           0n ≠ H+H -1u = Q+H+H -1u = γQ+u + δQ+r = (γ + δφ)u = ψu, kde ψ = (γ + δφ) ≠ 0.

3RþtWDMPH��QH+H -1u = ψQu =[(4.31)]= 0n. Avšak Q� MH� SURMHNWRU�� SUHWR� SRG D� G{VOHGNX����

vektor 0n ≠ H+H -1u patrí do {Rn�?�SULHVWRU�JHQHURYDQê�VW SFDPL�PDWLFH�Q`��$OH�QD�]DþLDWNX

G{ND]X�E��VPH�XNi]DOL��åH��H+H -1u�MH�]�SULHVWRUX�JHQHURYDQpKR�VW SFDPL�PDWLFH�[Q, p]. Preto

nutne musí ∃ 0 ≠µ∈R WDNp��åH�SODWt��µp = H+H -1u ≠ 0n��7LHå�VPH�PDOL��0n ≠ H+H -1u = ψu.

Preto µp = ψu ≠ 0n ⇒ p = 
ψ
µ
X . Z 0n ≠ H+H -1u = ψu vyplýva u = ψHH+

-1u =[(4.29)]= ψHGu.

V AI. je predpoklad: 0n ≠ r = p -Hy =[(4.15)]=  p - HGp = 
ψ
µ
X -

ψ
µ
+*X= 

ψ
µ
−�

X   ⇒  u || r.

Teda v AI. a), b) sme ukázali: ak r ≠ 0n, potom: (In - Q+)H+H -1u = 0n   ⇔   u || r.

DOHM�R]QDþPH�����������������������������j = (urT - ruT)y = (rTy)u - (uTy)r.



Zrejme yTj� ����EH]�RK DGX�QD�WR��þL�r�MH��DOHER�QLH�MH�QXORYê�YHNWRU��7LHå�MH�MDVQp��åH�YHNWRU�j

je lineárnou kombináciou vektorov r a u.

          c) Ak u || r   ⇒  ∃ 0 ≠ ρ∈R WDNp��åH�SODWt��r  = ρu. Potom j = 0n.

         d) Ak  j = 0n  ⇒ (rTy)u - (uTy)r = 0n��.H åH�β = uTy ≠ 0, tak r = 
� �U \

X
7

β
≠ 0n  ⇒  u || r.

9�$,��F���G��VPH�XNi]DOL��åH�DN�r ≠ 0n, potom: (urT - ruT)y = 0 ⇔ u || r.

AII. Nech r = 0n.�3R]UL�]DþLDWRN�G{ND]X�$,�E���∃ γ, δ∈R WDNp��åH�SODWt��H+H -1u = γu + δr, bez

RK DGX�QD�WR��þL�r�MH��DOHER�QLH�MH�QXORYê�YHNWRU��7LHå�VPH�Y�$,��XNi]DOL��åH�Q+u = u. Preto ak r

= 0n, tak H+H -1u = γu��þR�VSROX�V��In - Q+)u = 0n dáva: (In - Q+)H+H -1u = γ(In - Q+)u = 0n.

Pre r = 0n, máme triviálne:  j = (urT - ruT)y = 0n.

Zhrnutie: pre vektory   (In - Q+)H+H -1u   a   (urT - ruT)y   platí:

• sú lineárnou kombináciou vektorov  r  a  u, sú ortogonálne k vektoru  y

• ak  r = 0n, potom sú oba vektory nulové

• ak  r ≠ 0n, potom platí:    (In - Q+)H+H -1u = 0n    ⇔   u || r    ⇔   (urT - ruT)y = 0n

• ak  r ≠ 0n a ak neplatí  u || r, potom:  (In - Q+)H+H -1u ≠ 0n , (urT - ruT)y ≠ 0n��9LHPH��åH

vtedy ∃ ξ, η∈R WDNp��åH�SODWt���In - Q+)H+H -1u  =  ξu + ηr ≠ 0n��SULþRP�SUHG�$,��VPH�XNi]DOL�

ξ =
−η

β
� �U \7

��2GWLD �PiPH�

           (In - Q+)H+H -1u = 
−η
β

(urT - ruT)y ,  t.j. (In – Q+)H+H -1u  || (urT - ruT)y.                    

Poznámka: Pre maticu  H+ = H + ∆H  platí nasledujúca ekvivalencia:

{ H+ = H+
T a [r, u] | ∆H } ⇔ { ∃ α, β, δ∈R�WDNp��åH�H+ = H + αuuT + β(urT + ruT) + δrrT}.

=��������Y\SOêYD��åH�YHNWRU��In - Q+)H+H -1u je kolineárny s vektorom (urT - ruT)y, a teda

MH�QH]iYLVOê�QD�YR EH�PDWLFH�H+�VS DM~FHM�Y] DK\��������Då��������

1D� ]iNODGH� GRWHUDMãtFK� SR]QDWNRY� MH�PRåQp� SUH� NYDGUDWLFN~� IXQNFLX� ������� QDYUKQ~

QDVOHGXM~FL�RSWLPDOL]DþQê�DOJRULWPXV�



vstup: • kvadratická funkcia (2.12)

            • symetrická, kladne definitná n×n matica H0��þDVWR�H0 ≡ In)

            • štartovací bod x0∈R n, príslušný gradient g0 = Gx0 + h  a  vektor u0 = H0g
0

            •�SDUDPHWHU�SRåDGRYDQHM�SUHVQRVWL�ε > 0

krok 1: Test: ak 
2

0u < ε, tak bod (x0 - H0g
0) je ε-aproximácia bodu minima, stop.

krok 2: Cyklus pre k = 0, 1, ..., n-1.

 2.1:�3RORåtPH��p k = -Hk g
 k.

 2.2: Ak   f(x k + p k ) < f(x k ���WDN�SRORåtPH

                 2.2 a)   x k+1 = x k + p k,   inak

 2.2 b)  x k+1 = x k.

 2.3:�9\SRþtWDPH��g k+1 = g(x k+1) .

 2.4:�3RORåtPH��y k = g(x k + p k ) - g k  a   r k = p k - Hk  y
 k.

 2.5: Zostrojíme symetrickú n×n maticu

                 Hk+1 = Hk + αu ku k T + β(u kr k T + r ku k T ) + δr kr k T   tak, aby platilo:

                 2.5 a)     Hk+1 y
 k = p k

 2.5 b)     Hk+1 > 0.

 2.6:�9\SRþtWDPH�YHNWRU��u k+1 = (u kr k T - r ku k T)y k = (r k Ty k )u k  -  (u k Ty k )r k.

 2.7: Test: ak  
2

1+ku < ε, tak bod (x k+1 - Hk+1g
 k+1) je ε-aproximácia bodu minima, stop.

9R�YHWH�����GRNiåHPH��n+1)-krokovú konvergenciu algoritmu 2. Najprv však uvádzame

jednu potrebnú lemu.

 Lema 4.8:

8YDåXMPH�DOJRULWPXV����SULþRP�SUH�YãHWN\����≤  j < k   platí:   u j ≠ 0n.

Potom platia tvrdenia A0, A1, …, A k , kde tvrdenie A k znie:

existujú n×n matice Hk > 0 a  Q k�WDNp��åH�SODWt��• rank(Q k ) = k

ALGORITMUS 2



                                                                              • kk QQ =2

         • GQ k  a  kk QH -1 sú symetrické matice a

                                                        kkk QHGQ -1=

     • (In - Q k )Hk g
 k || u k

                      • Q k  p
 j = p j, pre všetky  0 ≤  j < k.

Dôkaz: Pre i = 0 neexistuje 0 ≤  j < i,  preto je podmienka Q 0 p
 j = p j�SUi]GQD��2VWDWQp�Y] DK\

v A0 sú splnené pre Q 0  = 0 n×n��D�SUH� XERYR Q~�H0 > 0.

              Nech  i = 1,  j = 0, a u 0 ≠ 0n. Potom z A0 máme Q 0  = 0 n×n,  0n ≠ u 0 = H0g
0��.H åH�G

> 0,  tak u0 TGu0 > 0. Algoritmus 2 generuje krok p0 = -H0g
0 ≠ 0n (lebo u 0 je nenulový

YHNWRU���3RXåLWtP�YHW\�����GRVWiYDPH��H[LVWXM~�n×n matice H1 > 0 a Q1�WDNp��åH�SODWt�

             4 4
7 7

�  , rank(Q1) = 1 + rank(Q0) = 1,  matica 1
-1
11 = QHGQ  je symetrická,

SULþRP��Q1 = 
X X *
X *X

� ��7

��7 �

=
S S *

S *S

� ��7

��7 �

��2GWLD � MH� �]UHMPp��Q1 p
0 = p0��3RVOHGQp��þR� WUHED�]�$1

RYHUL �MH���In - Q1)H1g
1 || u1. Z konštrukcie vektora u1 = (u0r 0 T- r 0u0 T)y 0�D�]R�Y] DKX�������

máme: (In - Q1)H1H0
-1u0 || u1. Preto nám�VWDþt�GRNi]D ��åH�SODWt�

                                             (In - Q1)H1H0
-1u0   ||    (In - Q1)H1g

1.

$YãDN� SRG D� DOJRULWPX� MH� x1 = x0 + p0δ0, kde δ0∈{0,1}. Teda pre funkciu (2.12) platí:

                                   g1 =  g(x0 + p0δ0) = G(x0 + p0δ0) + h = g0 + Gp0δ0.

Preto:                          (In - Q1)H1g
1 = (In - Q1)H1g

0 + (In - Q1)H1Gp0δ0.

Máme:   (In - Q1)H1Gp0δ0 = H1Gp0δ0 - Q1H1Gp0δ0 =[Q1 p0 = p0]= H1GQ1p
0δ0 - Q1H1Gp0δ0 = 0n.

3UL�SRVOHGQHM�URYQRVWL�VPH�Y\XåLOL�WYUGHQLH�,��YHW\������3RWRP���In - Q1)H1g
1 = (In - Q1)H1g

0,

H0
-1u0  = g0��þR�GiYD���In - Q1)H1H0

-1u0 = (In - Q1)H1g
0 = (In - Q1)H1g

1. Tým je A1 dokázané.

DOHM�GRND]XMHPH�LQGXNFLRX�

Nech pre 1 ≤  i < k  platí A i��8NiåHPH�SODWQRV �$ i+1.

3RG D� SUHGSRNODGX� MH� u i ≠ 0n a G > 0, preto u i TGu i > 0 a skonštruujeme maticu:

ii

ii

ii Guu

Guu
QQ

T 

T 

 1 +=+ . Z A i a z bodu 2.1 algoritmu 2 platí: existuje λ ≠� �� WDNp�� åH



0n ≠ u i = λ(In - Q i )Hi g
 i = -λ(In - Q i )p

 i   ⇒   (In - Q i )p
 i || u i. Z (2.12) vyplýva y i = Gp i. Sú

teda splnené všetky predpoklady vety 4.7, a táto spolu s A i dáva:

existuje n×n matica Hi+1�!���WDNi��åH�SUH�PDWLFH�Hi+1 a Q i+1  platí:

        2
1+ 1 = ii QQ + , rank(Q i+1) = 1 + rank(Q i ) = 1 + i. Naviac *4 + 4

LL L�� ��

��

��

  je symetrická

matica. Pre 0 ≤ j < i�SRþtWDMPH�

u i TGp j = -λp i T(In - Q i )
TGp j = -λp i TGp j + λp i TQ i

TGp j =[A i]= -λp i TGp j + λp i TGQ i p
 j =

=[A i]= -λp i TGp j + λp i TGp j� ����2GWLD �SUH���≤  j < i máme:

                                                          Q i+1p
 j = Q i p

 j = p j.

Pre j = i� SRþtWDMPH�� Q i+1p
 i =[(4.26)]= Q i+1Hi+1y

 i =[symetria matíc Hi+1, Q i+1Hi+1]= i
i yQH T

1+1+ i =

=[(4.21), (4.24),  dôsledok 4.5]= Hi+1y
 i =[(4.26)]= p i. Teda pre všetky 0 ≤  j < i + 1 platí:      Q i+1p

 j = p j.

1DNRQLHF�XNiåHPH���In - Q i+1)Hi+1g
 i+1 || u i+1. Z bodu 2.6 algoritmu 2 a z (4.30) vyplýva,

åH�VWDþt�GRNi]D �

                                (In - Q i+1)Hi+1g
 i+1   ||   (In - Q i+1)Hi+1Hi

-1u i.

Z algoritmu: x i+1 = x i + p i δi, kde  δi∈{0,1} a  p i = -Hi g
 i��3RþtWDMPH�

                        Q i+1(x
 i+1 - x i ) = Q i+1p

 i δi = p i δi, t.j. x
 i+1 = x i + Q i+1(x

 i+1 - x i ���2GWLD �PiPH�

g i+1 = g(x i + Q i+1(x
 i+1 - x i )) = G(x i + Q i+1(x

 i+1 - x i )) + h = g i + GQ i+1 p
 iδi  = g i + Gp i δi. Zo

symetrie matíc v A i máme: (In - Q i )Hi = Hi (In - Q i )
T��þR�VSROX�V�$ i dáva:

                                Hi (In - Q i )
Tg i   ||   u  i      ⇔             (In - Q i )

Tg i   ||   Hi
-1u i.

Preto:                         (In - Q i+1)Hi+1(In - Q i )
Tg i    ||       (In - Q i+1)Hi+1Hi

-1u i.

7HGD�VWDþt�GRNi]D �Y] DK�

                                   (In - Q i+1)Hi+1g
 i+1        ||         (In - Q i+1)Hi+1(In - Q i )

Tg i.

3RþtWDMPH��������������In - Q i+1)Hi+1Gp i δi = Hi+1Gp i δi - Q i+1Hi+1Gp i δi =>Xå�GRNi]DQp�þDVWL�$ i+1]=

                       = Hi+1Gp i δi - + 4 *S
L�� ��

7

L

L

L
δ =[symetria v A i+1]= Hi+1Gp i δi - Hi+1GQ i+1p

 i δi =

                                                       = Hi+1Gp i δi - Hi+1Gp i δi = 0.

Preto:                  (In - Q i+1)Hi+1g
 i+1 = (In - Q i+1)Hi+1(g

 i + Gp i δi) = (In - Q i+1)Hi+1g
 i +

                                         + (In - Q i+1)Hi+1Gp i δi = (In - Q i+1)Hi+1g
 i.

DOHM�VSRþtWDMPH����������In - Q i+1)Hi+1Q i
Tg i =[symetria v A i+1]= Hi+1(In - Q i+1)

TQ i
Tgi =

                                              =[(4.21), (4.24), dôsledok 4.5]= Hi+10n×ng
 i = 0n×n .

2GWLD �PiPH�

          (In - Q i+1)Hi+1(In - Q i )
Tg i = (In - Q i+1)Hi+1g

 i - (In - Q i+1)Hi+1Q i
Tg i = (In - Q i+1)Hi+1g

 i.



Teda:              (In - Q i+1)Hi+1g
 i = (In - Q i+1)Hi+1g

 i+1 = (In - Q i+1)Hi+1(In - Q i )
Tg i.

7êP� VPH� XNi]DOL� SODWQRV � WYUGHQLD�$ i+1.                                                

 Veta 4.9:

Pre algoritmus 2 existuje 0 ≤ i ≤ n, pre ktoré je u i = 0n. Vtedy x i+1 = (x i – Hi g
 i ) je bod

minima kvadratickej funkcie (2.12).

Dôkaz:�1DMSUY�XYDåXMPH�SUtSDG��NH �u j ≠ 0n pre  0 ≤ j < n. Potom pod D� OHP\�����SODWt

tvrdenieA n��=�QHKR�PiPH��åH��Q n je regulárny projektor. Prenásobením rovnice  Q n = Q n
2

maticou  Q n
-1 dostávame  Q n = In. Potom z A n :  (In - Q n )Hn g

 n || u n  ⇒  u n = 0n. Tým sme

XNi]DOL��åH�QDMQHVN{U�SUH��i = n  bude   u i = 0n.

Z algoritmu máme: u 0 = H0g
0. Ak u 0 = g0 = 0n, tak x 0  = x 0 – H0 g

 0  je bod minima.

Ak u 0 ≠ 0n��SRWRP�R]QDþPH��i� �DNR�QDMPHQãLH�þtVOR�]�PQRåLQ\�{1, …, n}, pre ktoré platí:

u i = 0n. Potom pre všetky 0 ≤ j < i  platí:  u j ≠ 0n��D�WDN�SRG D�OHP\�����SODWt�$ i.

2GWLD �������������������In - Q i)Hi g
 i || u i�����������þR�SUH���������u i = 0n           dáva:

                                                            Hi g
 i = Q i Hi g

 i.

3UH�IXQNFLX��������SRþtWDPH������������g(x i – Hi g
 i ) = G(x i – Hi g

 i ) + h = g i - GHi g
 i =

                                          = Hi 
-1(Hi g

 i - Hi GHi g
 i ) = Hi 

-1(Q i Hi g
 i - Hi GQ i Hi g

 i ) =[ A i]= 0n.

Teda  x i+1 = (x i – Hi g
 i ) je bod minima kvadratickej funkcie (2.12).                                       

=�DOJRULWPX���MH�]UHMPp��åH�DN�QDVWDQH��g i = 0n, potom  p i = 0n,  x
 i+1 =  x i,  g i+1 =  g i =

= 0n��7LHå���y
 i =  r i = 0n, a následne u i+1 =  0n. Potom je   x i+1 – Hi+1 g

 i+1   =  x i+1 =  x i  bod

minima. Teda máme:

g i = 0n    ⇒    u i+1 =  0n ,

u i = 0n    ⇒    g(x i – Hi g
 i ) =  0n .

=�WRKR�MH�]UHMPp��åH�SUH�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX�PRåQR�]D�VWRSRYp�NULWpULXP�Y]LD �KRFLNWRU~�]

podmienok  g i = 0n ,  u
 i = 0n��3UH�QHNYDGUDWLFN~��NRQYH[Q~�IXQNFLX�PRåQR�XYDåRYD � OHQ

podmienku  g i = 0n .



9�ERGH�����DOJRULWPX���VD�SRåDGXMH�VSOQHQLH�SRGPLHQN\��Hk+1 y
 k = p k��W�M��PXVt�SODWL �

0n  =  p k - Hk+1 y
 k  = p k - Hk  y

 k  - α(u k Ty k )u k  -  β(r k Ty k  )u k   - β(u k Ty k )r k  - δ(r k Ty k )r k.

.H åH� r k  =  p k - Hk  y
 k, tak porovnaním koeficientov pri vektoroch  u k a r k�GRVWiYDPH��åH

skaláre α, β, δ� PXVLD� VS D � V\VWpP��
)(+)( = 0

)(+)( = 1
TT

TT

kkkk

kkkk

yryu

yryu

βα

δβ
 . Tento systém redukuje

YR QRV �QD�MHGHQ�SDUDPHWHU��1DYLDF�VD�SRåDGXMH�WDNi�YR ED�SDUDPHWURY��DE\�EROD�PDWLFD�Hk+1

NODGQH�GHILQLWQi��/HPD�����SUH�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX�]DUXþXMH�H[LVWHQFLX�WDNêFKWR�SDUDPHWURY�

Då�NêP�QHEXGH�QiMGHQê�ERG�PLQLPD��9�SUD[L� MH�YãDN�XUþHQLH�YKRGQêFK�SDUDPHWURY�YH PL

REWLDåQH��1DY\ãH�SUH�QHNYDGUDWLFN~��IXQNFLX�QHPiPH�]DUXþHQ~�H[LVWHQFLX�WDNêFK�SDUDPHWURY�

aby Hk+1�VS DOD�REH�SRGPLHQN\�ERGX�����DOJRULWPX���

6WRMt�]D�SRYãLPQXWLH��åH�DN�MH���r k Ty k ) !����SRWRP�PRåQR�Y�ERGH�����]YROL ��α = β = 0,

δ = 
)(

1
T kk ry

�� þtP� GRVWiYDPH� NODGQH� GHILQLWQ~� 65��IRUPXOX� �YL �� NDSLWROX� ���� 9� WRPWR

zmysle je Davidonova metóda akousi zovšeobecnenou SR1-metódou, ktorá je pre

kvadratickú funkciu (n����NURNRYi�� D� SULWRP� QHPi� åLDGHQ� ]� QHGRVWDWNRY� 65��PHWyG\

�W�M��QXPHULFN~�QHVWDELOLWX�D�PRåQ~�LQGHILQLWQRV �PDWLFH�Hk+1).

3RZHOO� YR� VYRMHM� SUiFL� QD]QDþXMH�� åH� V~� PRåQp� LVWp� ]MHGQRGXãXM~FH� PRGLILNiFLH

�'DYLGRQRYKR�� DOJRULWPX� ��� SULþRP� SUH� NYDGUDWLFN~� IXQNFLX� ³YH PL� QHSRND]tPH³

(n+1)-krokovú konvergenciu.

vstup: •�IXQNFLD�V�YODVWQRV DPL�XYHGHQêPL�Y�þDVWL�����

            • symetrická, kladne definitná n×n matica H0��þDVWR�H0 ≡ In)

ALGORITMUS 3



            • štartovací bod  x0∈R n, príslušný gradient g0 = ∇f(x0), vektor u0  = H0g
0

            •�SDUDPHWHU�SRåDGRYDQHM�SUHVQRVWL�ε > 0.

krok 1: Test: ak 
2

0g < ε, tak bod x0 je ε-aproximácia bodu minima, stop.

krok 2: Cyklus pre k = 0, 1, ..., n-1.

 2.1: V\SRþtWDPH smer  s k = -Hk g
 k .

 2.2: Nastavíme λk = 1.

 2.3:�3RORåtPH�p k = λk s
 k��D�R]QDþtPH�SRPRFQê�ERG� a[ [ S �N N .

                Test: ak 
2

)~(xg < ε, tak  a[  je ε-aproximácia bodu minima, stop.

                3RORåtPH��y k = g( a[ ) - g k.

                Test: ak  p k Ty k  < ε 2��WDN��SRORåtPH�λk := 2*λk  a ideme na bod 2.3.

        2.4: Ak  f (x k + p k ) < f(x k���WDN�SRORåtPH

                2.4 a)  x k+1 =  x k + p k ,   g k+1 = g(x k+1), inak

                2.5 b) x k+1 =  x k  ,    g k+1 = g k.

 2.5:�3RORåtPH���r k = p k - Hk  y
 k.

 2.6: Ak (r k Ty k ) ≤����WDN�SRORåtPH�u k = Hk  y
 k.

 2.7: Skonštruujeme symetrickú, kladne definitnú n×n maticu

                Hk+1 = Hk + αu ku k T + β(u kr k T + r ku k T ) + δr kr k T  takú, aby platilo Hk+1y
 k = p k.

 2.8:�3RORåtPH�u k+1 = (u kr k T - r ku k T)y k = (r k Ty k )u k  -  (u k Ty k  )r k.

krok 3:�3RORåtPH��H0 = Hn,  x
 0 =  x n  ,  g 0 = g n, u0  = H0g

0 , k = 0 a ideme na krok 2.

.�G{ND]X�QDVOHGXM~FHM�YHW\�MH�SRWUHEQp�UR]GHOL �LWHUiFLH�WRKRWR�DOJRULWPX�QD�GYD�W\S\�

+RYRUtPH�� åH� LWHUiFLD� MH� slabá, ak sme v nej vykonali bod 2.6 (t.j. ak  r k Ty k  ≤ 0 ).

9�RSDþQRP�SUtSDGH�LWHUiFLX�QD]YHPH�silnou.

 Veta 4.10:

Ak je algoritmus 3 aplikovaný na kvadratickú funkciu (2.12),

potom najneskôr po vykonaní  n-tej  silnej iterácie, platí:       Hm = G –1,

kde   m  ≥  n���MH�FHONRYê�SRþHW�LWHUiFLt��YUiWDQH�VODEêFK��



Dôkaz:�1DMSUY�VL� XYHGRPPH�� åH� r k ≠ 0n��7RWLå� ������� MH� UêG]RNRQYH[Qi� IXQNFLD�� D� WDN� MH

p k Ty k > 0.�'{VOHGNRP�WRKR�MH��åH�ERG�����VD�Y\NRQi�Y�NDåGHM�LWHUiFLL�MHGLQê�UD]��D�λk = 1 sa

nezmení. Potom platí:        p k =  s
 k = -Hk g

 k,  y k = g(x k + p k) - g k.

Preto  r k = p k - Hk  y
 k =  -Hk g

 k – Hk  y
 k = -Hk g(x k + p k ). Z kladnej definitnosti matice Hk

Y\SOêYD��åH�r k = 0n ⇔ g(x k + p k ) = 0n. Ale ak by bolo g(x k + p k ) = 0n, tak by sme v bode 2.3

VNRQþLOL�V�QiMGHQêP�ERGRP�PLQLPD�

2]QDþPH�SULHVWRU�

                                    Zk = { z∈R n  | Hk z = G -1z , zTu k = 0 }

a dim(Zk) jeho dimenziu. Z (2.12) máme:  G -1y k = p k,   a z   r k ≠ 0n   je   p k ≠ Hk y
 k. Preto

0n ≠ y k∉Zk. Naviac platí: Hk+1y
 k = p k = G -1y k���WLHå�]�ERGX�����PiPH��y k Tu k+1 = 0. Teda

y k∈Zk+1��7LHWR�~YDK\�]UHMPH�SODWLD�SUH�YãHWN\�LWDUiFLH�� DOHM�

nech je  k-ta iterácia silná a z∈Zk��3RþtWDMPH�

          zTr k = zT(p k - Hk y
 k ) = zT(G -1y k - Hk y

 k ) = [(G -1 - Hk )z]
Ty k = 0,             z definície Zk.

Potom z bodu 2.7 (algoritmu 3) a zo z∈Zk máme:  Hk+1z = Hk z = G -1z��$�SUHWRåH�MH�WR�VLOQi

iterácia, tak zTu k+1 = 0 (pozri bod 2.8 algoritmu 3). Preto všetky vektory zo Zk patria aj do

Zk+1, t.j. Zk ⊆ Zk+1. To spolu s  0n ≠ y k∉Zk a  y k∈Zk+1 dáva Zk ⊂ Zk+1    ⇒

                                               dim(Zk) +1 ≤ dim(Zk+1).

Nech je k-ta iterácia slabá a z∈Zk��2]QDþPH� aX N ako zmenený vektor u k (z bodu 2.6) a

                                      
a=

N
= { z~ ∈R n  | Hk z~ = G -1 z~  , z~ T aX N  = 0 }.

9LGtPH��åH�=k a 
a=

N
 sa líšia len v podmienkách zTu k = 0, resp. z~ T aX N  = 0. Rovnakou

úvahou ako pre silnú iteráciu dostávame:

                                              dim(
a=

N
) +1 ≤ dim(Zk+1).

Navyše z definície priestoru 
a=

N
máme: dim(

a=
N
) ≥ dim(Zk�������7RWLå�DN�R]QDþtPH�

        V = {z∈R n | Hk z = G -1z}, U = { z∈R n | zTu k = 0} a 
a8 = {z∈R n |] X7a N = 0}, potom

                                            Zk = V∩U  a 
a=

N
= V∩ a8 .

 Avšak zavedením podmienky zTu k� ���GR�SULHVWRUX�9��P{åHPH�]PHQãL �GLPHQ]LX�9�QDMYLDF

o jednotku. Teda dim(Zk)∈{dim(V), dim(V) - 1}. Podobne dostávame: dim(
a=

N
)∈{dim(V),

GLP�9�����`��2GWLD �Xå�PiPH�

                                                               dim(
a=

N
) ≥ dim(Zk) – 1,



þR�VSROX�V��������GLP� a=
N
) + 1 ≤ dim(Zk+1)          dáva:                   dim(Zk) ≤ dim(Zk+1).

Zhrnutie: • pre slabé iterácie platí:             dim(Zk) ≤ dim(Zk+1).

                • pre silné iterácie platí:             dim(Zk) + 1 ≤ dim(Zk+1).

$�SUHWRåH�SUH�NDåG~� LWHUiFLX�SODWt�� ��≤ dim(Zk) ≤ n�� SRWRP�]UHMPH�QDMQHVN{U�SUL� XNRQþHQt

n-tej silnej iterácie platí dim(Zm) = n, kde m�MH�FHONRYê�SRþHW�LWHUiFLt��7R�YãDN�SRG D�GHILQtFLH

priestoru Zm�]QDþt��åH�Hm z = G -1z , pre všetky z∈R n. Ak za vektor z�SRVWXSQH�EHULHPH�VW SFH

jednotkovej matice In, potom dostávame :    Hm = G –1 .                                               

9� SUD[L� WR� SUH� DOJRULWPXV� �� ]QDþt�� åH� SUH� �r k Ty k ) > 0, v bode 2.7 zvolíme:

 α = β = 0, δ = 
)(

1
T kk ry

���þtP�GRVWiYDPH�NODGQH�GHILQLWQ~�65��IRUPXOX��$N�MH��r k Ty k ) ≤ 0,

SRWRP�Xå�QHPXVt�E\ �65��IRUPXOD�NRUHNWQH�GHILQRYDQi��SUtSDGQH�E\�PRKOD�E\ �PDWLFD�Hk+1

indefinitná. V takom prípade pre u k = Hk  y
 k��PRåQR�Y�ERGH����� DKNR�QiMV �NRHILFLHQW\�α, β,

δ�WDNp��åH�GRVWDQHPH�')3�IRUPXOX��NWRUi�MH��SUH� 0>T kypk ��NODGQH�GHILQLWQi��3UHWR�PRåQR

]�DOJRULWPX���~SOQH�Y\SXVWL �YHNWRU\��u k��D�SULDPR�YROL �65���UHV��')3�IRUPXOX�

Pre konvexnú funkciu je 0T ≥kypk �� 9� ERGH� ���� �DOJRULWPX� ��� XUþtPH� G åNX� NURNX

λk > 0 tak, aby platilo 0>T kypk ��WRWR�MH�QXWQi�D�SRVWDþXM~FD�SRGPLHQND�NODGQHM�GHILQLWQRVWL

DFP formule). Podrobnejšie je bod 2.3 zdôvodnený v poznámkach k algoritmu 5 (strany  53-

54).

5. Dixonova metóda

9LHPH��åH�%UR\GHQRY�DOJRULWPXV��VWUDQD�����Y\ND]XMH�SUH�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX��Y DND

RSWLPiOQHM�G åNH�NURNX�±�YL ��YHW\�����D�����)  n-krokovú konvergenciu.

Dixon modifikoval tento Broydenov algoritmus v dvoch bodoch. Zmenil formulu,

ktorou generujeme smery s k��D�QDKUDGLO�RSWLPiOQX�G åNX�NURNX�NRQãWDQWQRX��3ULWRP�GRFLHOLO

WR�� åH� MHKR� DOJRULWPXV� JHQHUXMH� �SUH� NYDGUDWLFN~� IXQNFLX�� URYQDN~� SRVWXSQRV �PDWtF�Hk a

smerov s k, ako pôvodný Broydenov algoritmus, a preto Dixonov algoritmus vykazuje pre

kvadratickú funkciu (n+1)- krokovú konvergenciu.



8YDåXMPH�SURFHV�PLQLPDOL]iFLH�NYDGUDWLFNHM�IXQNFLH��������%UR\GHQRYêP�DOJRULWPRP�

6\PERORP� 
� R]QDþtPH� WLH� YHOLþLQ\�� NWRUp� E\� VPH� QDJHQHURYDOL� SRXåLWtP� %UR\GHQRYKR

DOJRULWPX��V�RSWLPiOQRX�G åNRX�NURNX���9HOLþLQ\��NWRUp�E\�VPH�GRVLDKOL�SRXåLWtP�WRKR�LVWpKR

DOJRULWPX��DYãDN�EH]�RSWLPiOQHM�G åN\�NURNX�λk��QHEXG~�R]QDþHQp�V\PERORP�
��8NiåHPH�

DNêP� VS{VRERP� MH�PRåQp� JHQHURYD � URYQDNp� VPHU\� s k = s k *.  V nasledujúcej analýze

EXGHPH� SRXåtYD � Y] DK\� ������� D� �������� 3UHWR� EXGHPH� SUH� � k�� WX� LWHUiFLX� SUHGSRNODGD

g k* ≠ 0n� � �YWHG\�V~�SRG D�OHP\�������SUH�NODGQH�GHILQLWQ~�PDWLFX�Hk*,  výrazy  (p k T*y k*)

a (y k T*Hk*  y
 k*)  kladné a ∗λ k  ≠ 0). Prípad  g k* = 0n  rozoberieme neskôr.

I. Pre k = 0�PiPH�YVWXSRP�]DGDQp�YHOLþLQ\��x0, g0, H0 > 0. Z algoritmu platí: s0* = -H0*g0*.

Zrejme:                                     s0 = s0*, H0 = H0*, g
0 = g0*,                                               (5.1)

OHER� QLH� V~� åLDGQH� SUHGRãOp� LWHUiFLH�� D� WHGD� WLHWR� YHOLþLQ\� QH]iYLVLD� QD� WRP�� þL� VPH� YROLOL

predošlé λk� RSWLPiOQH�� DOHER� QLH�� 3UH� ]YROHQ~� G åNX� NURNX� λ0 ≠ 0, platí p0 = λ0s
0. Pre

RSWLPiOQX�G åNX�NURNX�λ
�

∗  ≠ 0 máme:  p0* = λ
�

∗ s0
��3R�R]QDþHQt���θ0 = 
λ
λ

�

�

∗ ≠ 0, dostávame:

             p0 = θ 0 p
0*.                                                        (5.2)

9] DK\��������D�������LPSOLNXM~�

y0 = Gp0 = θ 0Gp0* = θ 0 y
0*.                                          (5.3)

II. Pre k = 1�DOJRULWPXV�Y] DKPL��������D��������NRQãWUXXMH�NODGQH�GHILQLWQp�PDWLFH�H1 a H1*.

9] DK\���������������VSROX�V��������D��������GiYDM~�

         H1 = H1*,                                                                  (5.4)

SULþRP�VPH�YR�Y] DKX��������]YROLOL� 00 = ΦΦ∗ . Z definície vektora  y0* máme:

                        g1* = g0* + y0
�����������þR�V�������GiYD����������������g1* = g0 + y0*.

Podobne:    g1 = g0 + y0 =[(5.3)]= g0 + θ 0 y
0* = g0 + y0* + (θ 0 - 1)y0*.      Potom:

g1 = g1* + (θ 0 - 1)y0*.                                                         (5.5)

Následne z (5.4) a (5.5) dostávame:         H1g
1 = H1*g1* + (θ 0 - 1)H1*y0*.

Z kvázinewtonovskej podmienky (2.11) máme:    H1*y0* = p0*,          preto platí:



 H1g
1 = H1*g1* + (θ 0 - 1)p0* =[(5.2)]= H1*g1* + 

θ
θ
�

�

�−
p0.                         (5.6)

$OJRULWPXV�V�RSWLPiOQRX�G åNRX�NURNX�YROt�s1* = -H1*g1
��D�SUHWRåH�FKFHPH�DE\�SODWLOR�

          s1 = s1*,                                                                    (5.7)

WDN�SRG D�������PXVtPH�SRORåL �

 s1 = -H1g
1 + 

θ
θ
�

�

�−
p0.                                                      (5.8)

Rovnako postupujeme pre k = 2, 3, …

8YDåXMPH�QDVOHGRYQ~�modifikáciu Broydenovho algoritmu (zo strany 18):

•�G åND�NURNX��λ k ≠ 0  nie je optimálna

• smery s k�V~�JHQHURYDQp�Y] DKRP�

s k = -Hk g
 k + 

θ
θ
M

M

M

M

N ��

 �

��

S∑ ,                                                (5.9)

            kde   θk  =  
λ
λ

N

N

∗   ≠  0

• vo formule (2.14) volíme parametre kk ΦΦ∗ = .

3RWRP�QD�]iNODGH�GRWHUDMãtFK�~YDK�PRåQR�IRUPXORYD �QDVOHGXM~FX�YHWX�

 Veta 5.1:

Nech je na kvadratickú funkciu (2.12) aplikovaný Broydenov, aj modifikovaný

��������%UR\GHQRY�DOJRULWPXV��SULþRP�SUH�YãHWN\�����≤ i < k   platí:     g i* ≠ 0n.

Potom pre všetky   0 ≤  i < j ≤  k   platí:

a)    Hj = Hj*  a  p i = θ i  p
 i*                                            (5.10)

                                                    b)    g  j = g0 + ∑
1-

0=

j

i

iy                                                       (5.11)

                                                    c)    g j = g j* + ∑ ∗θ
1-

0=

)1-(
j

i

i
i y                                          (5.12)



                                                    d)    Hj  g
 j = Hj*g j* + ∑ θ

θ1-

0=

1-j

i

i

i

i p                                 (5.13)

                                                    e)    Hj  g
 j = Hj*g j* + ∑ ∗∗θ

1-

0=

)1-(
j

i

i
ji yH                        (5.14)

                                                    f)    s j = s j*.                                                                    (5.15)

Dôkaz:�,QGXNFLRX�Y]K DGRP�QD��j.

1° Pre  j� ���VPH�GRNi]DOL�YãHWN\�WYUGHQLD��D��Då�H���3UH�NRQWUROX�VWDþt�SR]ULH �~YDK\�RG

(5.1) po (5.8).

2°�,QGXNþQê�SUHGSRNODG��QHFK�SUH���≤  j < k��SODWLD�WYUHQLD�D��Då�H��

3°�2YHUPH�SODWQRV �WYUGHQt��D��Då�H��SUH��j+1.

             a) Z oboch algoritmov:  p j = λj s
 j, p j* = ∗λ j s j
���þR�SRG D��° f)  dáva:  p j = θ j p

 j*.

3RXåLWtP� ������� PiPH�� y j = θ j  y j*. Po dosadení (5.10) a kk ΦΦ∗ =  do (2.14), (2.15)

dostávame: Hj+1 = Hj+1*.

     b) Modifikovaný Broydenov algoritmus volí vektor  y j�WDN��åH�SODWt�

                             g j+1 = g j + y j =[2° b)]= g0 + ∑
1-

0=

j

i

iy + y j = g0 + ∑
j

i

i

0=

y .

����F�� DOHM�������������g j+1 = g j + y j =[pozri dôkaz 3° a)]= g j + θ j y
 j* =[2° c)]=

   =g j* + ∑ ∗θ
1-

0=

)1-(
j

i

i
i y + θ j y

 j* =  g j* + y j* + ∑ ∗θ
j

i

i
i

0=

 )1-( y = g(j+1)* + ∑ ∗θ
j

i

i
i

0=

)1-( y .

����G��D�H��3RþtWDMPH����������Hj+1 g
 j+1 =[3° a)]= Hj+1* g j+1 =[3° c)]=

= Hj+1* g(j+1)*  + ∑ ∗∗θ
j

i

i
ji

0=
1+)1-( yH  =[(2.18)]=  Hj+1* g(j+1)* + ∑ ∗θ

j

i

i
i

0=

)1-( p =[(5.10), 3° a)]=

                                           =   Hj+1* g(j+1)* + ∑ θ
θj

i

i

i

i

0=

1-
p .

     f) Z Broydenovho algoritmu:

               s( j+1)* = -Hj+1* g( j+1)* =[3° d)]= -Hj+1 g
 j+1 + ∑ θ

θj

i

i

i

i

0=

1-
p = s j+1.           



9HWD� ���� GRND]XMH�� åH� %UR\GHQRY� DOJRULWPXV� �V� RSWLPiOQRX� G åNRX� NURNX�� D

PRGLILNRYDQê�%UR\GHQRY�DOJRULWPXV��V�NRQãWDQWQRX�G åNRX�NURNX��JHQHUXM~��SUH�NYDGUDWLFN~

IXQNFLX��URYQDN~�SRVWXSQRV �NODGQH�GHILQLWQêFK�PDWtF��Hk  a smerov  s k.

$E\� VPH� PRKOL� Y] DK� ������ SRXåL �� PXVtPH� SR]QD � KRGQRW\� YãHWNêFK� VNDOiURY

θ 0, …, θ k-1 ��3UH�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX�WHUD]�RGYRGtPH��DNR�PRåQR�SRPRFRX�]QiP\FK�YHOLþtQ

Y\MDGUL �θ i��9] DK\��������D��������GiYDM~�����������������y
 i = θ i  y

 i* = θ i (g
(i+1)* - g i*).

Navyše z (2.4) je     ∗λ i g(i+1)*  Ts i * = g(i+1)*  Tp i
� ��������þR�VSROX�V��������GiYD�   g(i+1)*  Tp i = 0.

Preto:                                 y i Tp i = θ i (g
(i+1)*  Tp i - g i*  Tp i ) = -θ i g

 i*  Tp i.

Naviac z (5.12) je                 g i Tp i = g i*  Tp i + i
i

j

j
j py∑ ∗θ

1-

0=

T)1-(  =[(5.10)]=

 = g i*  Tp i + θ i 
∗∗∑ θ i

i

j

j
j py

1-

0=

T)1-( =[(2.13)]= g i *Tp i + θ i 
∗∗∑ θ i

i

j

j
j pGp

1-

0=

T)1-( =[(2.20)]= g i*Tp i.

2GWLD �PiPH�

   θ i  = 
ii

ii

pg

py
T 

T 

− .                                                             (5.16)

$N�Y\XåLMHPH�������y i = g(i+1) - g i,       potom z (5.16) dostávame:

i

i

θ
θ 1-

 = 
ii

ii

py

pg
T 

T 1)+(

.                                                      (5.17)

Z  y i = θ i  y
 i*,  p i = θ i  p

 i* máme:  p i Ty i =  2
iθ p i*  Ty i
���SULþRP�θ i ≠ 0.

3RG D��OHP\������MH��p i*  Ty i* > 0. Preto  p i Ty i ≠����3RWRP�MH�Y] DK��������NRUHNWQê��OHER

vzišiel z 0 ≠ y i Tp i = -θ i g
 i Tp i.

7HUD]�DQDO\]XMPH�SUtSDG��NH ��g l* = 0n���=�YHW\�����D�YHW\������PiPH��åH�QDMQHVN{U�SUH

l = n  bude po prvý krát: g l* = 0n (t.j. x
 l* bude bod minima kvadratickej funkcie). Vtedy z

 s l * = -H l*g l*,  H l* > 0, s l * = s l                  vyplýva:                           s l = 0n   ⇔   g l* = 0n.

V situácii s l = 0n vykonáme posledný krok: p l = -Hl g
 l��3RþtWDMPH�

 p l = -Hl g
 l =[(5.12)]= -Hl g

 l* - Hl � �θ
M

M

M

O

��
 �

��

\ ∗∑ = - Hl � �θ
M

M

M

O

��
 �

��

\ ∗∑ = - � �θ
M O

M

M

O

��
 �

��

+ \ ∗∑ =

=[(2.18)]= - � �θ
M

M

M

O

��
 �

��

S ∗∑ .   Teda máme:



 p l = - � �θ
M

M

M

O

��
 �

��

S ∗∑ .                                                      (5.18)

Teraz z (5.10) a (5.18) dostávame: S M

M

O

 �

∑ = ∑ ∗θ
1-

0=

l

j

j
j p + p l = θ

M

M

M

O

S ∗∑
 �

- � �θ
M

M

M

O

��
 �

S ∗∑ =

= � � ��θ θ
M M

M

M

O

� ��
 �

S ∗∑  =  S M

M

O

∗∑
 �

��

.  Potom:  x l+1 = x0 + S M

M

O

 �

∑ = x0 + S M

M

O

∗∑
 �

��

= x l*, t.j.

x l+1 =  x l* je bod minima kvadratickej funkcie (2.12).

7êP�VPH�Y\NRQDOL�G{ND]�YHW\������NWRU~�Y\VORYtPH�KQH �]D�IRUPXOiFLRX�QDVOHGXM~FHKR

algoritmu.

vstup: • kvadratická funkcia (2.12)

            • štartovací bod x0∈R n, príslušný gradient g0, vektor v0 = 0n

            • štarovacia matica H0 = In .

krok 1��9\SRþtWDPH�VPHU�s0 = -H0g
0 + v0  (= -g0).

krok 2: Test: ak s0 = 0n, tak bod x1 = x0 - H0g
0 (= x0) je bod minima funkcie (2.12), stop.

krok 3: Pre k = 0, 1, ... , n-1 opakuj krok 4.

krok 4��=YROtPH�G åNX�NURNX�λ k ≠ 0.

��������������9\SRþtWDPH�YHNWRU\�p k = λ k s
 k,  y k = g k+1 - g k,  x k+1 = x k + p k.

��������������9] DKPL��������D��������VNRQãWUXXMHPH�NODGQH�GHILQLWQ~�PDWLFX�Hk+1.

��������������9\SRþtWDPH�YHNWRU�v k+1 = v k + 
J S
\ S

� ����7

�7

N N

N N
p k,

               a smer   s k+1 = -Hk+1g
 k+1 + v k+1 .

              Test: ak  s k+1 = 0n, tak  x k+2 = x k+1 - Hk+1 g
 k+1 je bod minima funkcie (2.12), stop.

 Veta 5.2:

Pre algoritmus 4 platia nasledujúce tvrdenia:

a) Smery s k a matice Hk� V~� WLH� LVWp�� NWRUp� E\� VPH� GRVWDOL� SRXåLWtP�%UR\GHQRYKR

DOJRULWPX���V��RSWLPiOQRX�G åNRX�NURNX�D�VR�Y] DKRP� s k = -Hk g
 k  ).

ALGORITMUS 4



b) Vektor  s k��EXGH�SR�SUYê�NUiW�QXORYê�SR�WDNRP�LVWRP�SRþWH�LWHUiFLt��NR NR�E\�EROR

SRWUHEQêFK� � QD� QiMGHQLH� ERGX� PLQLPD� SUL� SRXåLWt� %UR\GHQRYKR� DOJRULWPX

�V��RSWLPiOQRX�G åNRX�NURNX�D��VR�Y] DKRP� s k = -Hk g
 k ).

c) Posledný krok  p k = -Hk g
 k dáva minimum kvadratickej funkcie (2.12), a to

najneskôr pre  k = n.

1DNRQLHF�XSUDYtPH�DOJRULWPXV����DE\�ERO�SRXåLWH Qê�SUH�QHNYDGUDWLFN~�NRQYH[Q~�IXQNFLX�

vstup: •�IXQNFLD�V�YODVWQRV DPL�XYHGHQêPL�Y�þDVWL�����

            • štartovací bod  x0∈R n, príslušný gradient  g0 = g(x0)

            •�SDUDPHWHU�SRåDGRYDQHM�SUHVQRVWL�ε > 0.

krok 1: Test: ak  
2

0g < ε, tak bod x0 je ε-aproximácia bodu minima, stop.

krok 2: PoloåtPH� H0 = In , v
0 = 0n .

krok 3: Cyklus pre k = 0, 1, ..., n-1.

         3.1:�9\SRþtWDPH�VPHU�s k = -Hk  g
 k + v k.

         3.2: Test: ak -s k Tg k < ε 2, tak ideme na krok 4.

ALGORITMUS 5



         3.3:�3RORåtPH�λ = 1.

         3.4:�3RORåtPH�p k = λs k��D�R]QDþtPH�SRPRFQê�ERG� a[ [ S �N N .

                        Test: ak 
2

)~(xg < ε, tak bod a[  je ε-aproximácia bodu minima, stop.

                        3RORåtPH��y k = g( a[ ) - g k.

         3.5: Test: ak p k Ty k ≥ ε 2��WDN�Y] DKPL��������D��������VNRQãWUXXMHPH�NODGQH�GHILQLWQ~

                                                            maticu Hk+1,

����������������������������LQDN�SRORåtPH��λ := 2*λ  a ideme na bod 3.4.

        3.6: Test: ak f( a[ ) < f(x k���WDN�SRORåtPH�

a) x k+1 =  x k + p k ,  g k+1 = g(x k+1),  inak

b)   x k+1 =  x k ,  g k+1 = g k.

������������������9\SRþtWDPH��v k+1 = v k + 
J S
\ S

� ����7

�7

N N

N N
p k.

krok 4:�3RORåtPH�v k = 0n .

krok 5:�9\SRþtWDPH�VPHU��s k = -Hk g
 k + v k   (= -Hk g

 k ).

krok 6: Test: ak -s k Tg k < ε 2��WDN�SRORåtPH�Hk = In, a ideme na krok 5.

krok 7: .YDGUDWLFNRX�LQWHUSROiFLRX�Y\SRþtWDPH�G åNX�NURNX�λ�WDN~��DE\�SODWLO�Y] DK�������

��������������3RORåtPH��x k+1 =  x k + λ s k ,  g k+1 = g(x k+1).

krok 8:�3RORåtPH��H0 = Hk , g
0 =  g k+1, x0 =  x k+1, v0 =  v k,  k  =  0. Ideme na krok 3.

Poznámka: (k predošlému algoritmu)

$OJRULWPXV�MH�PRåQp�XNRQþL ��DN�EXGH�SUHNURþHQi�LVWi�]DGDQi�KRUQi�KUDQLFD�FHONRYpKR�SRþWX

iterácií.

Ak je výraz  s k Tg k��]iSRUQê��WDN�MH�SRG D�OHP\�����VPHU�s k  spádový v bode x k. Preto ak

-s k Tg k < ε 2��WDN�WHQWR�VPHU�QHSRYDåXMHPH�]D�VSiGRYê�D�ULHãLPH�WR�SUHFKRGRP�QD�NURN����9

UH D]FL�NURNRY�DOJRULWPX�Y�NRQHþQRP�G{VOHGNX�Y\JHQHUXMHPH�VSiGRYê�VPHU�

�.�ERGX�������.H åH�MH�~þHORYi�IXQNFLD�NRQYH[Qi��WDN�SUH�NDåGê�QHQXORYê�NURN�p k platí:

p k Ty k ≥����$N�FKFHPH�SRXåL �Y] DK\��������D���������QD�NRQãWUXNFLX�NODGQH�GHILQLWQHM�PDWLFH

Hk+1���SRWRP�PXVtPH�]DEH]SHþL ��DE\�SODWLOR�p
 k Ty k > 0 (vtedy je aj vektor y k�QHQXORYê��þR�V

NODGQRX�GHILQLWQRV RX�PDWLFH��Hk dáva  y k THk y
 k > 0).



Smer s k�VS D���������������������������������������s k Tg k  ≥  ε 2  > 0.

Potom:                s k Ty k  =  s k T(g k+1 - g k ) =  s k Tg k+1 - s k Tg k   ≥  s k Tg k+1 + ε 2.

3UHWRåH� IXQNFLD� � f  je konvexná, tak gradient ako funkcia je monotónna, t.j. pre všetky

λ > 
aλ  platí:                              s k Tg(x k + λs k ) ≥ s k Tg(x k + 

aλ s k )

��7RWLå�SUH�NRQYH[Q~�IXQNFLX��f  a pre x1, x2 ∈ R n platí :   f(x2)  –  f(x1)   ≥   g(x1)
 T(x2 –  x1).

3RWRP�Y\ããLH�XYHGHQ~�QHURYQRV �SUH�JUDGLHQW�g�PRåQR�MHGQRGXFKR�GRNi]D ��DN�]D�x1 a x2

striedavo volíme (x k + λs k ) a (x k + 
aλ s k ) ).

Naviac  f��MH�]GROD�RKUDQLþHQi��LQiþ�E\�QHPHOD�PLQLPXP��D�VPHU�s k je z bodu x k spádový.

3UHWR� QHP{åH� IXQNFLD� ]� ERGX� x k  v spádovom smere s k� VWiOH� NOHVD �� DOH�PXVt� H[LVWRYD

konštanta 
aλ !���WDNi��åH��������������������s k Tg(x k + 

aλ s k ) ≥ 0

(t.j. v bode (x k + 
aλ s k) je funkcia  f neklesajúca, lebo s k Tg(x k + 

aλ s k ) je derivácia funkcie  f v

bode (x k + 
aλ s k)  a smere s k ).  Potom pre všetky λ > 

aλ > 0 platí:

                                                            s k Tg(x k + λs k ) ≥ 0

(t.j. funkcia  f je od bodu (x k + 
aλ s k )v smere s k�QHNOHVDM~FD���3UHWR�DN�EXGHPH�GRVWDWRþQH

GOKR�]YlþãRYD �G åNX�NURNX��λ, tak docielime s k Tg(x k + λs k ) = s k Tg k+1  ≥����7DNåH�EXGH

SODWL ���������������������������������������������s k Ty k = s k T(g k+1 - g k ) ≥ ε 2.

Potom:

                                               p k Ty k  =  λs k Ty k   ≥  λε 2  ≥  ε 2  >   0.

7. Popis numerického experimentu

1D� WRPWR�PLHVWH� XYiG]DPH� QDMG{OHåLWHMãLH� SRMP\�� NWRUp� þLWDWH RYL� VSUHK DGQLD� ãWUXNW~UX� D

výsledky numerického experimentu.

V experimente sme sa zamerali na testovanie nasledovných kvadratických a

bikvadratických funkcií:

•  f(x) = 
2

1
xTG2 x + hTx



•  f b (x) = ( )2

 1
T

4

1
xGx  + 

2

1
xTG2 x + hTx ,

kde G2 je kladne definitná a G1 je kladne semidefinitná n×n matica.

7HVWRYDQLH� NYDGUDWLFNêFK� IXQNFLt� MH� �Y]K DGRP� QD� VS{VRE� RGYRGHQLD� SRXåLWêFK

NYi]LQHZWRQRYVNêFK�PHWyG��VDPR]UHMPRV RX��'{YRGRP�YR E\�ELNYDGUDWLFNêFK�IXQNFLt

EROD�QDMPl�PRåQRV �LFK�MHGQRGXFKpKR�VpULRYpKR�JHQHURYDQLD��þL�Xå�SUH�URYQDNp��DOHER

pre rôzne dimenzie  n  vektoru premenných.

Matice  G1  a  G2  boli generované v tvare:

 G2 = AAT + B,       resp. G1 = AAT,

kde  A  bola náhodne vygenerovaná štvorcová matica, a  B  bola náhodne vygenerovaná

kladne definitná štvorcová matica.

Vektor  h��ERO�GRSRþtWDQê�Y�]iYLVORVWL�QD���YRSUHG�]YROHQRP��ERGH�PLQLPD��xopt .

(IHNWtYQRV � MHGQRWOLYêFK� PHWyG� EROD� WHVWRYDQi� QD� VpULL� ��� NYDGUDWLFNêFK� D� ��

ELNYDGUDWLFNêFK� IXQNFLt�� SULþRP� VPH� ]DEH]SHþLOL� URYQDNp� KRGQRW\� ãWDUWRYDFtFK� YHOLþtQ

pre všetky testované metódy.

3ULWRP�VPH�VYRMX�SR]RUQRV �XSULDPLOL�QD�VOHGRYDQLH�

• priemerného  δpriem  a maximálneho  δmax, pripadajúceho na jednu konkrétnu sériu,

kde

δ = 
2L opt xx −

���MH� Y]GLDOHQRV � SRVOHGQHM� GRVLDKQXWHM� DSUR[LPiFLH� � xL  od bodu minima danej

funkcie

•�SRþWX�LWHUiFLt��D�X�ELNYDGUDWLFNêFK�IXQNFLt�DM�SRþWX�Y\NRQiYDQêFK��n+1)-cyklov

• dimenzie  n  vektoru premenných

• vzdialenosti   ξ = 
20 opt xx −   štartovacieho bodu  x0 od bodu optima  xopt.



3RVOHGQêP� H[WHUQH� ]DGiYDQêP� SDUDPHWURP� ERO� SDUDPHWHU� SRåDGRYDQHM� SUHVQRVWL� ε,

NWRUêP�VPH�����WHVWRYDOL�GUXK~�PRFQLQX�HXNOLGRYVNHM�QRUP\�JUDGLHQWX�~þHORYHM�IXQNFLH�

Okrem toho parameter

ε vystupoval:

• v Davidon-Powellovej a SR1 metóde pri testovaní nulovosti výrazov (p k Ty k ), (r k

Ty k)

• v Dixonovej a Goldfarbovej metóde pri testovaní nulovosti výrazu (p k Ty k ), a pri

]LV RYDQt

   spádovosti smeru.

9�QDVOHGRYRQêFK�WDEX NiFK�XYiG]DPH�QDSR]RURYDQp�KRGQRW\�YHOLþtQ��δpriem a δmax ,

SUL� U{]Q\FK� YR EiFK� H[WHUQH� ]DGiYDQêFK� SDUDPHWURY�� =� G{YRGX� YH NHM� YR QRVWL� YR E\

spomínaných parametrov, obmedzili sme sa len na niektoré konkrétne „zostavy“:

•  n = 5, 10, 15, 20, 25

•  xopt  =  0 n , 10.e1 , 100000.e1, resp. xopt  = (1,2, …, n)

•  ξ =  1, 10, 100

•  ε = 10 - 4 , 10 – 10

•�SRþHW��n+1)-cyklov bol   3,  resp.  10.

Program, ktorého výpis predkladáme v prílohe, bol vytvorený v prostredí Turbo

Pascal 6.0.

���7DEX N\�QXPHULFNêFK�YêVOHGNRY

Bikvadratické funkcie.

3RþHW�³�n+1 “ cyklov ………… 3.

n = 20 ε = Ε−10 Davidon – Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ Xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 2.73E -1 5.80E -1 1.48E -6 7.52E -6 2.08E 0 2.63E 0 2.59E -1 5.06E -1



1 10.e1 7.04E -1 1.30E 0 1.84E 1 7.36E 1 2.48E 0 4.15E 0 5.70E -1 1.24E 0

xi = i 5.91E -1 1.47E 0 1.19E 2 6.62E 2 4.82E 0 5.05E 1 4.43E -1 1.08E 0

0n 7.07E 0 8.22E 0 1.46E -6 2.64E -6 9.34E 0 1.51E 1 7.07E 0 8.22E 0

10 10.e1 8.26E 0 1.00E 1 1.34E 1 3.21E 1 1.06E 1 1.62E 1 8.29E 0 1.01E 1

xi = i 1.31E 1 2.62E 1 2.07E 2 2.58E 3 2.02E 1 1.90E 2 1.27E 1 2.96E 1

0n 1.18E 2 2.79E 2 1.07E -6 2.94E -6 1.03E 2 2.03E 2 1.03E 2 2.17E 2

100 10.e1 1.12E 2 1.80E 2 1.08E 1 2.16E 1 1.03E 2 2.06E 2 1.15E 2 2.16E 2

xi = i 1.29E 2 2.05E 2 1.81E 2 2.38E 3 1.03E 2 2.20E 2 1.32E 2 2.19E 2

n = 20 ε = Ε−4 Davidon – Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ Xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 6.93E -1 9.04E -1 9.73E -4 2.02E -3 2.08E 0 2.63E 0 2.59E -1 5.06E -1

1 10.e1 9.42E -1 1.28E 0 1.84E 1 7.36E 1 2.48E 0 4.15E 0 5.70E -1 1.24E 0

xi = i 8.49E -1 9.71E -1 1.19E 2 6.62E 2 4.82E 0 5.05E 1 4.43E -1 1.08E 0

0n 8.51E 0 1.00E 1 1.00E -3 2.18E -3 9.34E 0 1.51E 1 7.07E 0 8.22E 0

10 10.e1 9.11E 0 1.07E 1 1.34E 1 3.21E 1 1.06E 1 1.62E 1 8.29E 0 1.01E 1

xi = i 9.42E 0 1.49E 1 8.13E 1 6.02E 2 2.02E 1 1.90E 2 1.27E 1 2.96E 1

0n 1.00E 2 2.30E 2 2.00E -4 1.34E -3 1.03E 2 2.03E 2 1.03E 2 2.17E 2

100 10.e1 9.40E 1 1.03E 2 1.32E 1 3.18E 1 1.03E 2 2.06E 2 1.15E 2 2.16E 2

xi = i 1.53E 2 3.75E 2 1.61E 2 2.16E 3 1.03E 2 2.20E 2 1.32E 2 2.19E 2

n = 10 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ Xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 2.81E -1 4.72E -1 2.64E -6 8.15E -6 1.43E 0 1.89E 0 3.02E -1 7.86E -1

1 10.e1 5.80E -1 1.69E 0 1.65E 1 4.63E 1 1.75E 0 3.25E 0 5.05E -1 1.65E 0

xi = i 3.42E -1 1.02E 0 4.28E 1 1.55E 2 1.57E 0 3.52E 0 3.81E -1 1.05E 0

0n 7.02E 0 8.47E 0 1.06E -6 3.43E -6 8.85E 0 1.59E 1 7.04E 0 8.47E 0

10 10.e1 8.44E 0 9.96E 0 1.16E 1 2.31E 1 9.12E 0 1.96E 1 8.21E 0 9.95E 0



xi = i 7.47E 0 9.61E 0 2.81E 1 1.28E 2 9.84E 0 2.24E 1 7.12E 0 9.10E 0

0n 8.36E 1 1.33E 2 1.11E -6 2.95E -6 9.75E 1 1.01E 2 8.57E 1 1.74E 2

100 10.e1 8.16E 1 9.41E 1 1.21E 1 2.96E 1 9.74E 1 1.01E 2 8.25E 1 1.10E 2

xi = i 8.55E 1 1.25E 2 3.48E 1 2.49E 2 9.78E 1 1.00E 2 8.38E 1 9.66E 1

n = 10 ε = Ε−4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ Xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 5.06E -1 8.85E -1 1.12E -3 2.44E -3 1.43E 0 1.89E 0 3.02E -1 7.86E -1

1 10.e1 8.84E -1 1.21E 0 1.65E 1 4.63E 1 1.75E 0 3.25E 0 5.04E -1 1.65E 0

xi = i 8.08E -1 1.02E 0 3.51E 1 8.31E 1 1.57E 0 3.52E 0 3.81E -1 1.05E 0

0n 7.82E 0 9.05E 0 7.14E -4 1.83E -3 8.85E 0 1.59E 1 7.04E 0 8.47E 0

10 10.e1 9.09E 0 1.05E 1 1.10E 1 1.78E 1 9.12E 0 1.96E 1 8.21E 0 9.95E 0

xi = i 8.77E 0 9.82E 0 3.97E 1 2.33E 2 9.84E 0 2.24E 1 7.12E 0 9.10E 0

0n 9.10E 1 9.94E 1 2.14E -4 1.29E -3 9.75E 1 1.01E 2 8.57E 1 1.74E 2

100 10.e1 9.11E 1 9.95E 1 1.15E 1 3.04E 1 9.74E 1 1.01E 2 8.25E 1 1.10E 2

xi = i 9.23E 1 9.94E 1 6.60E 1 4.99E 2 9.78E 1 1.00E 2 8.38E 1 9.65E 1

n = 5 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ Xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 2.30E -1 8.50E -1 5.43E -6 3.98E -5 1.10E 0 1.35E 0 1.92E -1 4.90E -1

1 10.e1 4.85E -1 1.71E 0 1.43E 1 8.84E 1 1.06E 0 1.52E 0 4.68E -1 1.72E 0

xi = i 2.24E -1 1.04E 0 1.08E 1 4.51E 1 1.07E 0 1.52E 0 2.11E -1 1.05E 0

0n 4.76E 0 8.46E 0 1.26E -4 2.50E -3 7.56E 0 9.14E 0 4.85E 0 8.46E 0

10 10.e1 6.75E 0 1.27E 1 1.47E 1 7.71E 1 7.11E 0 8.82E 0 7.54E 0 1.96E 1



xi = i 4.80E 0 8.75E 0 1.29E 1 5.38E 1 7.48E 0 9.83E 0 4.64E 0 8.74E 0

0n 6.35E 1 9.44E 1 3.92E -7 1.48E -6 9.65E 1 9.90E 1 6.39E 1 9.49E 1

100 10.e1 6.48E 1 9.45E 1 2.60E 1 2.72E 2 9.66E 1 9.89E 1 6.47E 1 9.67E 1

xi = i 6.33E 1 9.58E 1 1.27E 1 5.17E 1 9.67E 1 9.89E 1 6.39E 1 9.99E 1

n = 5 ε = Ε−4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ Xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 4.58E -1 8.57E -1 1.15E -3 3.06E -3 1.10E 0 1.35E 0 1.95E -1 4.90E -1

1 10.e1 8.06E -1 1.72E 0 1.43E 1 8.84E 1 1.06E 0 1.52E 0 4.68E -1 1.72E 0

xi = i 5.86E -1 1.04E 0 1.09E 1 4.23E 1 1.07E 0 1.52E 0 2.10E -1 1.05E 0

0n 6.20E 0 1.00E 1 7.50E -4 2.53E -3 7.56E 0 9.14E 0 4.85E 0 8.46E 0

10 10.e1 7.61E 0 1.38E 1 1.87E 1 1.59E 2 7.11E 0 8.82E 0 7.54E 0 1.96E 1

xi = i 7.23E 0 1.38E 1 1.29E 1 7.50E 1 7.48E 0 9.83E 0 4.64E 0 8.74E 0

0n 7.63E 1 1.08E 2 4.47E -4 3.04E -3 9.65E 1 9.90E 1 6.40E 1 9.49E 1

100 10.e1 7.51E 1 1.08E 2 1.20E 1 2.76E 1 9.66E 1 9.89E 1 6.47E 1 9.67E 1

xi = i 7.78E 1 1.08E 2 1.08E 1 3.66E 1 9.67E 1 9.89E 1 6.38E 1 9.99E 1

3RþHW�³�n+1 “ cyklov ………… 10.

n = 20 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ Xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.21E -6 2.82E -6 2.27E -7 2.04E -6 2.09E 0 2.64E 0 2.61E -7 8.53E -7

1 10.e1 4.92E -1 1.28E 0 1.09E 1 1.55E 1 2.61E 0 4.18E 0 1.15E -10 6.87E -10

xi = i 1.32E -1 8.41E -1 2.02E 2 1.82E 3 2.85E 0 8.21E 0 9.21E -13 1.22E -11

0n 2.13E -3 6.59E -3 1.58E -7 1.57E -6 2.68E 0 5.46E 0 2.19E -7 1.19E -6

10 10.e1 4.36E 0 8.22E 0 1.21E 1 2.19E 1 6.73E 0 2.80E 1 3.92E -10 1.95E -9



xi = i 7.62E 0 7.19E 1 5.51E 1 7.18E 1 3.39E 1 4.94E 2 1.35E -12 9.06E -12

0n 6.34E 0 9.51E 1 2.41E -7 1.58E -6 1.21E 2 5.91E 2 3.48E -2 2.69E -1

100 10.e1 2.92E 0 2.37E 1 1.18E 1 4.88E 1 1.22E 2 6.04E 2 4.24E -10 2.34E -9

xi = i 6.94E 1 1.58E 2 7.44E 1 4.45E 2 1.26E 2 6.68E 2 2.41E -12 2.22E -11

n = 20 ε = Ε−4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 7.01E -1 1.00E 0 5.17E -5 2.44E -4 2.09E 0 2.64E 0 1.22E -3 2.59E -3

1 10.e1 9.83E -1 1.46E 0 1.09E 1 1.55E 1 2.61E 0 4.18E 0 1.36E -7 7.16E -7

xi = i 8.42E -1 9.81E -1 2.31E 2 1.81E 3 2.85E 0 8.21E 0 2.21E -11 1.53E -10

0n 8.31E 0 9.74E 0 2.12E -4 2.18E -3 2.68E 0 5.46E 0 1.26E -3 2.84E -3

10 10.e1 9.06E 0 1.03E 1 1.25E 1 2.19E 1 6.73E 0 2.80E 1 6.14E -7 1.57E -6

xi = i 9.24E 0 1.24E 1 5.36E 1 5.41E 1 3.39E 1 4.94E 2 4.17E -9 4.05E -8

0n 9.80E 1 1.69E 2 5.52E -5 1.68E -4 1.21E 2 5.91E 2 4.87E -2 3.02E -1

100 10.e1 9.37E 1 1.03E 2 1.58E 1 8.33E 1 1.22E 2 6.04E 2 2.51E -7 1.05E -6

xi = i 1.16E 2 2.35E 2 5.44E 1 6.05E 1 1.26E 2 6.68E 2 1.10E -9 7.17E -9

n = 10 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.88E -7 8.88E -7 4.59E -7 1.12E -6 1.44E 0 1.76E 0 1.02E -7 7.68E -7

1 10.e1 3.04E -2 6.08E -1 1.55E 1 6.20E 1 1.84E 0 3.31E 0 2.63E -10 1.36E -9

xi = i 5.91E -2 4.11E -1 3.64E 1 1.56E 2 1.75E 0 3.45E 0 1.49E -11 1.37E -10

0n 7.97E -4 2.79E -3 1.94E -7 1.23E -6 3.90E 0 1.02E 1 1.49E -7 5.92E -7

10 10.e1 1.71E 0 8.58E 0 1.09E 1 2.14E 1 6.03E 0 3.36E 1 1.33E -9 9.24E -9



xi = i 2.74E 0 9.59E 0 2.39E 1 6.18E 1 8.11E 0 4.34E 1 4.21E -11 2.68E -10

0n 6.80E -1 7.62E 0 4.69E -7 2.05E -6 9.48E 1 1.18E 2 8.17E -2 8.55E-1

100 10.e1 5.18E 0 3.45E 1 1.08E 1 2.15E 1 9.45E 1 1.19E 2 1.34E -9 1.31E -8

xi = i 4.67E 0 4.12E 1 2.32E 1 4.23E 1 9.57E 1 1.14E 2 2.38E -11 7.29E -11

n = 10 ε = Ε−4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 5.10E -1 1.20E 0 4.36E -4 2.12E -3 1.44E 0 1.76E 0 9.28E -4 3.05E -3

1 10.e1 9.38E -1 1.68E 0 1.57E 1 6.20E 1 1.84E 0 3.31E 0 1.97E -7 1.62E -6

xi = i 7.89E -1 1.06E 0 3.75E 1 1.60E 2 1.75E 0 3.45E 0 3.18E -9 2.79E -8

0n 7.48E 0 8.89E 0 2.93E -4 1.37E -3 3.90E 0 1.02E 1 1.00E -3 3.14E -3

10 10.e1 8.82E 0 1.06E 1 1.23E 1 2.76E 1 6.03E 0 3.36E 1 2.05E -6 5.98E -6

xi = i 8.70E 0 9.83E 0 2.95E 1 1.34E 2 8.11E 0 4.34E 1 2.99E -7 5.43E -6

0n 9.10E 1 9.95E 1 1.97E -4 1.29E -3 9.48E 1 1.18E 2 8.57E -2 8.45E -1

100 10.e1 9.11E 1 9.95E 1 1.23E 1 4.55E 1 9.45E 1 1.19E 2 1.19E -6 4.29E -6

xi = i 9.13E 1 9.96E 1 3.65E 1 2.81E 2 9.57E 1 1.14E 2 6.86E -8 2.66E -7

n = 5 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 8.01E -2 8.56E -1 9.22E -7 7.80E -6 1.22E 0 1.46E 0 4.58E -7 2.39E -6

1 10.e1 7.89E -2 9.86E -1 1.06E 1 2.23E 1 1.30E 0 1.71E 0 2.07E -9 8.65E -9

xi = i 1.84E 0 3.68E 1 9.16E 0 2.06E 1 1.32E 0 1.69E 0 9.57E -10 7.82E -9

0n 4.47E -1 8.46E 0 5.56E -7 4.11E -6 2.62E 0 6.68E 0 1.98E -7 7.15E -7

10 10.e1 4.73E -1 9.47E 0 1.12E 1 2.64E 1 2.96E 0 1.11E 1 1.24E -9 1.07E -8



xi = i 3.60E -1 7.21E 0 9.78E 0 2.71E 1 3.37E 0 1.05E 1 6.91E -10 3.80E -9

0n 3.40E -1 4.25E 0 3.17E -7 1.18E -6 8.87E 1 9.51E 1 8.65E -2 3.94E -1

100 10.e1 1.08E -1 9.45E 1 1.40E 1 7.58E 1 8.88E 1 9.51E 1 2.90E -10 3.61E -9

xi = i 1.12E 0 1.63E 1 8.78E 0 1.62E 1 8.91E 1 9.63E 1 1.13E -6 2.26E -5

n = 5 ε = Ε−4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 4.23E -1 9.03E -1 9.98E -4 3.06E -3 1.22E 0 1.46E 0 9.67E -4 4.77E -3

1 10.e1 7.32E -1 1.79E 0 1.05E 1 2.23E 1 1.30E 0 1.71E 0 3.14E -6 3.31E -5

xi = i 5.18E -1 1.45E 0 8.78E 0 2.06E 1 1.32E 0 1.69E 0 3.74E -7 1.70E -6

0n 5.41E 0 1.10E 1 6.04E -4 1.74E -3 2.62E 0 6.68E 0 8.81E -4 5.21E -3

10 10.e1 6.75E 0 1.02E 1 1.19E 1 2.78E 1 2.96E 0 1.11E 1 1.74E -6 7.23E -6

xi = i 6.28E 0 1.90E 1 1.35E 1 9.36E 1 3.37E 0 1.05E 1 1.96E -6 1.95E -5

0n 7.10E 1 1.53E 2 4.15E -4 3.04E -3 8.87E 1 9.51E 1 8.18E -2 3.25E -1

100 10.e1 8.06E 1 1.44E 2 1.00E 1 1.65E 1 8.88E 1 9.51E 1 2.25E -6 1.31E -5

xi = i 7.65E 1 1.53E 2 9.65E 0 2.42E 1 8.91E 1 9.63E 1 5.97E -4 1.19E -2

Kvadratické funkcie.

n = 25 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax PPI δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.70E -8 1.10E -7 34.60 3.58E -3 6.92E -2 2.95E -18 9.80E -18 3.81E -4 7.37E -3

1 10E5 .e1 2.54E -8 1.40E -7 34.86 3.96E -3 6.45E -2 3.53E -13 7.54E -13 3.18E -4 4.83E -3

xi = i 1.70E -8 1.10E -7 34.60 3.58E -3 6.92E -2 3.10E -16 1.01E -15 3.37E -4 5.39E -3

0n 2.05E -8 8.04E -8 35.22 3.54E -2 7.17E -1 1.30E -16 6.16E -16 2.07E -3 1.62E -2

10 10E5 .e1 2.17E -8 1.28E -7 35.42 6.73 E -2 1.04E 0 2.54E -12 7.60E -12 2.09E -3 1.63E -2



xi = i 2.05E -8 8.04E -8 35.22 3.54E -2 7.17E -1 2.27E -15 5.25E -15 2.08E -3 1.63E -2

0n 2.19E -8 1.22E -7 35.86 7.84E -1 1.17E 1 1.50E -14 4.34E -14 2.18E -2 2.05E -1

100 10E5 .e1 2.76E -8 1.22E -7 35.94 8.26E -1 1.17E 1 2.93E -11 5.85E -11 2.18E -2 2.01E -1

xi = i 2.19E -8 1/22E -7 35.86 7.84E -1 1.17E 1 3.57E -14 1.41E -13 2.13E -2 1.83E -1

n = 25 ε = Ε−4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax PPI δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.53E -5 1.00E -4 32.60 1.90E -2 4.42E -2 2.95E -18 9.80E -18 1.37E -4 1.12E -3

1 10E5 .e1 1.53E -5 1.00E -4 32.60 1.88E -2 4.42E -2 3.53E -13 7.54E -13 1.32E -4 1.11E -3

xi = i 1.53E -5 1.00E -4 32.60 1.90E -2 4.42E -2 3.10E -16 1.01E -15 1.36E -4 1.11E -3

0n 2.45E -5 1.25E -4 33.30 7.52E -2 8.38E -1 1.30E -16 6.16E -16 2.04E -3 1.62E -2

10 10E5 .e1 2.45E -5 1.25E -4 33.30 9.02E -2 1.04E 0 2.54E -12 7.60E -12 2.04E -3 1.63E -2

xi = i 2.45E -5 1.25E -4 33.30 7.52E -2 8.38E -1 2.27E -15 5.25E -15 2.04E -3 1.63E -2

0n 2.44E -5 1.92E -4 34.00 7.91E -1 1.17E 1 1.50E -14 4.34E -14 2.18E -2 2.05E -1

100 10E5 .e1 2.44E -5 1.92E -4 34.00 8.33E -1 1.17E 1 2.93E -11 5.85E -11 2.18E -2 2.01E -1

xi = i 2.44E -5 1.92E -4 34.00 7.91E -1 1.17E 1 3.57E -14 1.41E -13 2.13E -2 1.83E -1

n = 15 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax PPI δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.28E -8 1.12E -7 23.18 1.63E -3 3.41E -2 1.47E -18 2.74E -18 2.26E -5 1.55E -4

1 10E5 .e1 1.82E -8 1.06E -7 23.32 2.24E -3 3.41E -2 1.65E -13 4.38E -13 2.26E -5 1.47E -4

xi = i 1.28E -8 1.12E -7 23.18 1.63E -3 3.41E -2 1.08E -16 2.25E -16 2.23E -5 1.57E -4

0n 2.08E -8 9.40E -8 23.56 2.53E -2 3.21E -1 8.12E -17 1.99E -16 2.39E -4 2.32E -3

10 10E5 .e1 3.15E -8 1.70E -7 23.68 2.65E -2 3.21E -1 1.50E -12 4.84E -12 2.39E -4 2.32E -3



xi = i 2.08E -8 9.40E -8 23.56 2.53E -2 3.21E -1 9.01E -16 1.79E -15 2.39E -4 2.32E -3

0n 1.61E -8 7.73E -8 24.26 3.00E -1 3.03E 0 9.72E -15 2.56E -14 4.78E -3 1.08E -1

100 10E5 .e1 1.88E -8 8.17E -8 24.32 3.00E -1 3.03E 0 1.68E -11 3.45E -11 4.86E -3 1.09E -1

xi = i 1.61E -8 7.73E -8 24.26 3.00E -1 3.03E 0 1.48E -14 7.68E -14 4.79E -3 1.08E -1

n = 15 ε = Ε−4 Davidon – Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax PPI δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.69E -5 1.66E -4 21.22 8.14E -2 7.98E -1 1.47E -18 2.74E -18 3.04E -5 1.70E -4

1 10E5 .e1 1.69E -5 1.66E -4 21.22 8.14E -2 7.98E -1 1.65E -13 4.38E -13 3.06E -5 1.70E -4

xi = i 1.69E -5 1.66E -4 21.22 8.14E -2 7.98E -1 1.08E -16 2.25E -16 3.03E -5 1.70E -4

0n 2.94E -5 1.81E -4 21.78 1.09E -1 4.14E -1 8.12E -17 1.99E -16 2.27E -4 2.32E -3

10 10E5 .e1 2.94E -5 1.81E -4 21.78 1.09E -1 4.14E -1 1.50E -12 4.84E -12 2.29E -4 2.32E -3

xi = i 2.94E -5 1.81E -4 21.78 1.09E -1 4.14E -1 9.01E -16 1.79E -15 2.28E -4 2.32E -3

0n 3.25E -5 1.30E -4 22.38 3.00E -1 3.03E 0 9.72E -15 2.56E -14 4.78E -3 1.08E -1

100 10E5 .e1 3.25E -5 1.30E -4 22.38 3.00E -1 3.03E 0 1.68E -11 3.45E -11 4.86E -3 1.09E -1

xi = i 3.25E -5 1.30E -4 22.38 3.00E -1 3.03E 0 1.48E -14 7.68E -14 4.79E -3 1.08E -1

n = 5 ε = Ε−10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax PPI δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.97E -8 1.44E -7 10.22 1.20E -10 2.93E -10 1.79E -19 8.27E -19 1.50E -8 3.90E -7

1 10E5 .e1 2.05E -8 1.44E -7 10.22 1.19E -10 2.92E -10 2.95E -14 1.29E -13 1.50E -8 3.90E -7

xi = i 1.97E -8 1.44E -7 10.22 1.20E -10 2.93E -10 2.26E -18 7.60E -18 1.50E -8 3.90E -7

0n 2.18E -8 1.89E -7 10.74 1.05E -9 2.99E -9 1.89E -17 6.52E -17 9.33E -8 1.22E -6

10 10E5 .e1 2.23E -8 1.89E -7 10.74 1.05E -9 2.99E -9 2.43E -13 1.20E -12 9.37E -8 1.23E -6



xi = i 2.18E -8 1.89E -7 10.74 1.05E -9 2.99E -9 3.43E -17 1.34E -16 9.33E -8 1.22E -6

0n 1.28E -8 1.29E -7 11.12 1.22E -8 3.92E -8 1.96E -15 7.40E -15 1.95E -6 1.21E -5

100 10E5 .e1 1.41E -8 1.29E -7 11.12 1.22E -8 3.92E -8 2.73E -12 1.50E -11 1.95E -6 1.21E -5

xi = i 1.28E -8 1.29E -7 11.12 1.22E -8 3.92E -8 2.26E -15 6.94E -15 1.95E -6 1.21E -5

n = 5 ε = Ε−4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

ξ xopt δpriem δmax PPI δpriem δmax δpriem δmax δpriem δmax

0n 1.59E -5 1.13E -4 8.90 2.99E -2 1.41E 0 1.79E -19 8.27E -19 1.50E -8 3.90E -7

1 10E5 .e1 1.59E -5 1.13E -4 8.90 2.99E -2 1.41E 0 2.95E -14 1.29E -13 1.50E -8 3.90E -7

xi = i 1.59E -5 1.13E -4 8.90 2.99E -2 1.41E 0 2.26E -18 7.60E -18 1.50E -8 3.90E -7

0n 2.44E -5 2.10E -4 9.32 1.05E -9 2.99E -9 1.89E -17 6.52E -17 9.33E -8 1.22E -6

10 10E5 .e1 2.44E -5 2.10E -4 9.32 1.05E -9 2.99E -9 2.43E -13 1.20E -12 9.37E -8 1.23E -6

xi = i 2.44E -5 2.10E -4 9.32 1.05E -9 2.99E -9 3.43E -17 1.34E -16 9.33E -8 1.22E -6

0n 2.30E -5 1.43E -4 9.84 1.22E -8 3.92E -8 1.96E -15 7.40E -15 1.95E -6 1.21E -5

100 10E5 .e1 2.30E -5 1.43E -4 9.84 1.22E -8 3.92E -8 2.73E -12 1.50E -11 1.95E -6 1.21E -5

xi = i 2.30E -5 1.43E -4 9.84 1.22E -8 3.92E -8 2.26E -15 6.94E -15 1.95E -6 1.21E -5

9. Vyhodnotenie tabuliek

Kvadratické funkcie.

9ãHWN\�ãW\UL�WHVWRYDQp�PHWyG\�Y\ND]XM~�þL�Xå�YLDF�DOHER�PHQHM�XVSRNRMLY~�NRQYHUJHQFLX

pre kvadratickú funkciu.

1DMYLDF� Y\QLNi� *ROGIDUERYD� PHWyGD�� NWRUi� SUL� YãHWNêFK� SRXåLWêFK� YR EiFK

SDUDPHWURY�GRVDKRYDOD�YêUD]QH�QDMYlþãLX�SUHVQRV �



0RåQR� VL� YãLPQ~ �� åH�SUL� QLåãtFK�GLPHQ]LiFK�NRQYHUJXM~� WDNPHU�YãHWN\�PHWyG\� V

YlþãRX� SUHVQRV RX�� 9êQLPNX� WYRUt� 'DYLGRQ�3RZHOORYD� PHWyGD�� X� NWRUHM� MH� ]OHSãHQLH

NRQYHUJHQFLH�SUL�]PHQãHQt�GLPHQ]LH�]DQHGEDWH Qp�

=DXMtPDYi�MH�DM�FLWOLYRV �*ROGIDUERYHM�PHWyG\�Y]K DGRP�QD�ERG�RSWLPD��5R]GLHO\�Y

GRVDKRYDQHM�SUHVQRVWL�V~�SUL�]PHQH�Y]GLDOHQRVWL�ERGX�RSWLPD�RG�SRþLDWNX�UiGRYR�Då��� 5.

3UL�RVWDWQêFK�WURFK�PHWyGDFK�V~�UR]GLHO\�Y�SUHVQRVWL��Y]K DGRP�QD�XYHGHQ~�Y]GLDOHQRV �

pri danom  ξ  takmer nulové.

3RG D�RþDNiYDQLD�SR]RUXMHPH��åH�V�QDUDVWDM~FRX�Y]GLDOHQRV RX�ãWDUWRYDFLHKR�ERGX

RG� ERGX� RSWLPD�� YêUD]QHMãLH� NOHVi� SUHVQRV � PHWyG\�� 7X� MH� RSl � YêQLPNRX� 'DYLGRQ�

Powellova metóda, u ktorej je tento jav minimálny.

Zmena parametra ε�QHPDOD�RNUHP�'DYLGRQ�3RZHOORYHM�PHWyG\�EDGDWH Qê�YSO\Y�QD

NRQYHUJHQFLX�� 3UL� ]YlþãHQt� ε síce v Davidon-Powellovej metóde klesala výsledná

SUHVQR ��DOH�WHQWR�SRNOHV�Y�SUHVQRVWL�ERO�Y\NRPSHQ]RYDQê�SRNOHVRP�Y�SRþWH�LWHUiFLt�

-H� QXWQp� SULSRPHQ~ �� åH� 'DYLGRQ�3RZHOORYD� PHWyGD� Y\åDGRYDOD� QD� QiMHGQLH

DSUR[LPiFLH� ERGX�PLQLPD�R� QLHNR NR� LWHUiFLL� YLDF� DNR� RVWDWQp�PHWyG\� �WR� MH� G{VOHGRN

W]Y�� VODEêFK� LWHUiFLt�� NWRUp� QH]DUXþXM~� NRQYHUJHQFLX� N� ERGX� RSWLPD��� 1DSUtNODG� SUL

dimenzii n� ����EROR�SRWUHEQêFK����Då����LWHUiFLt��NêP�]Y\ãQp�WUL�PHWyG\�³Y\VWDþLOL³�V

(n�����W�M��V����LWHUiFLDPL��$YãDN�QHPRåQR�VL�QHYãLPQ~ �YêUD]Qp�UR]GLHO\�Y�SUHVQRVWL��SUL

YlþãtFK� GLPHQ]LiFK�� Y� SRURYQDQt� V� 'L[RQRYRX� D� 65�� PHWyGRX�� 3UHWR� D]GD� VWRMt� ]D

]DP\VOHQLH�� þL� E\� VPH� QHEROL� RFKRWQt� DNFHSWRYD � R� QLHNR NR� LWHUiFLt� YLDF� D� SRXåL

namiesto Dixonovej alebo SR1 metódy radšej Davidon-Powellovu metódu.

Bikvadratické funkcie.

9� SUtSDGH� ELNYDGUDWLFNêFK� IXQNFLt� V~� åLD � YêVOHGN\� VNHSWLFNHMãLH�� -HGLQH� X� 'L[RQRYHM

PHWyG\� V� QXORYêP� ERGRP� RSWLPD�� D� 65�� PHWyG\� SUL� YlþãRP� SRþWH� SRXåLWêFK� �n+1)-

F\NORY�� PRåQR� KRYRUL � R� XVSRNRMLYHM� NRQYHUJHQFLL�� 2VWDWQp� PHWyG\� QLHOHQåH

QHNRQYHUJXM~�� ED� Y� QLHNWRUêFK� SUtSDGRFK� MH� Y]GLDOHQRV � YêVOHGQpKR� ERGX� RG� ERGX



RSWLPD�YêUD]QH�YlþãLD��DNR�EROD�ãWDUWRYDFLD�Y]GLDOHQRV ��$N�VL�YãDN�XYHGRPtPH��åH�DQL

³NODVLFNi³� QHZWRQRYi�PHWyGD� �V� MHGQRWNRYRX� G åNRX� NURNX�� QH]DUXþXMH� NRQYHUJHQFLX�

WDN�XYHGHQp�]LVWHQLH�QLH�MH�Då�WDNp�SUHNYDSLYp��åLD �Y�OLWHUDW~UH�VD�QD�WR�]DE~GD�H[SOLFLWQH

XSR]RUQL ��

1DSULHN� WRPX�PRåQR�NRQãWDWRYD �� åH� SUL� ]YêãHQt� SRþWX� �n+1)-cyklov majú všetky

PHWyG\� WHQGHQFLX� ]OHSãRYD � NRQYHUJHQFLX� �Y� QLHNWRUêFK� SUtSDGRFK� MH� VtFH� UR]GLHO

QHEDGDWH Qê��DOHER�Då�RSDþQê��DOH� WDNêFK�SUtSDGRY� MH�YêUD]QH�PHQHM���9� WRPWR�SUtSDGH

YLQLNi�65��PHWyGD��NWRUi�SUL�]YêãHQt�SRþWX��n+1)-cyklov z trojky na desiatku dosahovala

]OHSãHQLH�SUHVQRVWL�NRQYHUJHQFLH�UiGRYR�Då��� 11.

3RGREQH� DNR� SUL� NYDGUDWLFNêFK� IXQNFLiFK�� DM� WX� SR]RUXMHPH� YLGLWH Qp� ]KRUãHQLH

NRQYHUJHQþQHM�SUHVQRVWL�SUL�]YlþãHQt�Y]GLDOHQRVWL�ãWDUWRYDFLHKR�ERGX�D�ERGX�RSWLPD�

9ãHWN\�PHWyG\��RNUHP�'L[RQRYHM��V~�WDNPHU�LQYDULDQWQp�Y]K DGRP�QD�Y]GLDOHQRV

ERGX�RSWLPD�RG�SRþLDWNX�

Záver

Diplomová práca pojednáva o špeciálnej skupine kvázinewtonovských metód, ktoré

QHSRåDGXM~��Y�NDåGHM�LWHUiFLL��RSWLPiOQX�G åNX�NURNX�

Prezentujeme štyri najznámejšie metódy uvedenej skupiny. Všetky štyri metódy sme

podrobne popísali. Najpracnejšie bolo zvládnutie Davidonovej metódy, ktorá je v

RULJLQiOQRP�þOiQNX�YH PL� DåNRSiGQH�SRStVDQi�D�PQRKp�WYUGHQLD�EROR�SRWUHEQp�NRULJRYD �

UHVS��SUtVOXãQp�G{ND]\�GRS D �PQRåVWYRP� WHFKQLFNêFK�GHWDLORY�� �7iWR�þDV � � WUYDOD� WDNPHU

FHOê�ãWYUWê�URþQtN��

Všetky štyri metódy sme naprogramovali v jazyku Pascal a realizovali sme pomerne

UR]VLDKOL�QXPHULFNê�H[SHULPHQW��Då�GR�UR]PHUX�n = 25 s náhodne generovanými sériami úloh

G åN\�����

1DãH� QXPHULFNp� H[SHULPHQW\� Y\MDYLOL� ]iYDåQp� QHGRVWDWN\� XYHGHQHM skupiny

kvázinewtonovských metód, o ktorých nebola zmienka v existujúcej literatúre.

Numerický experiment potvrdzuje (n+1)-krokovú konvergenciu týchto metód pri

DSOLNiFLL�QD�NYDGUDWLFN~�IXQNFLX��$YãDN�WLHå�QD]QDþXMH��åH�SUL�DSOLNRYDQt�VSRPtQDQêFK�PHWyG



V� NRQãWDQWQRX� G åNRX� NURNX� QD� ELNYDGUDWLFN~� IXQNFLX�� QHPRåQR� RþDNiYD � GREU~

konvergenciu k bodu minima.

9\VYHWOHQLH�PRåQR�K DGD �Xå�SUL�VDPRWQRP�RGYRG]RYDQt�NYi]LQHZWRQRYVNêFK�IRUP~O�

7RWLå�WLHWR�PHWyG\�Y\FKiG]DM~�]�W]Y��PRGLILNRYDQHM�QHZWRQRYHM�LWHUDþQHM�PHWyG\��1HZWRQRYD

PHWyGD� MH� ]DORåHQi� QD� ORNiOQHM� DSUR[LPiFLL� ~þHORYHM� IXQNFLH� NYDGUDWLFNRX� IXQNFLRX�� D� MH

]QiPD�MHM�QHGREUi�NRQYHUJHQFLD�N�ERGX�PLQLPD�QHNYDGUDWLFNHM�IXQNFLH��]D�SUHGSRNODGX��åH

VD�QHQDFKiG]DPH�³GRVWDWRþQH�EOt]NR³�ERGX�PLQLPD���7HQWR�QHGRVWDWRN�QHZWRQRYHM�PHWyG\�MH

PRåQp�RGVWUiQL �YR ERX�RSWLPiOQHM�G åN\�NURNX��7DNiWR�PRGLILNRYDQi�PHWyGD�MH�]iNODGRP

NYi]LQHZWRQRYVNêFK� PHWyG�� NWRUp� YR� YãHREHFQRVWL� SRXåtYDM~� RSWLPiOQX� G åNX� NURNX�

([SHULPHQW� QD]QDþXMH�� åH� SRXåLWLH� NRQãWDQWQHM� G åN\� NURNX� QH]DUXþXMH� NRQYHUJHQFLX

kvázinewtonovských metód.

9êQLPNRX�MH�65��PHWyGD��NWRUi�MH�]�WHRUHWLFNpKR�K DGLVND�QHVWDELOQi�D�YR�YãHREHFQRVWL

P{åH�JHQHURYD �LQGHILQLWQp�PDWLFH��$YãDN�Y�QDPL�SRXåLWRP�H[SHULPHQWH�QLHOHQ�åH�QHGRãOR�N

jej zlyhaniu, ale jej konvergencia pre bikvadratické funkcie bola výborná a výrazne lepšia ako

u zvyšných štyroch metód.


