1. UVOD

Kvazinewtonovské metody riesia tilohu minimalizécie konvexnych funkcii bez ohraniceni.
Su dolezitou sucastou nelinearneho programovania, a za Styri desiatky rokov ich vyvoja sa
nimi zaoberalo mnozstvo autorov a bolo napisanych vel'a prac a ¢lankov. Ich vyvoj vsak stale

pokracuje.
1.1. Formulacia problému

Nech je dan& funkcid : R" . R Potomn-rozmernou tlohou na vol'ny extrém funkcie f
nazyvame ulohu:
(U2) Min{ f(x)|xOR" }.

V diplomovej praci sa budeme zaoberat’ metddami na rieSenie ulohy (U1), priCom na
ucelovu funkciu f kladieme nasledovné poziadavky:
« f ma spojité vietky druhé parcialne derivacief i
« f je naR" konvexna funkcia
« pre nejaky bod xX°OR " je mnozina S = { XOR" | f(x) < f(x° } ohranicena
(poznamenavame, Ze z predpokladu konvexnosti f potom vyplyva, Ze S je ohraniCena pre

vietkyx’OR").

Poziadavka konvexnosti sa moze zdat” dost” silnd, avSak bez nej by neboli mozné nase
nasledujuce uvahy. Totiz vieme, Ze kazdy bod lokalneho minima konvexnej funkcie je
zaroveni aj jej bodom globalneho minima. Ak by vsak f nebola konvexna, potom by mohla
mat’ viac kvalitativne odlisSnych bodov lokalneho minima (t.j. nadobudala by v nich rdzne
hodnoty). V takom pripade by sme nemohli garantovat’ konvergenciu nasich metod k bodu
globalneho minima, o ktoré¢ mame zaujem. Tretia poziadavka zarucuje existenciu minima
konvexnej funkcie (v praxi sa neoveruje). V diplomovej praci podame prehlad o
kvazinewtonovskych metodach pouZivajucich konstantnti dizku kroku a vykazujacich

(n+1)-krokova konvergenciu pre kvadraticku funkciu.



1.2. Motivacia

Vieme, Ze kazdé rieSenie ulohy konvexného programovania

Min{ f(x)]g,(x) 20, xOR", i =1,...m},
je mozné pretransformovat’ na rieSenie postupnosti uloh (Ul). Aby sme mohli takto
pristupovat’ k rieSeniu ulohy na viazany extrém, mali by sme byt schopni vediet
efektivne riesit’ ulohu (U1l) (tj. Glohu na volny extrém). Spominané transformacné
techniky si predmetom samostatnej kapitoly nelinearneho programovania, a preto sa

nimi v d’alSom nebudeme zaoberat’.
1.3. Prehl’ad

Teraz sa struéne oboznamime s obsahom jednotlivych kapitol.

V kapitole 2 si predstavime zdkadné pojmy, veli¢iny (a vzt'ahy medzi nimi) suvisiace s
iteraénymi metddami na rieSenie ulohy (U1). Na zaver kapitoly upresnime ciel’ diplomovej
prace.

V kapitdach 3 az 6 podrobne analyzujeme $tyri vybrané kvazinewtonovské metddy s
konstantnou dizkou kroku na rieSenie tlohy (U1). St to:

« SR1 metdéda (z anglického “Symetric Rank One"), tzv. Symetricka Hodnosti Jedna
(r. 1967-1968)

» Davidonova metoda, vyuzivajica techniku projekénych matic (r. 1975)

« Dixonova metoda, zaloZenid na analyze vplyvu diky kroku na niektoré veli¢iny
kvazinewtonovskych formul (r. 1973)

* QGoldfarbova metoda, ktora vyuziva Choleského rozklad kladne definitnych matic
(r. 1977).

V kapitole 7 uvedieme popis numerickééperimentu, ktory zrealizujeme pouZitim
spominanych 3tyroch metéd s konstantnou dizkou kroku.

V kapitole 8 predlozime tabul'’ky numerickych vysledkov, ktorych vyhodnotenie podame
v kapitole ¢islo 9.

V prilohe dodame vypis pouzitého pocitacového programu.



2. Zakladné pojmy

2.1. Dizka kroku

Napriek tomu, Ze vo vSeobecnosti riesit’ N-rozmernu tlohu na volny extrém (t.j.ulohu (U1)),
je zna¢ne jednoduchsie, ako riesit’ n-rozmernu dlohu na viazany extrém, aj tak je to eSte stale
dost’ zlozita uloha, ktora sa obvykle riesi nejakou iteracnou metdédou. Najvacsiu triedu metdd
rieSenia ulohy na volny extrém tvoria metddy s iteraciou typu “bod” , “smer” , “krok®.
PresnejSie povedané, fréu iteraciu plati:
« pozname priblizné rieSenie x OR", t,j. “bod" ;
« v bodex ¥ vytygime nenulovy vektor sK<OR", tj. “smer*, ktory sa voli tak, Ze v fiom
funkcia f vykazuje pokles (je to tzv. spadovy smer) ;
« zvolime kladné &islo Ay, t.j. “krok* (v smeres*), aby v “novom bode*
x=xb N st (2.1)
platilo: f(x ) < f(x"). (2.2)
Tym jek-ta iteracia ukoncena a prechadza sa na d’alSiu iteraciu.
Kazda metoda je zaloZena na inej volbe “smeru” a “kroku. Vol'ba smeru je spravidla
dana nejakym jednoduchym vzorcom.
S vol'bou kroku je to t'azsie. Pretoze chceme, aby novy bod X “1 bol lepSim priblizenim
k bodu minima ako stary bog¥, musime zvolit’ dizku kroku A, tak, aby krok nebol ani prili§

dlhy, ani prilis kratky. V minulosti sa ¢asto volila “optimalna dizka kroku®, t.j. zaAy sa zvolilo

rieSenie nasledovnej pomocnej tlohy:
Min{(l)()\)E f(x+As") |)\DR}. (2.3)
ZrejmeA je rieSenim tlohy (2.3) prave vtedy, ked’ plati:
gx “ + A sk)sk=0, (2.4)
kde g(x) je gradient funkcie¢f v bodexR".
Poznamenavame, 7e (2.3) je jednorozmerna uloha na volny extrém, ktoru je potrebné
vyriesit' v kazdej iteracii. Preto efektivnost iteraéného procesu pévodnej tlohy (U1) zavisi od

toho, ako efektivne rieSime podulohu (2.3). Najmé koli vypoctovej narocnosti rieSenia ulohy



(2.3), v sti¢asnosti sa upuita od optimalnej dizky kroku a uloha (2.3) sa riesi len pribliZne.
Avsak potom splnenie podmienky (2.2) v kazdej iteracii nemusi byt postacujiice pre
konvergenciu k rieSeniu ulohy (U1). Existuju isté “bezpecnostné hranice®, ktoré odvodili
autori Armijo a Goldstein, a ak sa vramci nich voli dizka kroku, potom nie je ohrozena

konvergencia itera¢nej metddy (2.1).

Maime dané: « konstantya , B spliiajice: 0 <a <pf<1
« funkciu f: R" - R, ktord ma spojité prvé parcialne derivacie
« spadovy smes“TR" (pozri definiciu 2.3).
Potomdizku kroku A« pokladame za:
a) dostato¢ne malt, ak plati:
F(X5+A,$) < F(X¥)+an, [Of (x)] s, (Armijo 1966)  (2.5)
b) dostato¢ne vel'ku, ak plati:
[OF (x* + A, sO]"s* 2B.[OF (x")]"s". (Goldstein 1967) (2.6)

Nasledujuca lema (uvadzand bez dokazu) zaruCuje, Ze vzdy existuje “bezpecny™ krok.

Nech su spinené predpoklady definicie 2.1, a nech @la0, 0.5> $30<a, 1>.
Potom existuje taky intervaldsh>, d > 0, ze pre [J AJ<d, h> platia sticasne vztahy
(2.5), (2.6).

V praxi sa vola[J<10°, 10*> a <10, 5.10™.

Existuje este jeden pristup k vol'be dizky kroku. V kazdej iteracii sa voli rovnaké Ax a
kontroluje sa len spadovost’ metody, t.j. vzt'ah (2.2), pripadne zosilneny vzt'ah (2.5), a ak je to
nevyhnutné, tak & zmensi na polovi¢nu diZku (resp. zdvojnasobi) a posledna iteracia
sa zopakuje. V ziadnom pripade sa vSak nerieSi tloha (2.3). Takéto metddy sa nazyvaju
spadovymi metédami s konstantnou diZkou kroku a st predmetom zaujmu tejto prace. V

praktickych algoritmoch sa &asto kombinuji oba spominané pristupy vol'by dizky kroku.



2.2. Spadové smery

V tejto Casti uvadzame definiciu a niektoré vlastnosti spadovych smerov.

Definicia 2.3;

Nech je danéa funkciaf : R" - R, a bodx“OR".
Potom nenulovy vektas OR" nazyvame spadovym smerom funkdiev bode x ©, ak

existuje &islo A > 0 také, Ze pre vietky 0 <A <A plati: f(x* +As*) < f(x*).

Nech st dané: funkcia f: R" - R, fOC?, bod x“OR"
« vektors“TR", pre ktory plati:
(07 (x*)]'s* <0. 2.7

Potom s¥ je spadovy smer funkcie v bodex .

Dokaz: DoOkaz  bezprostredne vyplyva z  definicie  derivacie  funkcie

O(\) = F(x* +As*),AOR. -

Poznamka: Opacna veta neplati. TotiZ aj v pripade [Of (x*)]"s* =0 méZe byt smer s*

spadovy. Avsak Ipti, e ak je s * spadovy smer funkcief v bode x

[Of (x*)]" s* < 0.

K potom

Nech pre funkciuf: R" - R, fOC?, a pre bok“OR" plati:  0f (x*) # 0.
Potompre kazdu kladne definitni nxn maticuHy, je s* = —H 0f (x*) spadovy smer.
Dokaz: Pogitajme: [f (x*)]"s* = -[OF (x*)]"H,Of (x*) <0, lebo Of (x*) 20, aH je

kladne definitna matica. Platnost’ lemy 2.5 vyplyva priamo z lemy 2.4. -

Doésledok 2.6:



Za predpokladov lemy 2.5 plati:
a) Tzv. cauchyovsky smef = —[f (x*)je spadovy.
b) Ak navyse f0C? a Hessova maticg 0’ /(x*)] je kladne definitn4, potorje

tzv. newtonovsky smes® = -[0% f(x*)]"' Of (x*) spéadovy.
Doékaz: Trivialny z lemy 2.5.. =
2.3. Modelovy algoritmus

V tejto Casti uvadzame vSeobecny gradientny algoritmus na rieSenie Ulohy (Ul)

iteraénymi metdédami typu “bod” , “smer” , “krok®.

| ALGORITMUS1 I

Vstup: * funkcia s vlastnostami uvedenymi v Gasti 1.1. (tj. fOC? konvexna funkcia)

« Startovaci bodk’0R"

* symetrickd, kladne definitné&n maticaHo (naprHo=1,)

« parameter poZadovanej presnosti € > 0 (€ sa voli ako malé &slo, napr. 10°°)
Cyklusprek=0,1, 2, ...

krok 1: Vypodet gradientu g*= 07 (x*).

krok 2: Test: akﬂg"”2 < ¢, tak x* je e-aproximéacia bodu minima, stop.

krok 3: Vypocet (spadového) smeru s =—-H, g*.
krok 4: Vypocet dizky kroku A > O.
krok 5: Vypocet nového bodu x**' =x* +A s*.
krok 6: Vypocet (novej) symetrickej, kladne definitnej nxn matice Hyq1.
Kedze fje C?hladkd, konvexna funkcia, tak nutnd a postadujica podmienka na to, aby

v bodex* malaf minimum, je:g“ =0, - ngZ =0.

2.4. Newtonova itera¢na metoda



Majme tlohu (U1), pricom navyse budeme predpokladat’, Ze Hessova matica [0° f ()

druhych parcialnych derivacii funkcie v bodex(OR" je kladne definitna.

Oznacme:

« Gc= 0% (x¥) ... Hessova matica druhych parcialnych derivacii funkciebode x “OR"
« g¢=0f (x*) ... gradient funkcid v bodex*OR"

o fi ... hodnota funkdiev bode x “OR".

Newtonova metdda je zalozena na tom, ze v k-tej iteracii aproximujeme funkciuf

Taylorovym polynémom druhého stupitia v okoli bodu x, t.j. mame:
F0= i +8" (=) + (=56 (x - x) = 0(x)
Novy bodx “"* definujeme ako bod minima rydzokonvexnej kvadratickej funRcietora ma
jediné minimum. Nutna a postadujica podmienka na to, aby x “* bol bodom jej minima je:
00(x*") =0, . Mame:
0Q() = g* +G, (x~-x*) O [0Q(x*)=0, « x** =x*-G'g"].
Tedak-ta iteracia newtonovej metdédy ma tvar:
xKt = xk —[O2 f (x*)] 7 Of (x). (2.8)

Oznatme p* = x*** — x*, potomp* vyhovuije ststaves, p* = —g* (s neznamop*). Teda
iteraciu (2.8) mozno realizovat’ bez vypoctu inverznej Hessovej matice (o je vypoctovo
naroénejsie, ako riesit’ spominanu sustavu). Potom: x**' = x* + p*. Teda v zmysle vzt'ahu
(2.1), sa v newtonovej metdde voli sreér p* a dizka kroku Ay = 1.

Poznamenavame, Ze sa tu vyuziva tzv. newtonovsky smer spominany v dosledku 2.6.
Ak je f kvadraticka funkcia, tak newtonovou metodou najdeme jej minimum hned’ v prvej
iteracii, lebo vtedy su funkcié aQ totozné.

Je nutné podotknuit’, ze pri vol'be A x = 1 v kazdej iteracii, newtonova metdda (2.8)
nevykazuje dobra konvergenciu k bodu minima nekvadratickej furik@iento nedostatok

je mozné odstranit” vol'bou optimélnej dizky kroku. Takto pozmenena newtonova metdda sa

nazyva tzv. "“modifikovana newtonova metéda“ akep iteracia ma tvar:




XK= xK = [O%F(x4)]710f (x4) (2.9)

kde A i je optimalna diZka kroku.

2.5. Kvazinewtonovské metody

Kvazinewtonovské metddy itera¢né metddy na rieSenie tlohy (U1), pricom zakladna

myslienka pochadza z modifikovanej newtonovej metddy (28limalnou dizkou kroku .

Nevyhody modifikovanej newtonovej metddy su, Ze v kazdej iteracii musime:
* vypotitat’ Hessovu maticu 02 f (x*)
o riesit systém 02 f(x*)s* = -0f (x*), s neznamog®

* riesit’ pomocnu tlohu (2.3).

Prvé dva nedostatky mozno odstranit’ tak, ze budeme v kazdej iteracii minimalizaéného

procesupostupne aproximovat inverznti Hessovu maticu [0 f (x*)]™. Toto je zékladna

myslienka kvazinewtonovskych metod. Poznamenavame, Ze tieto metody pracuju s

optimélnou dizkou kroku a s prvymi parcialnymi derivaciarfinkcie f.

Ked’ze kvazinewtonovské metody vychadzaju z prvotnej myslienky modifikovane;
newtonovej metody, a tato v kazdej iteracii minimalizovala kvadraticki rydzokonvexnu
funkciu Q, tak aj prva analyza a tvorba optimalizaéného algoritmu pomocou
kvazinewtonovskych metdd bude pre kvadratickl funkciu, a potom sa urobi zovSeobecnenie

aj pre nekvadraticku funkciu.

Oznacenie:
« g"=0f(x")
o p*=x""-x¥, teraz v zmysle vztahu (2.1) mame: p* = A s*

. y Egk+1_gk



« rf=p -Hyy"
« G, = 0%f(x*) = Hessovamatica funkcie f v bode xOR"

= aproximécia inverznej Hessovej matigig” f (x*)]™

=
]

« B, = aproximacia Hessovej matidg” f (x*).

Veli¢iny neoznafené ziadnym indexom suvisia s k-tou iteraciou, a tie, ktoré budu

oznacené indexom “+ suvisia s (k+1)-vou iteraciou. Napr.Hw1=H. , X K=y,

Nova maticaHy.1 sa voli v tvare aditivnej korekcie matiek:
Hya =H +AH, (2.10)
Kazd4 matica Hy by mala spliiat’ nasledovné poziadavky:
* matica Hy je symetricka, pretoZe aproximuje inverznii Hessovu maticu a kazda C 2
hladka funkcia ma symetrickll Hessovu maticu
* matica Hx je kladne definitna, pretoze toto je nevyhnutné pre modifikovant

newtonovla metodu, z ktorej vychadzame

* korekéna matica AH, je jednoduché, ¢o je vyjadrené jej malou hodnostou ( hodnost

najviac dva, kvoli jednoduchosti vypoctu matice Hys1)

» kvazinewtonovskl podmienku:

H,.y" =p*, (resp.AH, y* =1%) (2.11)

pretoZe tato plati pre inverzni Hessovu maticu G ™ kaZdej kvadratickej funkcie:
1
f(x) EExTGx+th+fO : (2.12)

(kdeG = G T je kladne definitn&gxn matica), pre ktor(i sa robi prvotna analyza.

Totiz z (2.12) mame: g¥ = Gx ¥ + h, G, = G, pretoy ¥ = G(x “* - x¥) = Gp ¥,
¢o je ekvivalentné s:
Glyk=pk. (2.13)
Medzi znadme triedy kvézinewtonovskych formdl patri a tzv. Broydenova

jednoparametricka trieda, ktora ma tvar:



T T
H,=H+P H{y T s oy Hy)ww, (2.14)
p'y y'Hy

kde w=_FP _ , (2.15)

a PR jeparameter.

Ak je matica H kladne definitna, a vektorp, Hy su linearne nezavislé, potom nutna a

postacujuca podmienka na to, aby bola kladne definitna aj madice:

O . (p'y)? O
gp y>0 00 &> - 0 (2.16)
0 (P'Y)?=(y"HY)(p'H™p) O

Dokaz (2.16) je mozné najst’ v [1], strany 253z 257.

Poznamenavame, ze z Cauchy-Schwartzovej nerovnosti vyplyva, Ze zlomok v (2.16) je
zéporny, a teda aj kazdé nezdporné @® spolu s podmienkoup'y > 0 zarucuje kladnt
definitnost’ matice H..

Ak je maticaH kladne definitna, a vektorp, Hy su linearne zavislé, tak nutna a

postatujuica podmienka kladnej definitnosti matice H+je: p'y > 0 (pozri d6kaz vety 4.3).

RoOznymi vol'bami perametra @ dostavame rézne formule.

Niektoré zname vol'by parametra ®:

» ® =0, vtomto pripade dostavame tzv. DFP formulu

* @ =1, tejto vol'be zodpoveda tzv. BFGS formula, ktora ma tvar:

T T T T
H+:H+%+y HyEpp _Hyp +py H

p'y Op'y p'y
p'y
c ®P=———— takto dostavame tzv. SR1 formulu, ktora ma tvar:
p'y-y Hy
.
H,=H =+
ry

VSeobecny kvazinewtonovsky algoritmus dostaneme nasledovnou modifikaciou
algoritmu 1 (pozri stranu 13):

* v kroku 4 volime optimalnu dizku kroku



« v kroku 6 generujeme nxn maticu Hy. tak, aby spifiala vietky Styri poZziadavky

uvedené na strane 16.

Tzv. Broydenov algoritmus je Specialnym pripadom vSeobecného kvazinewtonovského

algoritmu pre vol'bu matice Hy+1 Z Broydenovej triedy (t.Hy+1 je generovana vzt'ahmi (2.14)
a (2.15)).

Definicia 2.7

Nech je dana symetricka, kladne definitmén maticaG.
Potom nenulové vektons’, .., s ™ OR " sa nazyvajlG-zdruzené (resp.
G-konjugované), ak pre vSetkyd <j < n-1 plati:

s' 'Gs! = 0. (2.17)

G-zdruzené vektory <, ...,s™* st linearne nezavislér/.

Dokaz: Sporom. Nech je napriklad nenulovy veksdt linearnou kombinaciou ostatnych

n-1
vektorov s, ...,.s ™. Potom existjii skalarey, ...,0n1 také, Ze: s° = Z a,s . Z definicie 2.7

. n-1 ) ) . .
mame, Ze pre j =1, ...,n-1 plati: 0s°'Gs! = Z a,s'Gs'=0;s' "Gsl.

Pretoze G je kladne definitna matica & # 0y, tak s' 'Gs' > 0. Nasledne dostavaroe= 0,

pre j = 1, ...,n-1, ¢o dava s° = 0. Spor! -

Nasledujuca veta zdoraziiuje vyznam G-zdruZenych smerov pre kvadraticka funkciu .

Nech su dané: kvadraticka funkcia (2.12)
* G-zdruzené smery s°, ...,s™ OR"



« iteracny proces (2.1), kde Ay je optimélna dizka kroku a x°OR" je
I'ubovol'ny Startovaci bod.

Potom x" jebod minimafunkcie (2.12).

Dokaz: Z (2.12) mame: g(x) = Gx + h je gradient funkcief v bode xOR". Pre

M n1 .
kO, ..., n-2} mozno pisat: x " = x ¥t + Z a,s . Potomg(x ") = g(x "*) + Z a,Gs' .

i=k+1 1

k1) = 0. Pritom sme

Po prenasobeni vektorosh " (sprava) dostavame® Tg(x") = s*Tg(x
vyuzili vztahy (2.17) a (2.4). Naviac z (2.4) mame: s™ Tg(x ") = 0. Teda vektog(x ") je

ortogonalny ku vetkym smerodf} ..., s™* (ktoré st podl'a lemy 2.8 linearne nezavisl¢), a

preto platig(x") = 0. To vak znaci, ze X" je bod minima funkcie (2.12). -
Lema 2.10:
Uvazujme Broydenov algoritmus (str.18), pricom naviac definujeme tieto vektory:
o pX=AesK
. yk=ghl.gk
Ak g“#0, potomplatii  ah\#O0.

wyy* > 0.

Dékaz: @) Sporom. Nech A, = 0. Potom z Broydenovho algoritmu dostavamé? = x ¥,
gt =g* Odtial’ s vyuzitim (2.4) mameg*'s* = g“? sk = 0. Ale g*"s* = g*"Hg* < 0,
lebo Hy je kladne definitna maticag®# 0,. Spor!

b) Vyuzijiic vztah (2.4) pocitajme: p*Ty*=p*T(@** - g*) = As*T(@** - g¥) =
= As*"g¥ To spolu s tvrdenim a) g@“"s*= g*"H,g* < 0 davap*Ty*# 0. Avsakf je

konvexna funkcia, preto vzdy plati: p kTyk > (. Odtial’ uz vyplyva tvrdenie b). -

Uvazujme Broydenov algoritmus aplikovany na kvadraticki funkciu (2.12), pricom

definujme vektonp® =\ s* a y*=g*"* - g¥ Nech naviac pre 9j <k plati: g' # 0,



Potom pre vSetky &j <i< | < k plati:

Hiy' =p’ (2.18)
g''p'=0 (2.19)
p''Gp’ =0. (2.20)

Dokaz: Najprv niekol'’ko pomocnych vzt'ahov:
Z (2.4) mame:
g(J+1)T i=0 g(J+1)Tp i (2.21)
Z definicie predoslych veli¢in:
p'=Ns'=AHg' (2.22)
Vetu dokazeme indukciou vzhl'adom na | (sticasne vsetky tri vztahy).
1°Nechl =1, j=0,i =1. Vztahy (2.18) a (2.19) platia trivialne z (2.11), resp. z (2.21).
Kedze g° # Oy, tak podl'a lemy 2.10 moZno vztahmi (2.14), (2.15) korektne skonstruovat
kladne definitnd maticutH;. Postupnym pouzitim vztahov (2.13), (2.22), (2.11), (2.21)
pocitajme: p°'Gpt =y° Tp* = A1y’ TH1g' = A p° gt = 0. Tym je 2 dokazana.
2° Indukény predpoklad: nech su tvrdenia (2.18), (2.19), (2.20) platné pre 1< | < k.
3° Overme platnost’ (2.18), (2.19), (2.20) pre 1+1< k.
a) Kedze gI # Op, tak podl'a lemy 2.10 mozno vztahmi (2.14), (2.15) korektne
skonstruovat’ kladne definitnt maticu Hy+1. Z (2.11) prej =1 trivialne plati H.1y! = p.
Vyuzijue (2.14), (2.15), a indukény predpoklad o (2.18) pre 0 < | <| pocitajme:

IT __j D

P .V T I .V y p _

Himy =p' +p' £ Hy -WWwaﬂ - 0=
p y lTyl leH[le

IT IT IT
=[(213)]= pJ +p| P ]Tp] _H y| p p +CD| (yITH )/)V\) DP lTpl p[T /4 [D: pj.
y''Hy' v y'Hy'O

Pritom pri poslednej rovnosti sme vyuzili indukény predpoklad o (2.20).

b) Z (2.21) prej =1 triviaine plati g!™Vp ! =
Postupne vyuzijuc indukény predpoklad o (2.19), vztah (2.13) a indukény predpoklad o
=@ +y")'p'=y''p'=p'"ep'=0.

c) PreO<j<i=I+1 pocitajme: p' 'Gp' =p! "Gp"™! Friy=y! ' Fea2=

(2.20) pre & j<| pocitajme: g™V’



=-Al yj "Hig "= A pj 9 "1 = (. Pritom pri poslednych dvoch rovnostiach sme vyuzili

uz dokazané vzt'ahy (2.18), (2.19). m

Z definicie 2.7, vety 2.9 a vety 2.11 vyplyva pre kvadratickd funkciu (2nii&pkova

konvergencia Broydenovho algoritmu (s optimalnou diZkou kroku).

2.6. Ciel’ diplomovej prace

Nedostatkom kvézinewtonovskych metdd je pocitanie optimalnej dizky kroku v kazdej

iteracii (¢im sa pre kvadraticku funkciu zaru¢uje n-krokova konvergencia algoritmu).
V diplomovej praci sa zameriame na podrobnu analyzu (z literatari zndmych) Styroch

kvazinewtonovskych metdd Isonstantnou dizkou kroku, ktoré pre kvadraticki funkciu

zarucuju (n+1)- krokova konvergenciu optimaliza¢ného algoritmu.

3. SR1 - metéda



Odvodenie tejto formule je elementarne. Totiz kazda symetricka AH matica hodnosti
jedna, sa d4 vo vieobecnosti zapisat’ v tvare: AH = aaa’, kde a je nenulovy skalar a je
nenulovy vektor ZR ". KedZe sa jedna o kvazinewtonovsku formulu, musi byt splnena
kvazinewtonovska podmienka (2.11), t.j. musi platit: AHy =r (pouzivame oznacenia z Casti
2.5.). AvSakAHy = a(a'y)a, odtial’ dostavame: a(a'y)a = r. Ked’ze mame istii volnost’ vo

vol'be skaléra a, tak mozno zvolit' @ = r, z &oho nasledne méame a(a'y) = a(r'y) = 1. Zrejme,

akr'y# 0, potoma = . Dostavame tak SR1-formulu:

rT
T T - — T
H o=H+" (espAHy, =" o o, =g+ PP H) (9,
r ry (p—Hy)' y

Este si premyslime, & by aj v pripade, ked’ r'y = 0, existovala nejaka kvéazinewtonovska

symetrickd formula hodnosti najviac jedna. Z predchadzajticej analyzi je zrejmé, Ze by muselo
platit’ a(a"y)a=r, z ¢oho mame: 0 = r'y = a(a'y)@'y). Odtial’ vyplyva a(a'y) = 0, a spatnym
dosadenim da(a'y)a = r dostavame, Ze by muselo platit”: r = 0,. Preto ak'y =0 ar = 0,,
tak kazdy vekor a a kazdy skalar a, pre ktoré plati(a’y) = 0, su vhodné. Obycajne v
pripade, ked’ r = 0, , volime H, =H. Ak by v3akr'y = 0 ar # 0,, potom z

predchadzajicich avah vidno, ze SR1-formula neexistuje.

Zial' nemozno garantovat’ “dostatoénu velkost * menovatel'a r'y (dokonca moze byt
nulovy, vtedy formula (3.1) nie je korektnd), preto je formula (3.1) numericky nestabilna.
Naviac nemozno zaruéit ani r'y > 0 a vtedy (aj napriek kladnej definitnosti matldg

nemusi byt’ matica H. kladne definitna. Totiz pre kladne definitni maticu H mame:

r'Hr

detQ—|+):%+ = Edetﬁ), (3.2)
ry

a ak r'y <0, tak tento determinant nemusi byt kladny (vztah dokdZeme pouZitim

nasledovnej lemy).

Lema 3.l
Majmenxn maticuM = I, +Bbb", kde je nenulovy skalar @, # bOR" .

Potomvlastné &isla matice M sG: A1 =...=Ap1=1 ah,= (148b'b).



Dokaz: Zrejme existujl linearne nezavislé vektotyV?, ... ,v™ OR" kolmé nab. Potom
MvI =v! + Bb'V))b=v! +B.0b=V!, prej = 1, 2, ... n-1. Tedav’ st viastné vektory matice
M a prisluné vlastné &sla Ay, ... ,Anz st jednotkové. Dalej Mb=b + B(b'b)b = (143b'b)b, z
¢oho vyplyva, ze b je n-ty vlastny vektor maticeM a prislichajuce vlastné &islo je
A = (14Bb"). -

Poznamka:(dokaz vztahu (3.2))

Z kladng definitnogti H a z (3.1) mameH %H+H 72 = I, +Ti.H %rrTH %. Z lemy
r-y

= det(H 2H_H %) = detf.).det(H )™

r'H E: 1+rTH%H%r

r.Ty T

3.1 dostévam%+
ry

Pritom sme vyuzili, Ze determinant matice je rovny sucinu vsetkych jej vlastnych ¢isel. g

Napriek speminanym nevyhodam SRI1-formule (moZna numerickd nestabilita a
nemoznost” garantovania kladnej definitnosti matce Hys1 ) ukdZzeme, Ze pri jej “UspeSnej*
(tento pojem zahriia druhy a piaty predpoklad nasledujucej vety) aplikacii na kvadraticka
funkciu (2.12) dostavamed, = G ™. Pritom tento vysledok nezavisi od pouZitych diZiek

krokovAg, ..., An1.

Nech su dané: kvadraticka funkcia (2.12)
« linearne nezavislé vektory’, ...,p™* OR"
« vektory y*=Gp* (k=0, ...,n-1)
* postupnost’ Nxn maticHy definovand vztahom (3.1) pre k=1, ...,n,
pricom Hg je I'ubovol'na symetricka nxn matica
« vektory r *=p*-Hey* (k=0,...,n-1), o ktorych predpokladame
r {Ty¥) 2 0, aby boli maticél,.; korektne definované.

Potom plati: H,=G™



Dokaz: Uvedomme si, ze treti predpoklad je vlastne vzt'ah (2.13), ktory vyplyva zo vztahu
(2.12). Najskor indukciou dokazeme, ze pre pevne zvolené j[I{1, ..., n},apre k=0, ..., j-1
plati: H;y*=p*

Indukcia vzhl'adom na j.
1° Nechj = 1, k=0. Zo vztahu (3.1) vyplyva: Hiy’=p".
2° Indukény predpoklad: nech pre €j <n, a prek=0, ...,j-1 plati: H;y*=p*
3° Overme platnost”: Hj+1yk:pk, prek=0,1, ..J, kde I j+1< n.

Z (3.1) prek =] trivialne plati: Hy:1y*=p*

T,k
Dalejnech 0< k< j. Z(3.1) a 2méme: Hjuy* = ijk+:JT§j =
KT(pl =H .v}) kKTani — nkTeni
o+ (|ojT j Y i 1y= p* + P Gpn'? G’ i —pk
r r''y

Tym je indukcia Uplna.

Odtial’ pre k= 0, ..,n-1 plati: H,y*=p* To podla (2.13) znamena: H,Gp*=pk
Ale podrl'a predpokladu sa p° ...,p™ linedrne nezavislé vektoryR", preto matic#, ktorej
stipce pozostavaju z vektorov p¥, je regularnaxn matica a plati:

HyGP=P O HyG=I, O H,=G™. -

Z uvedenej vety vyplyva, Ze ak algoritmom 1 (pricom v kroku 6 je Hyq generovana
vztahom (3.1)) s kvadratickou funkciou (2.12) vykoname n “UspeSnych“ iteracii s
“jednotkovymi krokmi* A¢ = 1, tak v (+1)-vej iteracii mame k dispozicii newtonovsky smer

n

s" = -G 'g". Potom pri vol'be A, = 1, je tato if+1)-v4 iteracia newtonovskd, a teda uréuje

minimum kvadratickej funkcie (2.12) (pozri tiez Cast’ 2.4.).

4. Davidonova metdda



V Broydenovej triede kvazinewtonovskych formul sa pre transforméciu niéitieeH .
vyuzivaju vektory p a Y. Davidon dokézal, Ze na tento ucel nie je nevyhnutné pouzivat’
vektoryp a y, ale existuje cela mnozina dvojic vektorov a, bOOR", ktoré na to mozno pouzit’,
pri¢om bude stale zachovana platnost” kvazinewtonovskej podmienky H. y = p. Nakoniec
Davidon pouzitim projekcii vektorov p ay vytvoril akusi zovSeobecnenu SR1 formulu, ktora
odstrariuje oba nedostatky povodnej SR1 formule (t.j. numericki nestabilitu a moznu
indefinitnost’ matice H,). Pritom aj tato Davidonova formula zachovawve1()-krokovu

konvergenciu pri aplikécii algoritmu (s konstantnou dizkou kroku) na kvadraticka funkciu.

Teraz zavedieme niektoré oznacenia.
NechA, B st dve matice s rovnakym poctom riadkov, potom:
* [A, B] je matica pozostavajticu zo stipcov matice A nasledovanych stipcami matice B.
« BJA oznatuje, Ze priestor generovany stipcami matice A je podpriestorom priestoru
generovaného stipcami matice B. Zrejme :
BIA} < {existuje maticM taka, ze plati: A =BM }.
« BJ|A oznatuje, Ze plati BJA a A|B. Specialne (pre jednostipcové matice):
ullv pre u, VOOR" oznacuje, Ze existuje &islo A # 0 také, Ze plati: v = Au.
* A>0 oznacuje symetricku, kladne semidefinitna Stvorcovii maticu A.

* A>0 oznacuje symetricku, kladne definitnu §tvorcovi maticu A.

(vlastnosti symbolti | )
a) (AB aB|C) O A[C.
b) AIB 0 CA|CB pre kazda maticu C.
¢) CAICB O AIB pre kazdu regularnu maticu C.

Dokaz:a) AIB O existuiematicaM; taka, ze B=AM;. B|C 0O existuje maticaM, taka,
7¢ C=BM,. Teda mameZ = BM, = AM;M, = AM, kdeM = M;M,. Odtial’: A|C.

b) AB O existuje maticaM taka, ze B = AM. Po prenasobeni maticdli zI'ava
mame:CB =CAM [0 CA|CB.



c) CA|CB O existuje matica M takd, ¢ CB = CAM. Po prenasobeni maticali*

zl'ava dostavame: B=AM [ A|B. -

Poznamka: V predchadzajicich tivahach sme predpokladali, Ze prislusné matice majt
vhodné rozmery, aby dané vyrazy a pouzité operacie mali zmysel. Vo vSetkych nasledujucich

Castiach a kapitolach budeme pouzivat’ oznacenia z Casti 2.5.

Nech st dané¢ symetricka, kladne definitn@n maticaH, t.j.H >0
« vektorya, bOR", pricom a'b > 0.

Potom pre symetrickixn maticu H,. =H + AH plati nasledujuca ekvivalencia:

0 H.,b=a 4.1 O

. [Hb, a]| AH 420

0 0
[(Prenejakéd [J Rplati: O

T T
Q H,=H+2 _HOPH | o, (4.3)@
g a’b b'Hb 0
a Hb a
de Vs —-— . 4.4

% a’b b Hb 449 B

Ak su navySe vektorg, Hb linearne nezavislé, potoM. je kladne definitna matica
(aTb)2
(a'b)’ - (b"Hb)a"H 'a)’

prave vtedy, ked”:

Dokaz: Z a'b > 0 vyplyva:a # O,ab # 0,. To spolu H > 0 daveb'Hb > 0 aa'H *a > 0.

Implikaciall je trivialna. Budeme teda dokazovat’ len [ implikaciu.

7 (4.2) a symetrie mame, 7¢ AH =H, -H =aaa' +pB(Hba”™ +ab"H)+3Hbb"H , pre

nejakéa, 3, 3LIR. Po prenasobeni tejto rovnice vektorosprava dostavame:
H.b-Hb=a(a"b)a+B(a’b)Hb +B(b"Hb)a + d(b"Hb)Hb .

Teraz zo (4.1) mame, ze skalare a, 3, d musia vyhovovat’ sistave rovnic:



1=a(a’b) +B(b"Hb)

1= B(a’b) + (b" Hb) , ktorGl dostaneme porovnanim koeficientovara Hb.
-1 = a +

Ak zavedieme substitlcils = - , kde @R, potom mozno pomocou @ vyjadrit’ aj

¢
(a'b)
P(b'Hb) +(@'h) _ ®-1

@b)? ' (b'Hb)

koeficientya ad. PresnejSien = . Po dosadeni (a Uprave)

do prvej rovnice v tomto dokaze dostavame (4.3) a (4.4).

Dokaz podmienky kladenej n@ je mozné najst’ v [1], strany 253 az 257. -

Vsimnime si, Ze vztah (4.1) svojou Struktdrou pripomina kvazinewtonovskd podmienku
(2.11), a vzt'ahy (4.3), (4.4) zasa Broydenovu triedu (2.14), (2.15). Nasledujuca veta dokazuje,
7e vo vete 4.2 nemusime nutne pouzit' vektory a =p a b =y na to, aby bola splnena
kvéazinewtonovska podmienka (2.11). Budeme sa snazit o taka vol'bu vektorov a, b, aby bola
splnena podmienka (2.11), a aby algoritmus s konstantnou dizkou kroku zachovaval (n+1)-

krokovu konvergenciu pre kvadraticka funkciu.

Nech su dane: symetricka, kladne definitnén maticaH, t.j.H >0
 a,b,p,yOR", pre ktoré plati:
a-Hb=p-Hy (4.5)
ab=p'b=a'y>0. (4.6)
Potom pre v3etkp[JR maticaH. =H + AH tvaru (4.3), (4.4) spliia kvazinewtonovsku
podmienku (2.11). NavySe existufCIR také, Ze je matica H. kladne definitna.

Dokaz: Prenasobenim vzt'ahu (4.5) vektorom b’ z'ava dostavame:
b™H(y - b) =b'(p- &) =er= a'(y - b) =tue1=0. (4.7)
Z (4.3) mame:
aa'(y-b) Hbb"H(y-b)
b'a b"Hb
To spolu H, =H +AH dava:H.y=Hy+H.b-Hb=jay=Hy+a-Hb=us=p.

AH(y - b) = + ®(b"Hb)w' (y —b) =44, @7)=On.

Pre linearne nezavislé vektoay a Hb sta¢i zvolit’ napr. @ = 0, potom podmienka ri

z vety 4.2 je (v désledku Cauchy-Schwartzovej nerovnosti ) splnend,tuteda



Ak a a Hb su linearne zavislé vektory, potom existuje ¢islo n také, ze a = nHb.
Dosadenim da'b > 0 dostavame > 0 (Totiz z a'b > 0 vyplyvab # 0, ¢o spolus H > 0
davab"™Hb> 0). Potom z (4.3) a (4.4) vyplyva, Ze pre vietky vol'by parametra ®OR plati:

Hbb "H

Hi=H + (r] - 1) —(bTHb)

. Po (prave:H 72H H 72 =1, +bnT_;1bH}/zbbTH%_

Odtial’ je zrejmé, Ze matica H. je kladne definitna prave vtedy, ked’ je kladne definitnd aj
matica na pravej strane rovnice, a to je podl'a lemy 3.1 prave vtedy, ked” n > 0. AvSak tato
podmienka je splnend, pretoHe kladne definitnd. Tym sme dokazali, ze bez ohl'adu na to,
& su vektory a aHb linearne zavislé, alebo nie, ak plts> 0 aa'b > 0, potom sa z formdll

(4.3), (44) vzdy da skonstruovat’ kladne definitnd matica H.. -

Pripominame, e a'b> 0 je aj nutnou (nie len postacujiicou) podmienkou na to, aby H.

z (4.3) a (4.4) bola kladne definitna. Totiz H. b=a 0 a'b=b" H.b. A ak jeb # 0, tak pre
kladne definitn( matict. musi platit’ b' H.b > 0.

Zo vztahu (4.5) vyplyva, ze zadanim jedného z vektorov @, b je ten druhy jednozna¢ne
uréeny. Takze s d’al$imi dvoma rovnicami v (4.6) mame (n-2)-rozmerny priestor dvojic
vektorov a, b, ktoré spiiiaju vztahy (4.5) a (4.6). Dokaz vety 4.6 (ktorti uvadzame neskor)
dava aj navod na konstrukciu vhodnych vektoepwb, a to tak, ze pomocou vhodnej

projek¢nej matice P sprojektujeme vektoryp ay.

Skor, ako vyslovime vetu 4.6, pripomenime niektoré pojmy a vlastnosti projekénych
matic. Budeme pouzivat’ nasledovné oznacenia:
* R(A) = {tOR™ | Az=t,ZLIR" } je obraz zobrazenia uréeného Mmxn maticouA
e N(A) ={ ZIR" | Az =0y} je nulovy priestor (jadro) zobrazenia uréeného mxn
maticol\
« £(a' a% ...,a™) oznaduje linearny obal vektorova’, a ...,a™OR",
Nechq, sOR", a nech prexn maticuP plati:P?>=P (t]. P je projektor).
Potom plati: .LPq=q < qOJR(P).
IPs=0, = SON(P).



DoOkaz: Ozna¢me i-ty stipec matice P vektoromc',i=1, ..., n.

Potom [c!, ..., c" =P, PP=[Pc}, ..., Pc"]. Nasledne 22=P prei = 1, ...n mame:
Pc' =c'.

Dalej pre T'ubovol'né ZOR" oznaéme: t = Pz=z.c! + ... +z,.c", kdez jei-ta zlozka vektora z

Vidno, Ze t je linearnou kombinaciou stipcov matice P. NavySez prebieha cel®", a teday;

prebieha cel® Z toho je zrejmé, ze R(P) = £ (c', ...,c"). Preto:

qdR(P) < qje linedrnou kombinaciou stipcov matice P.
l. (O) Ozna¢me q; akoi-tu zlozku vektora g. PotomPq = Z q.c' (tj. Pqje linearna

kombin&cia vektorog', ...,c"), a pretdPqOR(P). Aviak Pq =g, a tak agOR(P).
0) Ak qOR(P), potomq je linedrnou kombinaciou vektora#, ..., ¢ ". Preto
Joi0R, i =1, ...n, také, Ze q=0.Ct + ... +a,c".  Odtial*
Pg=ay.Pc' + ... +an.Pc" gpci=c= an.ct + ... +a,c"=q.

Il. Trivialne, z definicieN(P). -

Poznamka: Z lemy 4.4 je zrejmé, Ze projektor P = P2 sprojektuje vektor sdm na seba prave

vtedy, ked’ je tento projektovany vektor linearnou kombinaciou stipcov matice P.

Dosledok 4.5:
Nech pre nxn maticu P avektory r, uCR" plati:s P? =P
o [r,ulIP.
Potom pres, q0R", s# 0, plati:
. Pg=q < (q jelinearnou kombinaciou vektorav a u.
I. Ps=0, O S{R"\L(,u)}
Dokaz: . Z [r, u] || P mame, Ze priestor generovany vektormi r a u je rovnaky ako priestor
generovany stipcami ¢' maticeP, a preto st zhodné linearne obdl, u) a £(c, ...,c").
Navyse vieme, ze R(P) = £(c, ...,c"). PouZitim lemy 4.4 vyplyva tvrdenie I. dosledku 4.5.
Il. Zs # 0, aPs =0, vyplyva, Zze s # PS. To podla lemy 4.4 znaci, ze¢ STIR(P),
pri¢om z dokazu . v tomto dosledku mame: R(P) = £L(r, u). Preto platisT{ R"\ £(r, u)}. m



Nech st dané ¢« symetricka, kladne definitmén maticaH, t.j.H >0

*p,y,udR" ar=p—Hy.

Potom: |. Existuje jedinéxn maticaP spiiajuca: « P? =P (4.8)
« PH=HP' (4.9)
o [r,u] || P. (4.20)

II. Ak navy3ey'Pp > 0, potomexistuje symetricka, kladne definitndn matica
H. =H + AH, spliiajuca: s H.y=p (4.11)
o [r,u] | AH. 4.12)

Dokaz: 1. Najprv skonstruujemeP spiiiajucu (4.8) az (4.10), a potom dokazeme jej
jednoznacnost’. Ozna¢me: X = [r, u] akonx2 maticu hodnosti, kde[}{0,1,2}. Potom pre
tito maticu existuje kostrovy rozklal = YZ, pricom Y je nxl aZ je Ix2 matica a obe su
hodnostil. Ked’ze H > 0, potomix| maticaY "H Y je tieZ kladne definitna (Dokaz: nech
VvOR!' je nenulovy vektor, potom= Yv je nenulovy vektor R". TotiZ ¢ je nenulova linearna
kombinécia v&etkych stipcov matice Y, a tieto st linedrne nezavislé, lebo hodnost’ Y je .
PotomVv'Y ™H Yv = ¢c'H "¢ > 0, leboH ™ > 0.). Preto existujeY('H ™Y) *, a mozno
skonstruovat’: P=Y(YHY)?YTH™

Iahko preverime podmienky (4.8) a (4.9). Dalej: X = YZ O YJX, t.j. priestor generovany
stipcami matice X je podpriestorom priestoru generovaného stipcami matice Y. AvSak
hodnost’ matic X a Y je rovnaka, a teda dimenzie priestorov generovanych stipcami tychto
dvoch matic st rovnaké. Preto su oba priestory zhodné, ¢o znaci Y || X.

Dalej: P = Y[(Y "H YY) 7Y TH ] = YM, teda Y|P. NavySe ¥ "H *Y) * aH * su kladne

definitné (teda aj regularne) matic¥ ana hodnost’ |. Preto hodnost’ P je tiez I.

PotomY || P (podobne to bolo X aY). Spolu teda mam: || Y aY || P, ¢o dava: X || P.
Dékaz jednoznaénosti: nech Q # P je indnxn matica spiiiajuca (4.8) aZ (4.10). Z (4.10)
mameQ || X aX||PO Q|| P. TedallK,, K, matice (vhodnych rozmerov) také, Ze plati:
P=0QK;aQ=PK..
PotomQP = Q(QK1) =j4e1= QK1 = P. Vymenou UlohP, Q dostaneme tiez PQ = Q. Z (4.9)
mame; P=HP'™H* Q=HQ'H™

Potom:



P=QP=HQHH(HPTHH=HPQH'=HQH"=Q.
TojevsporesQ#P.
1. Definujme vektory b= P 'y a a=Pp. Teraz b'a = y'PPp =jug)= y'Pp > 0
(podla predpokladu). Vyuzijic vzt'ahy (4.8), (4.10) a dosledok 4.5, mame Pr =r. Overime
spinenie predpokladov (4.5) a (4.6) vety 4.3. Plati:
a-Hb=Pp-HP'y Sjeg91=Pp- PHy=P(p-Hy) =Pr =r.

Plati teda (4.5). Platnost’ (4.6) overime jednoduchym dosadenim za vektory b, a, pricom sme
uz vy&sie ukézali b'a > 0. Z vety 4.3 dostavame: existuje symetricka, kladne definitna
matica H., spifiajuca vztahy (4.3), (4.4) a (4.11). Nasledne z vety 4.2 vyplyva platnost’
vztahu (4.2). Dalej pocitajme:

[Hb, & =[HPy, Pp] =iway= [PHY, Pp] = P[HY, p].
Z (4.10) mamér, u] ||P O existuje maticd (vhodnych rozmerov) taka, ze plati:

P = [r, ulM. (4.13)

Podl'a (4.2) existuje matica N (vhodnych rozmerov) takd, ze plati: AH = [Hb, a]N. Po
dosadeniHb, a] = P[Hy, p] mame:

AH =P[Hy, pIN =j@131=[r, uM[Hy, p]N =[r, u]A,
kdeA = M[Hy, p]N. Tak dostavamér, u] | AH. -

Nech st dané: symetrick&nxn maticaG =G
* symetrickd, kladne definitnén maticaH, tj.H >0

« idempotentnéxn maticaQ = Q2 (tj. Q je projektor).

Potom platia nasledujuce tvrdenia:
. Ak GQ aH™Q st symetrické matice a
«GQ=H"Q (4.14)
_potom platiHG)Q =Q =Q(HG).

II. Ak naviac prep, y, uR" plati:



e Gp=y (4.15)

*(h-Qpllu, (4.16)
potom existuje ¢islo A # 0 také, ze plati:

*p=Au+Qp (4.17)

cy=AGU+Q'y. (4.18)

lIl. Ak navy$eu'Gu > 0, potom prenxn maticu

uu'G

Q, =Q+ Ry (4.19)
plati:

* rank@Q:) = 1 + rankQ) (4.20)

*QI=Q, (4.21)

+ GQ, =Q/G (4.22)

* Q:I[Q. pl (4.23)

* Q. IQ7, . (4.24)

IV. Naviac pre vektorr = p —Hy existujenxn matica H. =H + AH taka, Ze

plati: *H,>0 (tj. je symetricka a kladne definitnd) (4.25)

e Hoy=p (4.26)

o [u,r]|AH . (4.27)

V. NavySe akH. = H + AH je nxn matica spifiajica vzt'ahy (4.25) az (4.27),

potom platiz» GQ, a H;'Q, su symetrické matice a

GQ, =HQ, (4.28)
* H.Gu=u (4.29)
e (In- QHHMu || (ur™ -rufy. (4.30)

Dokaz: I. Po prenasobeni (4.14) matiddulava mame: HGQ = Q. Zo symetrieH aH Q
dostavametd *Q = Q "H ™. Tlto rovnicu vynasobime maticahtizl'ava a HG sprava. Potom
méame:QHG = HQ'G. Transponujme (4.14), priom zohl'adnime symetriu matic G aH Q.
Plati:H Q =Q'G. Spolu to davaQHG = Q. Tym je I. dokazana.



II. Z definicie symbolu|[* a z (4.16) mameZA £ 0 také, Ze plati: (I, - Qp =A.u, t.).
p = Au + Qp. Dalej prenasobime rovnicu (I, - Q)p = Au zl'ava maticou G. Dostavame:

AGU = (G - GQ)p Symeriac,60= (G- Q'G)p=Cp-Q'Gp =y -Q'y.

lIl. Z 4.16) mametlA # 0 také, Ze plati: (I, - Q)p = Au. Prendsobime zl'ava maticou
Q, pricom vyuzijeme Q = Q2 Dostavamed, = AQu, pricom A # 0. Preto:
Qu =0, (4.31)

T T T T
Dalej: Q? :%Jruu G%jyu GE:[Q:QZ]:Q++UU GQT+Quu G _

u'Gu u'Gu u'Gu
T T T
uu G+Quu G
[netriaGaGQ= Q, + 0 T 0 H@3n= Q..
u Gu
Guu'G Guu'G

Pocitajme: QIG =419 =Q'G +

= [symetriaGaGQ] = GQ +

= GQ, .
u'Gu Q

u'Gu
Skor ako budeme dokazovat vzt'ah (4.20), treba si uvedomit’, ze nxn maticaQ; nemoze

mat’ hodnost’ va¢siu ako n. Toto vSak nie je v rozpore so vztahom (4.20). Totiz ak by

rank@Q) = n, tj. ak bynxn maticaQ bola regularna, tak po prenasobeni roviice Q 2

maticouQ ™ dostanemet, = Q (jediny regularmny projektor je jednotkova matica). Potom zo

(4.16) mameu =0, . AvSak v lIl. sa prépokladau’Gu > 0, t.j aju # 0,. Teda v III. nemdZe

nastat’ rank(Q) =n, ale len rank®) <n.

Teraz samotny dbkaz.

VSimnime siR(Q) a R(Q,) priestory. Z definicie priestor®(A) vieme, Ze je zhodny s

linearnym obalom vetkych stipcov matice A. Preto dimR(A)) = rank@). Stati nam teda

dokazat’, Ze plati: dim(R(Q.)) = 1 + dimR(Q)).

Z u'Gu >0, vieme, ze U # 0. To spolu s (4.31) implikujedu # u, pricom Q je projektor, a

preto podl'a tvrdenia I. lemy 4.4 dostavame: 0, # ud R(Q). Dalej z (4.19) pre tOR" plati:

u' Gt

T

Q:t=0Qt + au, kde a =
u Gu

. Odtial’ uz vidime, ze R(Q:) je vlastne priestoR(Q)

rozSireny o vSetky nasobky nenulového vekiofietory doR(Q) nepatri). Preto plati:

dR(@:)) = 1 + dimR(Q)).
Pokracujme dokazovanim vztahu (4.23). Z definicii symbolu || a priestoruR(A), pre

maticeA, B plati: AlIB = R(A) =R(B).



Zoberme A = Q:, B =[Q, p]. Pre vektor hOR" je Ah = Q:h =[@19)= Qh + pu, pri¢om sme

T

oznacili 4 = — h . To spolu s (4.17) dav@.h =Qh + E(I s—Q)p = Q(h-E p) +H p.
u Gu A A A
Ak oznadime h = h % pag¢= % potom dostavame:

Qh=Qh+&p
(pricom u'GU > 00 u'G 20, 0 p prebieha cel® O & prebieha cel® naviac zrejmeﬁ

prebieha cel®"). Dalej zoberme 'ubovolny vektor 7 OR"™", 7 = ﬁﬁ, kde ZOR" anOR,

potom:
B -[Q, pﬁ@: Qz+np,

kde z prebieha cely priestdR" an prebieha celdR Z toho je zrejmé, ze R(A) = R(B).
TedaQ: || [Q, p]. Analogicky by sme dokazali vzt'ah (4.24).

IV. Z vety 4.6 mame: existuje jedindn matica P spliiajuca (4.8) az (4.10).
Pocitajme: Qr = Qp — QHy =j@.151= Qp - QHGp = (Q - QHG)p =11= 0,. To spolu s (4.31)
dava:

Qlu, 1] =02 (4.32)
Z (4.10) mamelu, r] | P. Odtial’ po prenasobeni maticou Q zl'ava dostavame:
Oho = Qu, 1] | QP. Preto plati:QP = Oyn Z (4.9) vyplyva:P = HP H %
Zo symetrie matiti aH *Q dostavameH 'Q =Q"H *, po tpraveQ = HQ "H ™. Potom
PQ=H(QP) H *=H.0,nH *=0,,. Dostdi sme:

PQ = QP = On,n. (4.33)
Ak vyuZijeme symetriu matice G a z (4.17), (4.18) dosadime paa y, potom plati:
y'Pp=QA\U'G +y' Q)P(A\u + Qp) F4331= Au'GPu. Z (4.8), (4.10) a dosledku 4.5 mame:
Pu = u. Nasledney'Pp =A?u'Gu > 0 (lebo z II. je\ # 0 a z predpokladoM. je u'Gu > 0).
Su teda spinené predpoklady vety 4.6, z ktorej vyplyva tvrdenie V.

V. Najskor dokéazeme vztah (4.29). Zo symetrie G a GQ mame:GQ = Q'G.
Potitajme: AHGQ =[G, H, H. si symetrickeF (Q 'GAH)" = (GQAH)". Z (4.27) vyplyva:
Q[u, r] | QAH. To spolu s (4.32) dav@AH =0y, pretoAHGQ = 0y Odtial’ :



H.GQ=HGQ=(1=Q. (4.34)
Z0 (4.17) mameIA # 0 také, ze plati: (I, - Qp=Au O H.G(Au) =H.G(I, - Q)p =[@415)=
=H.y - H.GQp F[4.26), 4.34)= p - Qp =[@417]= AU. A pretoze A # 0, potomH..Gu =u.

H,Guu'G

Dalej potitajme: H.GQ: =[4i9= H.GQ + 4" GU

@34, 429), 4191= Qs PO

prenasobeni maticoll ;' (pri¢om vieme, e H. > 0) dostavame (4.28). NavySe zo symetrie
maticeG a z (4.22) dostavame, Ze je symetricka aj matica GQ, = H ]'Q, .

Nakoniec dokdZeme (4.30). Pogitajme: HsH u = (H + Hs - H)H u =u + AHH ™u.
Ozna¢me vektor t = H u. PotomAHH ™u = AHt je vektor, ktory je linearnou kombinaciou
stipcov matice AH. Potom z (4.27) a (4.10) mame#+ AHH ™"u = H.H ™u je vektor patriaci
doR(P), tj. P|H+H Mu. Podl'a (4.8) a lemy 4.4 mame:

PH.H "u=H.H"u,
7 (4.10) a désledku 4.5 vyplyva, ze 0, # H.H ™u je linedrnou kombin&ciou vektorava u
(nenulovost’ je zrejma z nenulovosti U a kladnej definitnostH a H.). Z (4.10) a (4.27)
mame, Ze P | AH, ¢o spolu s (4.8) a lemou 4.4 dava: PAH = AH. Vyuzijac symetriu matice
AH dostavame: AHPT=AH,  tedaplati: PAH =AHP'. Pocitajme:
PH. =P(H + AH) jag)= (H + AH)PT =H.P T,
Z (4.8), (4.10) a dosledku 4.5 man®e = u. Potom z (4.19) a (4.33) dostavame:

uu'G uu'GH, _ u(H Gu)' uu'
P = . Odtlar P +H+ = = * =(4.29)]= .
Q u'Gu Q u'Gu u'Gu a2 u'Gu
'GPH 'GH . P' H Gu)'P'
PodobneQ.PH. = uuuTGu Lo M uTG; =[G, H. st symetrickeF % =[@4.29)F
TpT T T
”uT P "Tu . Teda PQ:H+ = Q:PH. = "Tu . Prenasobenim sprava maticély"
u Gu u Gu u Gu
mame: PQ: = Q.P.
Pocitajme: Pl,-Qs)=P-PQ:=P-Q:.P=(,-Qs) P.

Ale P(l,, - Q)H:H u = (1, - Q:)PHLH u =pHH % = HH = (In - Q)H4H M, a pretoze
projektor P nezmenil vektorlg - Q:)H.H u, tak z lemy 4.4 mameP | (I, - Q:)H:H ™u.
Ked'ze P | [r, u], tak vektor K, - Q)H:+H "u je linearnou kombinaciou vektorava u.
Pocitajme:

I(- Q+)Ty =y- Q+Ty =[(4.21), (4.24) a dosledok 4.5 d&@aly =y]= Op.



Preto y'(I, - Q)HsH Mu = 0, tj. vektor y je ortogonalny k vektorul { - Q:)H.H u.
Zu'Gu > 0,H > 0,H.: > 0, vyplyvaH.H “u # 0,. NavySe z (4.18)AGu =(I,, - Q Ny,
kdeA # 0. Z toho dostavame:

@ AU'Gu =U"(AGU) =u'(ln-Q")y=u"y - Qu)'y Seani=u'y.
Oznacime: B=u'yz0.
Zrejme potomy # 0, a z (4.15) vyplyvap # O,.
Tiez ozna¢me: q=(In- Q:)H.H u.

Ked'Ze uz vieme, Ze vektor g je linearnou kombinéciou vektorova u, tak &, nOR také, Ze

plati: g=&u +nr.
_ T
Z y'q=00 E:—n([; Uy B=u'y#0.

Al. Nechr 20, a) Aku ||r O 0O0# wlRtaké, Ze plati:
r=ou O ry=wf O &=nw O =0,

b) Af=0, O Q.H.H 'u=H.H "u. Potom z (4.21), (4.23) a dosledku 4.5
mame:[Q, p] | H:H ™u, tj. H:H u # 0, je z priestoru generovaného stipcami matice
[Q, pl. Uz sme ukazali, ze H+H "u je linearnou kombinaciou vektorovau. Teday, 30R
také, Ze plati: H.H u=yu +0r.

u'Gr

Naviac z (4.19) a (4.32) man@ir = qu, kdeg = e’
u u

Z (4.19) a (4.31) vyplyv@.u = u.

Dostavame:

On# HiH u = QH.H Mu = yQuu + 8Qur = (y + 3@)u = Yu, kdey = (y + 5¢) # 0.
Potitajme: QH+H "u = YQu Zjaan= 0,. AvSakQ je projektor, preto podla dosledku 4.5
vektor 0, # HsH u patri do &\ priestor generovany stipcami matice Q}. Ale na zagiatku

dokazu b) sme ukézali, Ze H+H ™u je z priestoru generovaného stipcami matice [Q, p]. Preto

nutne mus 0 zpOR také, Ze plati: pp = H+H u # 0,. Tiez sme mali: 0,2 H.H "u = gu.

Pretoup=Yuz 0,0 p= ~u. Z0,% H:H "u = Yu vyplyvau = YHH. u Fu291= YHGu.
M

V Al je predpoklad0,# r =p -Hy F@151= p-HGp = Eu-EHGu: llJ—_lu g ulr.
Ho M H

Teda v Al. @), b) sme ukazali: 8k O, potom: (- Q)H.H 'u=0, = ullr.

Dalej ozna¢me: j=@r-ruy=(¢"y)u - u'yr.



Zrgmey'j = 0, bez ohl'adu na to, & r je, alebo nie je nulovy vektor. TieZ je jasné, Ze vektor |
je linearnou kombinaciou vektoro\au.

c) Aku||r O [O0# pORtaké, Ze plati: r =pu. Potomj =0,.
C_ T Ty — oy 2 — 1T _(r'y
d) Akj =0, O (r'y)u-(uy)r=0,Kedze B=uy#0, takr -Tu:ton O ulr.

V AL c), d) sme ukézali, Ze ak r # Oy, potom: (r' -ru")y=0 < u]|r.

All. Nechr = 0. Pozri zagiatok dokazu ALb): Oy, d0R také, Ze plati: H+H "u = yu + &r, bez

ohl'adu na to, ¢i r je, alebo nie je nulovy vektor. Tiez sme v Al. ukazali, Ze Q.u = u. Preto ak

=0y, takH+H u =yu, &o spolu s (I - Q:)u = 0, dava: [ - Q)H+H "u =y(l, - Q:)u =0,
Prer =0,, mame trivialnej = (ur’ -ru')y =0,

Zhrnutie: pre vektory 1(-Q)H:H™u a (@r'-rul)y plati:

* su linearnou kombinaciou vektorava u, su ortogonalne k vektory

 ak r =0, potom su oba vektory nulové

e ak r 0, potom plati: 1G-Q)H:Hu=0, < ullr = @ -ru)y=0,

« ak r # 0, a ak neplatiu || r, potom: [, - Q)HH "u # 0, (ur’ - ru")y # 0, Vieme, Ze

vtedy &, nORtake, Ze plati: (I, - Q:)H+H *u = &u +nr # 0,, pricom pred Al sme ukazali:

= -n(r'y)

. Odtial’ mame:

(h-Q)H:H u= _—Brl (ur-ruMy, tj. (h—Q)H:H M || ur’ -ruy. -

Poznamka:Prematicu H, =H + AH plati nasledujuca ekvivalencia:

{H:=H."a[r,u] |AH } = { Oa, B, 30Rtaké, e Hy =H +auu’ + Bur’ +ru’) + &rr'}.

Z (4.30) vyplyva, Ze vektor (I, - Q.)H+H ™u je kolinearny s vektoromu(™ - ru)y, a teda
je nezavisly na vol'be matice H. spifiajucej vzt'ahy (4.25) az (4.27).

Na zaklade doterajSich poznatkov je mozné pre kvadraticka funkciu (2.12) navrhnut

nasledujtci optimalizacny algoritmus:



ALGORITMUS 2 I

vstup: ¢ kvadraticka funkcia (2.12)
» symetricka, kladne definitn@n maticaH, (¢asto Hpo = 1)
« Startovaci bod®0R", prislusny gradient”= Gx°+h a vektonu® = Hog’

* parameter pozadovanej presnosti € > 0
krok 1: Test: akﬂuOH2< e, tak bod X° - HogP) je e-aproximécia bodu minima, stop.

krok 2: Cyklus pre&k=0, 1, ...n-1.
2.1: Polozime pk = -Hkgk.
2.2 Ak f(x+p*) <f(x*), tak polozime
2.2 =x*+p* inak
2.2b)x*t=xk
2.3: Vypogitame g*™*=g(x*"?).
2.4: Polozime y*=g(x*+p*)-g~ a r¥=p“-HyyX
2.5: Zostrojime symetrickaxn maticu
Hier = Hi+au u*T+Bukr T +r'u*T) +ar*T tak, aby platilo:
2.5a) Hi1y*=p*
2.5b) Hy > 0.

2.6: Vypogitame vektor u = u*r T -rku*Ny* = ¢*Ty )k - w*Ty*rk

2.7: Test: ak Hu kel

,<¢& tak bod X 1 - Hi19"*?) je e-aproximécia bodu minima, stop.

Vo vete 4.9 dokazeme (n+1)-krokovu konvergenciu algoritmu 2. Najprv vSak uvadzame

jednu potrebnu lemu.

Uvazujme algoritmus 2, pri¢om pre vetky 0< j <k plati: ul 0,
Potom platia tvrdeniafA, ..., Ak, kde tvrdenie A znie:

existujunxn maticeHy > 0 a Qy také, Ze plati: « rank@Qx) =k



*Q=Q

» GQk a H;'Q, st symetrické matice a
GQ. = H./Q,

* (In- QHkg" || u®

« Qup' =p’, pre véetky & j <k

Doékaz: Prei = 0 neexistuje0< j <i, pretojepodmienkaQop’ = p' prazdna. Ostatné vztahy
V Ag su splnené pr@g = 0, a pre Tubovolni Hg > 0.

"Nechi=1,j=0,au®#0, Potom z AmameQo =0, 0,% u®=Hog’. Kedze G
> 0, taku®'Gu® > 0. Algoritmus 2 generuje krai® = Hog” # 0, (lebou © je nenulovy
vektor). Pouzitim vety 4.7 dostavame: existuji nxn maticeH; > 0 aQ; také, ze plati:

0’ =Q,, rank@Qy) = 1 + rankQo) = 1, maticaGQ, = H,'Q, je symetricka,

u'u’'G_p'p''G

- _ C . 0_ .0 (5
pricom Q; = o TG Odtial’ je zrejmé: Q1 p° = p'. Posledné, o treba z Az

overit' je: (In - Q)H1g" || u'. Z konstrukcie vektora®= Ur ° - r °u® )y a zo vzt'ahu (4.30)
mame: (- Q)H1Hy™u® || ut. Preto namstati dokézat, Ze plati:
In{QHiHoW" || (In-Q)Hig"

Avsak podla algoritmu je x* = x° + p%y, kde &{0,1}. Teda pre funkciu (2.12) plati:

g = g(x’ +pBo) = G(x” +p"%) +h =g + Gp’.
Preto: In(- QUH1G" = (In - QH1g’ + (In - Q)H1Gp"So.
Méame: (s - Q)H1Gp°% = H1Gp"Sy - QuiH1Gp° %o Sieup’= 1= H1GQipSo - QiH1Gp’S = Oy,
Pri poslednej rovnosti sme vyuzili tvrdenie L. vety 4.7. Potom: (I, - Q)H1g"™ = (I - Qu)H1d’,
Ho'u® =g’ ¢o dava: (In- Q)H1Hou® = (In- Q)H1g’ = (In - Qu)H1g". Tym je A dokazané.

Dalej dokazujeme indukciou.
Nech pre k i <k plati Ai. Ukazeme platnost’ A j+1.
Podl'a predpokladu je u' # 0, aG > 0, pretou' 'Gu' > 0 a skonStruujeme maticu:

u'u''G

Q..=0Q,+ Nk Z A a z bodu 2.1 algoritmu 2 plati: existuje # 0 také, Ze



Onu'=A(In-Qi)Hig'=-A(In-Q)p" O (In-Qi)p'[lu". Z (2.12) vypljvay' =Gp'. St
teda splnené vSetky predpoklady vety 4.7, a tato spo|dava:
existujenxn maticaH;.; > 0 taka, Ze pre matice Hi+; aQi+1 plati:

Q.. = Q% rankQi«) = 1 + rankQ;) = 1 +i. NaviacGQ,,, = H;,Q,,, je symetricka
matica Pre O<j <i pocitajme:
u'"Gp’ = Ap'(In - Qi)'Gp’ = -Ap' 'Gp’ + Ap' Qi"Gp’ A= -Ap' "Gp’ + Ap''GQi p’ =
=ta1=-A\p' "Gp’ +Ap' 'Gp’ = 0. Odtial’ pre 0 < j <i mame:

Qiap' =Qip’ =p.

Prej =i pocitajme: Q j«1p ! F@20)= Q isaHi+1y i Sfsymetria maticHis, Q wiHi]=H i+1QiT+1yi =
=[(4.21), (4.24), dosledok 45] Hi+1yi =[@.26)F pi. Teda pre vSetky ® j <i + 1 plati: Qi+1pj = pj.

Nakoniec ukazeme: (I - Qix1)His2g"™ | u™*™. Z bodu 2.6 algoritmu 2 a z (4.30) vyplyva,
7e staci dokazat™:

I{- Qu)Hing™ || (Ia- Qis)HisaH ™"
Z algoritmu:x "' =x' +p'8&, kde &0{0,1} a p' = Hig'. Potitajme:
Qi+1(Xi+l - Xi) = Qi+1pi o= pi o, L. x*=x"+ Qi+1(X . Xi). Odtial’ mame:

9" =gx' + Qina(x"™ -x")) =G(x' + Qina(x'"* -x")) +h =g' +GQiu1p'& =g' +Gp'3. Zo

symetrie matic v Amame: [, - Qi )H; =H; (I - Qi)". o spolu s A dava:

Hi(lh-Q)'g" | u' - (-Q)'g" I H'u'.
Preto: - Qis)Hisa(ln-Q)'g" || (In- Qis)HinHi MU'
Teda sta¢i dokazat’ vztah:
- QiHing™ I (- QudHina(ln-Qi)'g".
Pocitajme: (In- Qis)Hi+1Gp' & =Hi41Gp' & - Qi+aHi+1Gp" & =(uz dokizané casti A =

=HiuGp's - H,.,Q" Gp'S, =[smariavAi1= HixaGp' & - His1GQisap' & =
= HinGp' 3 - HinGp' 5 = 0.
Preto: 1~ Qis)His19™ = (In - Qie)Hia(@' + Gp' &) = (In - Qit)Hiag' +
b € Qis)Hi1GP' & = (In - Qiva)Hinag'.
Dalej spocitajme: (Ih- Qi+1)Hi+1QiTgi =symetriav A= Hisa (I - Qi+]_)TQiTgi =
[(421), (4.24), dosledok 45] Hi+10n, 10 = Onn-
Odtial’ mame:

(In - Qi+1)Hi+1(| n- Qi)Tgi = (In - Qi+1)Hi+1gi = (|n - (:_)i+1)Hi+1(:_)iTgi = (l n- Qi+1)Hi+1gi.



Teda: (In- Qi+1)Hi+1gi =(In- Qi+l)Hi+lgi+1 =(In- Qis)His(In- Qi )Tgi-

Tym sme ukazali platnost’ tvrdenia A j+1. -

Pre dgoritmus 2 existuje 0 < i < n, pre ktoré jau' =0,. Vtedyx ** = (x' =H;g') je bod

minima kvadratickej funkcie (2.12).

Doékaz: Najprv uvazujme pripad, ked’ u! # 0, pre 0 < j < n. Potom podla lemy 4.8 plati
tvrdenieA . Z neho mame, Z¢ Q. je regularny projektor. Prenasobenim rovnigg = Q 2
maticou Q,* dostavameQ,, = I.. Potom z A,: (In- Qn)Hng"[u”" O u" =0, Tym sme
ukézali, Ze najneskor pre i =n bude u' =0,
Z algoritmu mameu ° = Hog”. Ak u®=g° =0, takx® =x°—Hyg° je bod minima.
Ak u® # 0, potom oznaéme i ako najmensie ¢islo z mnozZiny {1, ..., n}, pre ktoré plati:
u' =0, Potom pre vdetky®j <i plati: u' # 0y, a tak podl'a lemy 4.8 plati A ;.
Odtial’: (In-Q)Hig' [u’, Sopre  u'=0, dava:
Hig'=QiHig"
Pre funkciu (2.12) po&itame: gx'—Hig')=G(x' —Hig') +h=g'-GHig' =
Hi {(Hig'-HiGHig') =H; {(QiHig' - HiGQiHig') Fa1=On.
Tedax™ = (x'—H;g') je bod minima kvadratickej funkcie (2.12). =

7, algoritmu 2 je zrejmé, Ze ak nastane gi =0y, potom pi =0, x™=x", gi+l = gi =
=0, Tiez y'= r' =0, a nasledna'™ = 0,. Potom je x"* —H1g"™ = x" = x' bod
minima. Teda mame:

gi =0, O uitl = 0y,
u'=0, 0 gx'—Hig")= 0.

Z toho je zrejmé, ze pre kvadraticku funkciu mozno za stopové kritérium vziat' hociktoru z
podmienok g' = 0,, u' =0, Pre nekvadraticku, konvexnu funkciu moZno uvazovat len

podmienkug' =0,.



V bode 2.5 algoritmu 2 sa poZaduje splnenie podmienky: Hy1 yk =p K tj. musi platit’:
On — pk_ Hk+1yk — pk_ Hk yk _ a(u kTyk)u k _ B(r kTyk )u k _ B(u kTyk)r. k _ 5(r kTyk)r. k.

Kedze r* = p¥-Hy y¥ tak porovnanim koeficientov pri vektoroah® ar ¥ dostavame, 7e

1=B(u "y ) +3(r<" y)

skalarea, B, & musia spifiat’ systém: . Tento systém redukuje

0=a(u " y*) +p(r y")

vol'nost’ na jeden parameter. Naviac sa pozaduje taka vol'ba parametrov, aby bola matica Hy.1
kladne definitna. Lema 4.8 pre kvadraticku funkciu zarucuje existenciu takychto parametrov,
az kym nebude najdeny bod minima. V praxi je v§ak ur¢enie vhodnych parametrov vel'mi
obtiazne. Navyse pre nekvadratickil funkciu nemame zarucenu existenciu takych parametrov,

abyH . spiiiala obe podmienky bodu 2.5 algoritmu 2.

Stoji za poviimnutie, Ze ak je (r “Ty*)> 0, potom mozno v bode 2.5 zvolit' a =B =0,
0= ﬁ, ¢im dostavame kladne definitnd SR1-formulu (vid’. kapitolu 3). V tomto
yr

zmysle je Davidonova metdéda akousi zovSeobecnenou SR1-metédou, ktora
kvadratickG funkciu rg+1)-krokova, a pritom nemd ziaden z nedostatkov SR1-metody

(t.j. numericki nestabilitu a mozZnu indefinitnost’ matice Hy1).

Powell vo svojej praci naznacuje, Ze su mozné isté zjednoduSujuce modifikacie
(Davidonovho) algoritmu 2, pricom pre kvadraticki funkciu “velmi nepokazime*

(n+1)-krokovu konvergenciu.

ALGORITMUSS3 I

vstup: ¢ funkcia s vlastnostami uvedenymi v Casti 1.1.

* symetrickd, kladne definitnén maticaH, (¢asto Ho = 1)

je pre



« Startovaci bod°CR", prislugny gradierd® = 0f(x°), vektoru® = Hog?

* parameter pozadovanej presnosti € > 0.
krok 1: Test: akﬂg"”2 < ¢, tak bodx’ je e-aproximacia bodu minima, stop.

krok 2: Cyklus pre&k=0, 1, ...n-1.
2.1: Vypogitame smers* = Hyg¥.
2.2: Nastavime\ = 1.

2.3: PoloZime pk =¥ a oznadime pomocny bod ¥ = x* + p*.

Test: ajg(X)|, <€, tak X jee-aproximécia bodu minima, stop.
Polozime y*=g(¥)-g*
Test: akp®Ty* <e2 tak polozime A := 2*A, a ideme na bod 2.3.
2.4: Ak f(x"*+p*) <f(x"), tak polozime
2.4 ax* = xK+p*, g1 =gx**Y), inak
25 b = xk, ghl=gk
2.5 Polozime r*= pk - Hg yk.
2.6: Ak (r*Ty*) <0, tak polozime u*=H, y*
2.7: Skonstruujeme symetrickd, kladne definitein maticu
His1 = Hi+auu*T+ B T +ru*T) +arr T taka, aby platildH..y* = p*.
2.8: Polozime u ™= U T - r'u*Ny* = ¢ *Tyuk - @ Ty*)rk
krok 3: Polozime Ho=Hp, x°=x", g°=g", u® =Hog®, k=0 a ideme na krok 2.
K dokazu nasledujucej vety je potrebné rozdelit” iteracie tohoto algoritmu na dva typy.
Hovorime, Ze iteracia je slabd, ak sme v nej vykonali bod 2.6 (tj. aky* < 0).

V opa¢nom pripade iteraciu nazveme Silnou.

Veta 4.10:
Ak je algoritmus 3 aplikovany na kvadraticku funkciu (2.12),
potom najneskor po vykonanitej silnej iteracie, plati: Hm=G™,

kde m = n je celkovy pocet iteracii (vratane slabych).



Doékaz: Najprv si uvedomme, e r € # O, Totiz (2.12) je rydzokonvexna funkcia, a tak je
p k Tyk > 0. Dosledkom toho je, Ze bod 2.3 sa vykona v kazdej iteracii jediny raz, a Ay = 1 sa
nezmeni. Potom plati: p*=s*=H.g" y*=gx*+p"-g~
Preto r*=p*- Hc y*= Hig“—Hc y*= Higx“ + p*). Z kladnej definitnosti maticel
vyplyva, ze r*=0, = g(x“+p*) =0, Ale ak by bolay(x* + p*) = 0,, tak by sme v bode 2.3
skoncili s najdenym bodom minima.

Ozna¢me priestor:

Z{ZOR" |Hz=G7z,Zu*=0}

a dim(Z) jeho dimenziu. Z (2.12) mame&s y*=p* az rkz0, je p“#Hcy* Preto
O, 2 Y07, Naviac platiHy* = p* =G y¥ tiez z bodu 2.8 mame y*'u*?* = 0. Teda
ykDZk+1. Tieto ivahy zrejme platia pre vietky itaracie. Dalej:

nech jek-ta iteracia silna a1Zy. Pocitajme:

Zr*=Z"(p"- Hey*) =2 (GY*- Hy*) = [(G™* - HW)Fy* =0, z definicieZ
Potom z bodu 2.7 (algoritmu 3) a Z6Z, mame: Hy.1z = Hcz = G 'z A pretoze je to silna
iteracia, takz'u “** = 0 (pozri bod 2.8 algoritmu 3). Preto v3etky vektory g@atria aj do
Zit, tj. Zc O Zwa. To spolu s 0, # y 02 a y 02w dava 2 0 Zen O

dinZ1< dim(Z.1).
Nech jek-ta iteracia slaba zZy. Ozna¢me @* ako zmeneny vektar © (z bodu 2.6) a
Z,={ZOR" |HZ=G"Z ,Z"u" =0}.
Vidime, 7e Zx a Z, sa li$ia len v podmienkéaahu * = 0, resp.z "@* = 0. Rovnakou
Gvahou ako pre silnu iteraciu dostavame:
didy() +1< dim(Ze).

Navy3e z definicie priestord, mame: dimg, ) = dim(Zy) - 1. Totiz ak oznagime:

V= {R"|Hz=G'3, U={z0R"|Z'u*=0}a U = {zZOR"|z"a* = 0}, potom

«ZVnU aZ,=VnU.

Avsak zavedenim podmienklu = 0 do priestoru V, méZeme zmensit’ dimenziu V najviac
0 jednotku. Teda dim@{dim(V), dim(V) - 1}. Podobne dostavame: diga(){dim(V),
dim(V) - 1}. Odtial’ uz mame:

dir)(= dim(Z) - 1,



Cospolus  dim(Z,)+ 1< dim(Zyw) déava: dim& dim(Z:1).
Zhrnutie:s pre slabé iteracie plati: din)(Z dim(Z+1).

* pre silné iteracie plati: dim)Z 1< dim(Zq).
A pretoze pre kazdu iteraciu plati: 0 < dim(Z) < n, potom zrejme najneskor pri ukonceni
n-tej silnej iteracie plati dim@ = n, kdem je celkovy pocet iteracii. To vSak podl'a definicie
priestoru % znai, e Hnz= Gz, pre vdetkyIR". Ak za vektorz postupne berieme stipce

jednotkovej maticé,, potom dostavame :H,=G ™. -

V praxi to pre algoritmus 3 znadi, ze pre (r ¥ 'y ¥) > 0, v bode 2.7 zvolime:

a=B=0,0= W, ¢im dostavame kladne definitnu SR1-formulu. Ak je (r I(Tyk) <0,
yr

potom uz nemusi byt SR1-formula korektne definovand, pripadne by mohla byt matica Hys1
indefinitna. V takom pripade pte’ = Hy y¥ mozno v bode 2.7 'ahko najst’ koeficienty a, B,
& také, Ze dostaneme DFP formulu, ktora je (pre p*Ty* > 0) kladne definitna. Preto mozno

z algoritmu 3 Uplne vypustit’ vektory u “a priamo volit' SR1, res. DFP-formulu.

Pre konvexni funkciu jep*"y* = 0. V bode 2.3 (algoritmu 3) uréime dizku kroku
A\« > 0 tak, aby platilop*™ y* > 0 (toto je nutna a postatujuca podmienka kladnej definitnosti

DFP formule). PodrobnejSie je bod 2.3 zdévodneny v poznamkach k algoritmu 5 (strany 53-
54).

5. Dixonova metdda

Vieme, ze Broydenov algoritmus (strana 18) vykazuje pre kvadraticka funkciu (vd’aka
optimélnej diZke kroku — vid’. vety 2.9 a 2.11) n-krokov( konvergenciu.

Dixon modifikoval tento Broydenov algoritmus v dvoch bodoch. Zmenil formulu,
ktorou generujeme smesy, a nahradil optimalnu dizku kroku konstantnou. Pritom docielil
to, Ze jeho algoritmus generuje (pre kvadraticku funkciu) rovnakd postupnost” matic Hy a
smerovs ¥, ako pdvodny Broydenov algoritmus, a preto Dixonov algoritmus vykazuje pre

kvadraticka funkciurf+1)- krokova konvergenciu.



Uvazujme proces minimalizacie kvadratickej funkcie (2.12) Broydenovym algoritmom.
Symbolom * oznacime tie veliiny, ktoré by sme nagenerovali pouzitim Broydenovho
algoritmu (s optimalnou diZkou kroku). Veli¢iny, ktoré by sme dosiahli pouzitim toho istého
algoritmu, aviak bez optimalnej dizky kroku A, nebudt oznaené symbolom *. Ukazeme,
akym spdsobom je moZné generovat’ rovnaké smery s© = s¥* V nasledujicej analyze
budeme pouzivat vztahy (2.14) a (2.15). Preto budeme pre k- tu iteraciu predpokladat
g* # 0, (vtedy st podla lemy 2.10, pre kladne definitnu maticu Hy*, vyrazy X ™*y**)

a (/<™ He y*) kladné ax" # 0). Pripadg** = 0, rozoberieme neskar.

. Prek = Omame vstupom zadané veliciny: X°, ¢°, Ho > 0. Z algoritmu platis™ = -Hg*g™.
Zrejme: & =% Ho=Hg* ¢’ =g>, (5.1)
lebo nie st Ziadne predoslé iteracie, a teda tieto veliCiny nezavisia na tom, ¢i sme volili
predosléA, optimalne, alebo nie. Pre zvolenti dizku kroku Ao # 0, plati p° = A¢s. Pre

, ) A )
optimalnu dizku kroku A # 0 mame:p™ = AU, Po oznageni 6= X% # 0, dostavame:
0

P’ =0, p™. (5.2)
Vztahy (2.13) a (5.2) implikuju:
Y’ = Gp® =0Gp™ = Boy™. (5.3)

Il. Prek = 1algoritmus vztahmi (2.14) a (2.15) konstruuje kladne definitné matice H; aH1*.
Vztahy (5.2), (5.3), spolu s (2.14) a (2.15) davaju:

Hy=H% (5.4)
pricom sme vo vztahu (2.14) zvolili dDOD = ®,. Z definicie vektoray®™ mame:
g = g™ + yo*, ¢os (5.1) dava: g* =g +y>.
Podobne: gt =¢” +y°’ sie31=° +00y* = * +y> + (8- 1y*.  Potom:
g'=g™ + (80 - 1. (5.5)

Nasledne z (5.4) a (5.5) dostavame: Hig" = Hi*g™* + (8 - 1H*y™.
Z kvézinewtonovskej podmienky (2.11) mamei*y* = p*, preto plati:



0, -1
Hig" = Hi*g™ + (80 - Dp™* =(e2)= H*g™ + o P (56)

0
Algoritmus s optimalnou diZkou kroku voli s* = -Hy*g™*, a pretoZe chceme aby platilo:
s =g, (5.7)
tak podla (5.6) musime polozit™:

60_1 0

s =-Hig'+ p’. (5.8)

0

Rovnako postupujemeprek =2, 3, ...

Uvazujme nasledovnt modifikaciu Broydenovho algoritmu (zo strany 18):

» dizka kroku A# O nie je optimalna

. smerysk su generované vztahom:

19 -1
Sk:-Hkgk+ Zé—p/ , (5.9)

J=0 J

kde ek:%io
N,

* vo formule (2.14) volime parametmkD =®,.

Potom na zaklade doterajsich tvah mozno formulovat’ nasledujicu vetu.

Nech je na kvadraticki funkciu (2.12) aplikovany Broydenov, aj modifikovany
Broydenov algoritmus, pricom pre vietky 0<i<k plati: g™ # 0,
Potom pre vSetky 8 i<j< k plati:

a) Hj=H* ap'=0,p* (5.10)

W' =g+ 2 y (5.11)

@ =g+ Z(e -y (5.12)



Higl=Hrgh+ S oy 513
d Hjg ir9 Z ) Y (5.13)

. , il .
& Hig'=Hrg"+ 5 (6 -JH YT (5.14)

f) sl=sh, (5.15)

Dokaz: Indukciou vzhl'adom na j.

1° Pre j = 1 sme dokazali vSetky tvrdenia: a) az e). Pre kontrolu sta¢i pozriet’ ivahy od

(5.2) po (5.9).
2° Indukény predpoklad: nech pre 1 < j <K platia tvrenia a) az e).

3° Overme platnost’ tvrdeni a) aze) pre j+1.
8 Z oboch agoritmov: p! = s/, p™* = Asi* | &0 podla 2° f) dava: p' =8;p™.
Powzitim (2.13) mame: y! = 0, y’*. Po dosadeni (5.10) & =®, do (2.14), (2.15)

dostavametdj.1 = Hjs1*.
b) Modifikovany Broydenov algoritmus voli vektgt tak, e plati:
. . . 1 . [
g =g +y szo=g’ + Z y +y =g’ + Z y'
9 Dalej: gj+l = gj + yj S[pozri dokaz 3 a)= gj +0; yj* =[2° o)=
= Oy oyt = ik 4yl 2 S O Dk 4 S 0
=g’ + Z(Gi -y 6y = g ey o+ Z(Gi Dy =g+ Z(Gi -y,

d) a e) Pocitajme: H j+1gj+l =3 aF Hj:1* gj+l =[3° o)=

| j | | j |
= Hjur* g0 + Z ®, -DH Ly SteagE Hjwr* o + Z 6, -1 p' =510, 3aF

j+ j 6 -1,
= Hj+1* g<J D + Z o p .
f) Z Broydenovho algoritmu:

S = Hipr oI = ap= -Hjw g Zé— p=s -



Veta 5.1 dokazuje, ¢ Broydenov algoritmus (s optimalnou dizkou kroku) a
modifikovany Broydenov algoritmus (s konstantnou diZkou kroku) generujt (pre kvadraticka
funkciu) rovnakt postupnost’ kladne definitnych matic Hyx asmerov sk

Aby sme mohli vztah (5.9) pouzit, musime poznat' hodnoty vsetkych skalarov

B0, ..., Ok1. Pre kvadraticka funkciu teraz odvodime, ako moZno pomocou znamych veli¢in
vyjadrit’ 8;. Vztahy (5.10) a (2.13) davaju: y'=8;y*=0;(g"* - g™).
Navyse z (2.4) je ATg"™x Tsi* = "D« Tplx = &o spolu s (5.10) dava: g™+ Tp' = 0.

Preto: y p e (g0+D*'T i M'T |) 43 gukTpl

i-1
Naviac z (5.12) je g 'p'=g*p'+ Z(e,. )y P Fe0=

=g*'p '+9.Z)(9 -y p=eE g Tp '+9.Z(9 -)p'Gp =g .

Odtial’ mame:

iT i
0, =-L P (5.16)
g p
Akvywyijeme y'=g¢g'P-g',  potom z (5.16) dostavame:
} (+)T i
61 g P (5.17)
6, y p

iT,,i

Zy'=0;y* p'=0;p*mame:p'y' = 02p™* Ty'*  priom 0, # 0.
Podla lemy 2.10je p™* Ty™* > 0. Preto p' 'y' # 0. Potom je vzt'ah (5.16) korektny, lebo
vzisiel z0zy' 'p' = 08ig' p'.

Teraz analyzujme pripad, ked’ g %=0,.Z vety 2.9 a vety 2.11 mame, Ze najneskor pre
| =n bude po prvy krag'"* = 0, (t.j. x"* bude bod minima kvadratickej funkcie). Vtedy z
s'*=-Hprg"* H*>0,s'*=¢ vyplyva: s'=0, = g*=0,.

V situdciis' = 0, vykondme posledny krok! = -H,g'. Pocitajme:

1-1 -1 -1
p' = Hig' =ea2= High - Hi 3 (8, -DyP=-H, Z(ej-l)yﬂ:- Z(ej-l)H,ny:
J=0 Jj=0 j=0

-1

[18)= z 0, - l)p-’D. Teda mame:
=0



p'= -i(e] 't (5.18)

i I-1 . ! ! _
Teraz z (5.10) a (5.18) dostavaniy: p’ = Zej pH+p'= zejp’D- > 6, -npt=
J=0 1= Jj=0 j=0

-1 i -1

/
0 0 I+1 0 j 0 0 I ;
=30, -0, -)p = p’~. Potom:x " =x"+ ) p/=x + ) p/=x"* 1]
;2; J J :E: :E: .;E;

J= Jj=0

x'"1 = x'* je bod minima kvadratickej funkcie (2.12).

Tym sme vykonali dokaz vety 5.2, ktorti vyslovime hned’ za formulaciou nasledujiceho

algoritmu.

ALGORITMUS4 I

vstup: « kvadratické funkcia (2.12)

« Startovaci boadt®CR", prislugny gradiery’, vekton® =0,
» Starovacia maticelo =1, .
krok 1: Vypocitame smer 8 = Hog” +V° (= ¢°).
krok 2: Test: aks’ = 0,, tak bodk® =x° - HogP (= x°) je bod minima funkcie (2.12), stop.
krok 3: Prek=0, 1, ... n-1 opakuj krok 4.
krok 4: Zvolime dizku kroku A # 0.
Vypotitame vektory p¥ = s¥, y¥=g*t-g* x 1 =x*+pk

Vztahmi (2.14) a (2.15) skonstruujeme kladne definitnu maticu Hyq1.

(k)T K

8 Pk
yp
kel

Vypocitame vektor v =k

a smers? = Hyg "t +v

Test: als*"* = 0,, tak x*"? =x*** - Hy,1 g*"* je bod minima funkcie (2.12), stop.

Pre algoritmus 4 platia nasledujuce tvrdenia:
a) Smerys® a maticeHy su tie isté, ktoré by sme dostali pouZitim Broydenovho

algoritmu (s optimalnou dizkou kroku a so vztahom sk=H kg k ).



b) Vektor s* bude po prvy krat nulovy po takom istom podte iteracii, kolko by bolo
potrebnych na najdenie bodu minima pri pouziti Broydenovho algoritmu
(s optiméalnou dizkou kroku a so vztahom s*=-Hyg").

c) Posledny krok p % = -Hy g ¥ dava minimum kvadratickej funkcie (2.12), a to

najneskor prek =n.

Nakoniec upravime algoritmus 4, aby bol pouzitel'ny pre nekvadraticki konvexnu funkeiu.

ALGORITMUSS5

vstup: ¢ funkcia s vlastnostami uvedenymi v Casti 1.1.
« Startovaci bodk’0IR", prislusny gradient® = g(x°)

* parameter pozadovanej presnosti € > 0.
krok 1: Test: ak HgOH2 <¢, tak bodx’ je e-aproximacia bodu minima, stop.

krok 2: Polazime: Ho =1, V’ =0, .
krok 3: Cyklus pre&k=0, 1, ...n-1.
3.1: Vypocitame smer s¥= Hy g K+ vk,

3.2 Test: aks*"g¥ < €2 tak ideme na krok 4.



3.3: Polozime A = 1.
3.4: Polozime pk =s® a oznacime pomocny bod ¥ = x* + p*.
Test: &k | g(X)|,<e, tek bod ¥ jee-aproximacia bodu minima, stop.
Polozime y*=g(¥)-g*
35: Test: akp“Ty* > €2 tak vztahmi (2.14) a (2.15) skonstruujeme kladne definitna
maktigu,
inak polozime A :=2*A\ aideme na bod 3.4.
3.6: Test: aki( ¥ ) <f(x"), tak polozime:

1), inak

a) Xk+1 — Xk+pk ’ gk+l :g(x
b) Xk+l — Xk ’ gk+l :gk.
k+DT _k
Vypogitame V¥t =v¥ + _gykTpf_ p
krok 4: Polozime v* = On.
krok 5; Vypocitame smer s= H,g“+vk (= Heg").
krok 6: Test: aks*TgX < &2 tak polozime Hy =1, a ideme na krok 5.
krok 7: Kvadratickou interpolaciou vypoéitame dizku kroku A taku, aby platil vzt'ah (2.5).
Polozime: x ¥ = x*+ A sk, gt =g(x D).

krok 8: Polozime Ho=Hy,d”= g% x%= x1 P = v& k = 0. Ideme na krok 3.

Poznamka: (k predoslému algoritmu)
Algoritmus je mozné ukoncit’, ak bude prekrocend ista zadand horna hranica celkového poctu
iteracii.

Ak je vyraz s* g zaporny, tak je podl'a lemy 2.4 smer s* spadovy v bode*. Preto ak
-sk g k< €? tak tento smer nepovazujeme za spadovy a rieSime to prechodom na krok 4. V
retazci krokov algoritmu v kone¢nom dosledku vygenerujeme spadovy smer.

(K bodu 3.4:) Ked’Ze je ucelova funkeia konvexnd, tak pre kazdy nenulovy krok p* plati:

p I(Tyk > 0. Ak checeme pouzit’ vztahy (2.14) a (2.15) (na konstrukciu kladne definitnej matice

Hys1), potom musime zabezpegit, aby platilo p*Ty* > 0 (vtedy je aj vektoy® nenulovy, ¢o s

kladnou definitnostou matice H, davay*"Hy*> 0).



Smer s¥ splita: sTgh > €2 >0,

k+1 _ KT  k+1 kT k+1

Potom: skTyk = skT(gh- g¥) = skTgkt-skTgk > skTgh*t+ g2
Pretoze funkcia f je konvexna, tak gradient ako funkcia je monotonna, tj. pre vSetky
A> A plati: s Tg(x X+ As¥) = s*Tg(xk + A s¥)
( Totiz pre konvexnu funkciu f a prexy, X, OR"plati : f(xo) — f(x) = g(x2) "(x2 = Xa).
Potom vyssie uvedent nerovnost’ pre gradient g mozno jednoducho dokazat’, ak za X; a X
striedavo volimex +As*) a &* + A s) ).
Naviac f je zdola ohrani¢ena (ina¢ by nemela minimum) a smer s* je z bodux © spadovy.
Preto nemdZe funkcia z bodu x ¥ v spadovom smergX stale klesat), ale musi existovat
kontanta\ > 0 takd, Ze s“Tgxk+As)=0
(tj. v bode ¥ + A s¥) je funkcia f neklesajca, lebs Tg(x ¥ + A s¥) je derivacia funkcief v
bode k*+ A s*) a smeres*). Potom pre v3etiky > A > 0 plati:
s“Tgx*+Ask)= 0
(tj. funkcia f je od bodux® + A s¥)v smeres neklesajuca). Preto ak budeme dostato¢ne
dlho zvassovat' dizku kroku A, tak docielimes* Tg(x © + As*) =s*Tg*? > 0. Takze bude
k+1

platit’ sk Tyk=gkT(g"1-g¥) = €2

Potom:

pTy* = AskTyk > Ae?2 2 €2 > 0.

7. Popis numerického experimentu

Na tomto mieste uvadzame najdolezitejSie pojmy, ktoré Citatel'ovi sprehl'adnia Struktiru a

vysledky numerického experimentu.

V experimente sme sa zamerali na testovanie nasledovnych kvadratickych a

bikvadratickych funkcii:

o f(x) = %XTGZX +h'x



o fp(x)= %(XTGlX)Z + %XTG2X+hTX,

kde G; je kladne definitna &; je kladne semidefinitnéxn matica.

Testovanie kvadratickych funkcii je (vzhl'adom na sposob odvodenia pouzitych
kvézinewtonovskych metdd) samozrejmostou. Dovodom vol'by bikvadratickych funkcii
bola najmd moznost ich jednoduchého sériového generovania, ¢i uz pre rovnaké, alebo

pre r6zne dimenzien vektoru premennych.
Matice G; a G, boli generované v tvare:
G;=AA"+B, resp. G;=AA,

kde A bola nahodne vygenerovana Stvorcova maticB, éola ndhodne vygenerovana
kladne definitna Stvorcova matica.

Vektor h bol dopocitany v zavislosti na (vopred zvolenom) bode minima Xopt .

Efektivnost’ jednotlivych metéd bola testovanad na sérii 50 kvadratickych a 20
bikvadratickych funkcii, pricom sme zabezpecili rovnaké hodnoty Startovacich veli¢in

pre vSetky testované metody.

Pritom sme svoju pozornost’ upriamili na sledovanie:
* priemernéhodyien @ maximalnehodna, pripadajiceho na jednu konkrétnu sériu,
kde
&=, = Xopt |,
je vzdialenost” poslednej dosiahnutej aproximacie X od bodu minima danej
funkcie
* poltu iteracii, a u bikvadratickych funkcii aj po¢tu vykonavanych (n+1)-cyklov

 dimenzien vektoru premennych

« vzdialenosti & =[x, — xopt|, 3tartovacieho bodux, od bodu optimaxopt.



Poslednym externe zaddvanym parametrom bol parameter pozadovane] presnosti &,
ktorym sme  testovali druhtt mocninu euklidovskej normy gradientu ucelovej funkcie.
Okrem toho parameter
€ vystupoval:

« v Davidon-Powellovej a SR1 metdde pri testovani nulovosti vyrazbly(), (r*
YY)

« v Dixonovej a Goldfarbovej metdde pri testovani nulovosti vyrazdy*), a pri
zistovani

spadovosti smeru.

V nasledovonych tabul'kdch uvddzame napozorované hodnoty veli¢in Opriem & Omax »
pri rdznych vol'bach externe zaddvanych parametrov. Z dovodu vel'kej volnosti vol'by
spominanych parametrov, obmedzili sme sa len na niektoré konkrétne ,zostavy":

* n=5, 10, 15, 20, 25

* Xopt = Op, 10e;, 100000g;, respXopt = (1,2, ...,n)

&= 1,10, 100
g=10"*,10""

* pocet (n+1)-cyklov bol 3, resp. 10.

Program, ktorého vypis predkladame v prilohe, bol vytvoreny v prostredi Turbo
Pascal 6.0.

8. Tabul’ky numerickych vysledkov

Bikvadratickéunkcie

Pocet “ n+1 “ cyklov ............ 3.
n=20 |€=E-10| Davidon — Powell Dixon Goldfarb SR1
¢ Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 273E-1 | 5.80E-1 | 148E-6 | 7.52E-6 | 208EOQ0 | 2.63E0 | 2.59E-1 | 5.06E -1




1 10.&1 7.04E-1| 1.30EO || 1.84E1 | 7.36E1 || 248E0 | 415E0 || 5.70E-1 | 1.24EO0
Xi= | 591E-1 | 147E0 || 1.19E2 | 6.62E2 | 4.82E0 | 505E1 || 443E-1 | 1.08EO0
On 7.07E0 | 822E0 || 1.46E-6 | 264E-6 | 9.34EQ0 | 151E1 | 7.07EOQO | 822E0
10 10.&x 826E0 | 1.00E1 || 1.34E1 | 3.21E1 || 1.06E1 | 1.62E1 || 829E0 | 1.01E1
Xi=1 131E1 | 262E1 || 207E2 | 258E3 | 202E1 | 1.90E2 | 1.27E1 | 296E1
On 118E2 | 279E2 | 1.07E-6 | 294E-6 | 1.03E2 | 203E2 | 1.03E2 | 2.17E2
100 10.&1 112E2 | 1.80E2 || 1.08E1 | 216E1 | 1.03E2 | 206E2 || 1.15E2 | 2.16E2
Xi=1 120E2 | 205E2 || 1.81E2 | 238E3 | 1.03E2 | 220E2 | 1.32E2 | 2.19E 2
n=20| € =E-4 | Davidon — Powell Dixon Goldfarb SR1

& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 6.93E-1 | 9.04E-1 || 9.73E-4 | 202E-3 || 208E0 | 2.63E0 || 259E -1 | 5.06E -1
1 10.&x 942E-1| 1.28E0 || 1.84E1 | 7.36E1 | 248E0 | 415E0 || 5.70E-1 | 1.24E0
Xi= | 849E-1 | 9.71E-1 || 1.19E2 | 6.62E2 | 4.82E0 | 505E1 || 443E-1 | 1.08EO
On 851E0 | 1.00E1 || 1.00E-3 | 218E-3 || 9.34EO0 | 151E1 | 7.07EO | 822E0
10 10.&x 9.11E0 | 1.07E1 || 1.34E1 | 321E1 || 1.06E1 | 1.62E1 || 829E0 | 1.01E1
Xi= | 942E0 | 149E1 | 813E1 | 6.02E2 || 202E1 | 190E2 | 1.27E1 | 2.96E 1
On 100E2 | 230E2 | 200E-4 | 1.34E-3 || 1.03E2 | 203E2 | 1.03E2 | 2.17E2
100 10.& 940E1 | 103E2 | 1.32E1 | 3.18E1 || 1.03E2 | 206E2 | 1.15E2 | 2.16E2
Xi= | 153E2 | 3.75E2 || 1.61E2 | 216E3 | 1.03E2 | 220E2 | 1.32E2 | 2.19E 2

n=10 | € =E-10| Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 281E-1 | 472E-1 | 2.64E-6 | 815E-6 | 1.43E0 | 1.89E0 || 3.02E-1 | 7.86E -1
1 10.& 580E-1| 1.69E0 || 1.65E1 | 463E1 | 1.75E0 | 3.25E0 || 5.05E-1 | 1.65E0
Xi= | 342E-1 | 1.02E0 || 428E1 | 1.55E2 | 1.57EO0 | 3.52E0 || 3.81E-1 | 1.05E0
On 7.02E0 | 847EOQ || 1.06E-6 | 343E-6 | 8.85E0 | 1.59E1 || 7.04EQ0 | 847EO0
10 10.& 844E0 | 996EO || 1.16E1 | 231E1 || 9.12EO0 | 1.96E1 | 8.21EQ0 | 9.95E0




Xi= i 747E0 | 961EO0 | 281E1 | 1.28E2 || 984E0 | 224E1 | 7.12E0 | 9.10EO

On 836E1 | 1.33E2 | 1.11IE-6 | 295E-6 | 9.75E1 | 1.01E2 | 857E1 | 1.74E2

100 10.&. 816E1 | 941E1 | 1.21E1 | 29E1 | 9.74E1 | 1.01E2 | 825E1 | 1.10E2

Xi= i 8.55E 1 125E2 || 348E1 | 249E 2 9.78E 1 1.00E2 || 8.38E1 | 9.66E1
n=10 | e=E-4 | Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
3 Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax

On 5.06E-1 | 885E-1 || 1.12E-3 | 244E-3 | 1.43EO0 | 1.89E0 || 3.02E-1 | 7.86E -1

1 10.&x 884E-1| 1.21EO0 || 1.65E1 | 463E1 | 1.75E0 | 3.25E0 || 5.04E-1 | 1.65E0

Xi= i 808E-1| 102E0 || 351E1 | 831E1 | 1.57EO0 | 3.52E0 || 3.81E-1 | 1.05E0

On 782E0 | 9.05E0 || 7.14E-4 | 1.83E-3 | 885E0 | 159E1 || 7.04E0 | 8.47EO

10 10.&x 9.09E0 | 1.05E1 || 1.10E1 | 1.78E1 | 9.12E0 | 1.96E1 || 8.21EQ0 | 9.95E0

Xi= i 877E0 | 982E0 || 397E1 | 233E2 | 984EO0 | 224E1 | 7.12E0 | 9.10EO

On 9.10E1 | 994E1 | 214E-4 | 1.29E-3 | 9.75E1 | 1.01E2 | 857E1 | 1.74E2

100 10.&x 911E1 | 995E1 | 1.15E1 | 3.04E1 | 9.74E1 | 101E2 | 825E1 | 1.10E2

Xi= | 9.23E1 9.94E 1 6.60E1 | 4.99E 2 9.78E1 1.00E 2 8.38E1 9.65E 1
n=5 | =E-10| Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
E Xopt 6priem Omax 5priem Omax 5priem Omax 6priem Omax

On 230E-1 | 850E-1 | 543E-6 | 3.98E-5 | 1.10EO | 1.35E0 || 1.92E-1 | 4.90E -1

1 10.e | 485E-1| 1.71EO | 1.43E1 | 884E1 | 1.06EO | 1.52E0 || 4.68E-1 | 1.72E0

Xi= i 224E-1 | 104E0 || 1.08E1 | 451E1 | 1.07EO | 1.52E0 || 211E-1 | 1.05E0

On 4.76E0 | 846E0 | 1.26E-4 | 250E-3 | 7.56E0 | 9.14E0 || 485E0 | 8.46EO0

10 10.&. 6.75E0 | 1.27E1 | 1.47E1 | 7.71E1 | 7.11EO | 882E0 | 7.54E0 | 196E1




Xi= i 480E0 | 875E0 | 1.29e1 | 538E1 || 748E0 | 9.83E0 || 464E0 | 8.74E0

On 6.35E1 | 944E1 || 392E-7 | 148E-6 | 9.65E1 | 990E1 | 6.39E1 | 9.49E 1

100 10.& 648E1 | 945E1 | 260E1 | 272E2 || 966E1 | 9.89E1 | 647E1 | 9.67E1

Xi=i 6.33E1 | 958E1 | 1.27E1 | 517E1 || 967E1 | 989E1 | 6.39E1 | 9.99E 1

n=5 | e=E-4 | Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax

On 458E-1 | 857E-1| 1.15E-3 | 3.06E-3 | 1.10EO | 1.35E0 195E-1 | 4.90E-1

1 10.& 806E-1 | 1.72E0 | 1.43E1 | 884E1 || 1.06EO | 152E0 || 468E-1 | 1.72E0
Xi= | 586E-1 | 1.04E0 | 1.09E1 | 423E1 || 1.07EO | 152E0 || 210E-1 | 1.05E0

On 6.20EO0 | 1.00E1 | 750E-4 | 253E-3 | 7.56E0 | 9.14EO0 485E0 | 846E0

10 | 10e | 761E0 | 1.38E1 | 1.87E1 | 1.59E2 | 7.11E0 | 882E0 | 7.54E0 | 1.96E1
Xi= i 723E0 | 1.38E1 | 1.29E1 | 7.50E1 || 748E0 | 9.83E0 464E0 | 8.74E0

On 763E1 | 1.08E2 | 447E-4 | 3.04E-3 || 965E1 | 9.90E1 640E1 | 949E1

100 10.& 751E1 | 1.08E2 | 1.20E1 | 276E1 || 9.66E1 | 9.89E 1 6.47E1 | 9.67E1
Xi=1 778E1 | 1.08E2 | 1.08E1 | 3.66E1 | 9.67E1 | 9.89E1 6.38E1 | 9.99E 1

Pocet “ n+1 “ cyklov ............ 10.
n=20 |&=E-10| Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax

On 121E-6 | 282E-6 | 227E-7 | 204E-6 | 209EQ0 | 2.64E0 || 2.61E-7 | 8.53E -7
1 10.& 492E-1 | 1.28E0 || 1.09E1 | 155E1 || 261E0 | 4.18E0 |1.15E-10|6.87E-10
Xi=1 132E-1 | 841E-1 | 202E2 | 1.82E3 | 285E0 | 8.21EOQ0 ||9.21E-13|1.22E-11

On 213E-3 | 6.59E-3 || 1.58E-7 | 1.57E-6 | 268E0 | 546E0 | 2.19E-7 | 1.19E -6

10 10.& 436E0 | 822E0 || 1.21E1 | 219E1 | 6.73EO | 280E1 (|3.92E-10| 1.95E-9




Xi= | 762E0 | 719E1 | 551E1 | 7.18E1 | 3.39E1 | 494E2 |[1.35E-12|9.06E -12
On 6.34E0 | 951E1 | 241E-7 | 1.58E-6 | 1.21E2 | 591E2 || 3.48E-2 | 2.69E -1
100 10.&x 292E0 | 237E1 | 1.18E1 | 488E1 | 1.22E2 | 6.04E2 |[4.24E-10| 2.34E-9
Xi= | 6.94E1 | 158E2 | 744E1 | 445E2 | 1.26E2 | 6.68E2 |241E-12|2.22E-11
n=20| € =E-4 | Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 701E-1 | 1.00EO || 517E-5 | 244E-4 | 209EO0 | 264E0 || 1.22E-3 | 2.59E -3
1 106 | 983E-1| 146E0 | 1.09E1 | 155E1 || 2.61E0 | 4.18E0 || 1.36E-7 | 7.16E-7
Xi= 842E-1| 981E-1 || 231E2 | 1.81E3 || 285E0 | 8.21EQ0 [|2.21E-11|1.53E-10
On 831E0 | 9.74E0 | 212E-4 | 218E-3 | 268E0 | 546E0 || 1.26E-3 | 2.84E -3
10 10.&1 9.06EO0 | 1.03E1 | 1.25E1 | 219E1 | 6.73EO | 280E1l || 6.14E-7 | 1.57E-6
Xi=1 924E0 | 1.24E1 | 536E1 | 541E1 | 3.39E1 | 494E2 || 417E-9 | 4.05E -8
On 980E1 | 1.69E2 | 552E-5 | 1.68E-4 | 1.21E2 | 591E2 || 4.87E-2 | 3.02E -1
100 10.&1 937E1 | 1.03E2 | 158E1 | 833E1l | 1.22E2 | 6.04E2 || 251E-7 | 1.05E -6
Xi= 116E2 | 235E2 || 544E1 | 6.05E1 | 1.26E2 | 6.68E2 || 1.10E-9 | 7.17E-9

n=10 | € =E-10| Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

E Xopt 6priem Omax 5priem Omax 5priem Omax 6priem Omax
On 188E-7 | 888E-7 | 459E-7 | 1.12E-6 | 1.44E0 | 1.76EO | 1.02E-7 | 7.68E-7
1 10.&n 3.04E-2 | 6.08E-1 | 1.55E1 | 6.20E1 | 1.84E0 | 3.31E0 ||2.63E-10| 1.36E -9
Xi= | 591E-2 | 411E-1 || 3.64E1 | 1.56E2 | 1.75E0 | 3.45E0 [|1.49E-11|1.37E-10
On 797E-4 | 279E-3 | 1L.94E-7 | 1.23E-6 | 3.90EO | 1.02E1 || 1.49E-7 | 5.92E -7
10 10.&n 1.71E0 | 858E0 || 1.09E1 | 214E1 || 6.03EO | 3.36E1 || 1.33E-9 | 9.24E-9




Xi=i 274E0 | 959E0 || 239E1 | 6.18E1 | 8.11E0 | 434E1 |[4.21E-11|2.68E-10

On 6.80E-1 | 7.62E0 || 4.69E-7 | 205E-6 | 948E1 | 1.18E2 | 8.17E-2 | 8.55E-1

100 10.& 518E0 | 345E1 || 1.08E1 | 215E1 || 945E1 | 1.19E2 || 1.34E-9 | 1.31E-8
Xi=i 467E0 | 412E1 | 232E1 | 423E1 | 957E1 | 1.14E2 ||238E-11|7.29E-11

n=10 | € =E-4 | Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax

On 510E-1 | 1.20E0 || 4.36E-4 | 212E-3 || 1.44E0 | 1.76E0 || 9.28E-4 | 3.05E -3

1 10.& 9.38E-1| 168E0 || 1.57E1 | 6.20E1 || 1.84E0 | 3.31E0 || 1.97E-7 | 1.62E -6
Xi= | 7.89%E-1| 1.06E0 | 3.75E1 | 160E2 | 1.75E0 | 3.45E0 | 3.18E-9 | 2.79E -8

On 748E0 | 889EO0 || 293E-4 | 1.37E-3 || 3.90EO | 1.02E1 || 1.00E-3 | 3.14E-3

10 10.& 8.82E0 | 1.06E1 || 1.23E1 | 276E1 || 6.03EO | 3.36E1 || 2.05E-6 | 5.98E -6
Xi= | 8.70EO0 | 9.83E0 || 295E1 | 1.34E2 || 8.11EO0 | 434E1 || 299E-7 | 5.43E-6

On 9.10E1 | 995E1 || 1.97E-4 | 1.20E-3 | 948E1 | 1.18E2 || 857E-2 | 845E-1

100 10.&x 9.11E1 | 995E1 || 1.23E1 | 455E1 || 945E1 | 1.19E2 || 1.19E-6 | 4.29E -6
Xi=1 913E1 | 996E1 || 3.65E1 | 281E2 || 957E1 | 1.14E2 || 6.86E-8 | 2.66E -7

n=5 | =E-10| Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax

On 8.01E-2 | 856E-1 || 9.22E-7 | 780E-6 | 1.22EOQ0 | 1.46E0 || 458E-7 | 2.39E -6

1 10.& 7.89E-2 | 986E-1 || 1.06E1 | 223E1 | 1.30EO0 | 1.71EOQO | 207E-9 | 8.65E -9
Xi= | 184E0 | 3.68E1 | 916EO0 | 206E1 | 1.32EO0 | 1.69EO0 |9.57E-10| 7.82E -9

On 447E-1 | 846E0 || 556E-7 | 411E-6 | 262E0 | 6.68E0 | 1.98E-7 | 7.15E -7

10 10.&x 473E-1 | 947E0 || 1.12E1 | 264E1 | 296E0 | 1.11E1 | 1.24E-9 | 1.07E-8




Xi= | 3.60E-1| 7.21EQ || 9.78E0 | 271E1 | 3.37EO0 | 1.05E1 |6.91E-10| 3.80E -9
On 340E-1 | 425E0 || 3.17E-7 | 1.18E-6 || 8.87E1 | 951E1 || 8.65E-2 | 3.94E -1
100 10.&x 108E-1| 945E1 || 140E1 | 758E1 || 888E1 | 951E1 [|290E-10| 3.61E-9
Xi= | 112E0 | 1.63E1 | 878E0 | 162E1 | 891E1 | 963E1l || 1.13E-6 | 2.26E -5
n=5 | e=E-4 | Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
& Xopt Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 423E-1 | 9.03E-1 || 9.98E-4 | 3.06E-3 | 1.22E0 | 1.46E0 | 9.67E-4 | 4.77E-3
1 10.&x 732E-1| 1.79E0 || 1.0O5E1 | 223E1 || 1.30EO | 1.71EO0 || 3.14E-6 | 3.31E-5
Xi= | 518E-1 | 145E0 || 878E0 | 206E1 | 1.32EO0 | 1.69E0 | 3.74E-7 | 1.70E -6
On 541E0 | 1.10E1 | 6.04E-4 | 1.74E-3 | 2.62E0 | 6.68E0 | 8.81E-4 | 5.21E -3
10 10.&x 6.75E0 | 1.02E1 || 1.19E1 | 278E1l | 296E0 | 1.11E1 || 1.74E-6 | 7.23E-6
Xi= | 6.28E0 | 190E1 || 1.35E1 | 9.36E1 || 3.37EO0 | 1.05E1 || 1.96E-6 | 1.95E-5
On 710E1 | 153E2 || 415E-4 | 3.04E-3 | 8.87E1 | 951E1 || 8.18E-2 | 3.25E-1
100 10.&x 806E1 | 144E2 || 1.00E1 | 165E1 || 8.88E1 | 951E1 || 225E-6 | 1.31E-5
Xi= | 765E1 | 153E2 || 965E0 | 242E1 || 891E1 | 963E1 || 597E-4 | 1.19E-2
Kvadratickéfunkcie
n=25|g=E-10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
¢ Xopt Opriem Omax PPl | Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 1.70E-8 | 1.10E -7 | 34.60 || 3.58E -3 | 6.92E -2 ||2.95E -18|9.80E -18| 3.81E -4 | 7.37E -3
1 10E5.e | 254E-8 | 1.40E-7 | 34.86 || 3.96E -3 | 6.45E -2 (|3.53E -13|7.54E -13|| 3.18E -4 | 4.83E -3
Xi=1 1.70E-8 | 1.10E -7 | 34.60 || 3.58E -3 | 6.92E -2 ||3.10E -16|1.01E -15| 3.37E -4 | 5.39E -3
On 2.05E-8 | 8.04E-8 | 35.22 || 3.54E -2 | 7.17E -1 | 1.30E -16|6.16E -16|| 2.07E -3 | 1.62E -2
10 10E5.e | 217E-8 | 1.28E-7 | 35.42|6.73E-2| 1.04E 0O (2.54E -12|7.60E -12|| 2.09E -3 | 1.63E -2




Xi=i 2.05E-8 | 8.04E-8 | 35.22 | 3.B54E-2 | 7.17E -1 ||2.27E -15|5.25E -15|| 2.08E -3 | 1.63E -2
On 219E-8 | 1.22E-7 | 35.86| 7.84E-1 | 1.17E1 | 1.50E -14|4.34E -14|| 2.18E -2 | 2.05E -1
100 | 10e5.e| 276E-8 | 1.22E-7 | 35.94 | 8.26E-1 | 1.17E 1 |[2.93E -11|5.85E -11|| 2.18E -2 | 2.01E -1
Xi=i 219E-8 | 1/22E-7 | 35.86| 7.84E-1| 1.17E1 |3.57E-14|1.41E -13| 2.13E-2 | 1.83E -1
n=25|e=E4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
¢ Xopt Opriem Omax PPl | Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 153E-5 | 1.00E-4 | 32.60 | 1.90E -2 | 4.42E -2 |2.95E -18|9.80E -18| 1.37E -4 | 1.12E -3
1 10E5.e1| 1.53E-5 | 1.00E-4 | 32.60 | 1.88E -2 | 4.42E -2 ||3.53E -13|7.54E -13| 1.32E -4 | 1.11E -3
Xi=1 153E-5 | 1.00E-4 | 32.60 | 1.90E -2 | 4.42E -2 |3.10E -16|1.01E -15| 1.36E -4 | 1.11E -3
On 245E-5 | 1.25E-4 | 33.30 || 7.52E -2 | 8.38E -1 ||1.30E -16|6.16E -16| 2.04E -3 | 1.62E -2
10 |10E5.e.| 245E-5 | 1.25E-4 | 33.30 | 9.02E -2 | 1.04E O |2.54E -12|7.60E -12|| 2.04E -3 | 1.63E -2
Xi=1 245E-5 | 1.25E-4 | 33.30 || 7.52E -2 | 8.38E -1 ||2.27E -15|5.25E -15| 2.04E -3 | 1.63E -2
On 244E-5 | 1.92E-4 | 34.00|791E-1| 1.17E1 ||1.50E -14|4.34E -14| 2.18E -2 | 2.05E -1
100 |10E5.e1| 244E-5 | 1.92E-4 | 34.00|8.33E-1 | 1.17E 1 |2.93E -11|5.85E -11|| 2.18E -2 | 2.01E -1
Xi=1 244E-5 | 1.92E-4 | 34.00|791E-1| 1.17E1 ||3.57E-14|1.41E -13| 2.13E-2 | 1.83E -1
n=15 | =E-10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
& Xopt Opriem Omax PPl Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 128E-8 | 1.12E-7 | 23.18 | 1.63E-3 | 3.41E -2 | 1.47E -18|2.74E -18| 2.26E -5 | 1.55E -4
1 10E5.e| 1.82E-8 | 1.06E -7 | 23.32 || 2.24E -3 | 3.41E -2 ||1.65E -13|4.38E -13|( 2.26E -5 | 1.47E -4
Xi= i 128E-8 | 1.12E-7 | 23.18 | 1.63E-3 | 3.41E -2 | 1.08E -16 | 2.25E -16( 2.23E -5 | 1.57E -4
On 2.08E-8 | 9.40E-8 | 23.56 || 2.53E -2 | 3.21E -1|[8.12E -17 | 1.99E -16|| 2.39E -4 | 2.32E -3
10 |10E5.e| 3.15E-8 | 1.70E-7 | 23.68 || 2.65E -2 | 3.21E -1 | 1.50E -12 | 4.84E -12|| 2.39E -4 | 2.32E -3




Xi= i 2.08E-8 | 9.40E-8 | 23.56 || 2.53E -2 | 3.21E -1|[9.01E -16|1.79E -15|| 2.39E -4 | 2.32E -3
On 161E-8 | 7.73E-8 | 24.26 | 3.00E -1 | 3.03E 0 (|9.72E -15|2.56E -14( 4.78E -3 | 1.08E -1
100 |10E5.e.| 1.88E-8 | 8.17E-8 | 24.32 | 3.00E -1 | 3.03E 0 |1.68E -11|3.45E -11| 4.86E -3 | 1.09E -1
Xi=i 161E-8 | 7.73E-8 | 24.26 | 3.00E-1 | 3.03EOQ (|1.48E-14|7.68E -14( 4.79E -3 | 1.08E -1
n=15 | e=E4 Davidon — Powell Dixon Goldfarb SR1
¢ Xopt Opriem Omax PPI | Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 1.69E-5 | 1.66E -4 | 21.22 || 8.14E-2 | 7.98E -1 |1.47E -18|2.74E -18| 3.04E -5 | 1.70E -4
1 10E5 .e| 1.69E-5 | 1.66E-4 | 21.22 | 8.14E-2| 7.98E -1 || 1.65E -13|4.38E -13| 3.06E -5 | 1.70E -4
Xi=1 1.69E-5 | 1.66E -4 | 21.22 || 8.14E-2 | 7.98E -1 |1.08E -16|2.25E -16| 3.03E -5 | 1.70E -4
On 294E-5 | 1.81E-4 | 21.78 | 1.09E -1 | 4.14E -1 ||8.12E -17 | 1.99E -16| 2.27E -4 | 2.32E -3
10 10E5 .e | 294E-5 | 1.81E-4 | 21.78 | 1.09E -1 | 4.14E -1 ||1.50E -12|4.84E -12| 2.29E -4 | 2.32E -3
Xi= | 294E-5 | 1.81E-4 | 21.78 | 1.09E -1 | 4.14E -1 ||9.01E -16|1.79E -15| 2.28E -4 | 2.32E -3
On 3.25E-5| 1.30E-4 | 22.38 | 3.00E-1| 3.03E0 ||9.72E -15|2.56E -14| 4.78E -3 | 1.08E -1
100 |10E5.e1| 3.25E-5 | 1.30E-4 | 22.38|| 3.00E -1 | 3.03E 0 |1.68E -11|3.45E -11|| 4.86E -3 | 1.09E -1
Xi=1 3.25E-5| 1.30E-4 | 22.38 | 3.00E-1| 3.03E0 ||1.48E-14|7.68E -14| 4.79E -3 | 1.08E -1
n=5 |e=E-10 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1
& Xopt Opriem Omax PPI | &priem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 197E-8 | 1.44E-7 | 10.22 |1.20E -10|2.93E -10(|1.79E -19|8.27E -19| 1.50E -8 | 3.90E -7
1 10E5 .e | 2.05E-8 | 1.44E-7 | 10.22 |[1.19E -10|2.92E -10“2.95E -14|1.29E -13| 1.50E -8 | 3.90E -7
Xi= i 197E-8 | 1.44E -7 | 10.22 ||1.20E -10|2.93E -10||2.26E -18 | 7.60E -18| 1.50E -8 | 3.90E -7
On 218E-8 | 1.89E-7 | 10.74 || 1.05E-9 | 2.99E -9 |[1.89E -17 |6.52E -17| 9.33E-8 | 1.22E -6
10 10E5 .e | 2.23E-8 | 1.89E-7 | 10.74 | 1.05E -9 | 2.99E -9 ||2.43E -13|1.20E -12|| 9.37E-8 | 1.23E -6




Xi= i 218E-8 | 1.89E-7 | 10.74 || 1.05E-9 | 2.99E -9 |[3.43E -17|1.34E -16|| 9.33E-8 | 1.22E -6
On 128E-8 | 1.29E-7 | 11.12 || 1.22E -8 | 3.92E -8 | 1.96E -15|7.40E -15| 1.95E-6 | 1.21E-5
100 |10E5.ex| 1.41E-8 | 1.29E-7 | 11.12|| 1.22E -8 | 3.92E -8 | 2.73E -12| 1.50E -11| 1.95E -6 | 1.21E-5
Xi=i 128E-8 | 1.29E-7 | 11.12 || 1.22E -8 | 3.92E -8 |2.26E -15|6.94E -15|| 1.95E-6 | 1.21E-5
n=5 |e=E-4 Davidon - Powell Dixon Goldfarb SR1

¢ Xopt Opriem Omax PPl | Opriem Omax Opriem Omax Opriem Omax
On 159E-5 | 1.13E-4 | 890 |299E-2| 1.41E0 (|1.79E-19|8.27E -19| 1.50E -8 | 3.90E -7
1 10E5 .e| 1.59E-5 | 1.13E-4 | 8.90 |[2.99E-2 | 1.41E O |[2.95E -14|1.29E -13| 1.50E -8 | 3.90E -7
Xi=1 159E-5 | 1.13E-4 | 890 |2.99E-2 | 1.41E0 ||2.26E -18|7.60E -18| 1.50E -8 | 3.90E -7
On 244E -5 | 210E-4 | 9.32 || 1.05E-9 | 2.99E -9 |[1.89E -17|6.52E -17|| 9.33E-8 | 1.22E -6
10 10E5 .e.| 244E-5 | 210E-4 | 9.32 || 1.05E-9| 2.99E -9 |(2.43E -13|1.20E -12|| 9.37E-8 | 1.23E-6
Xi= | 244E-5 | 210E-4 | 9.32 ||1.05E-9| 2.99E -9 |(3.43E-17|1.34E -16| 9.33E-8 | 1.22E -6
On 230E-5| 143E-4 | 9.84 ||1.22E-8| 3.92E -8 ||1.96E -15|7.40E -15|| 1.95E -6 | 1.21E -5
100 |10E5 .| 2.30E-5 | 1.43E-4 | 9.84 || 1.22E -8 | 3.92E -8|2.73E -12| 1.50E -11|| 1.95E -6 | 1.21E-5
Xi=1 230E-5 | 1.43E-4 | 9.84 ||1.22E-8| 3.92E -8 ||2.26E -15(6.94E -15|| 1.95E-6 | 1.21E-5

9. Vyhodnotenie tabuliek

Vsetky Styri testované metddy vykazuju ¢i uz viac alebo menej uspokojiva konvergenciu
pre kvadraticku funkciu.

Najviac vynika Goldfarbova metdda, ktora pri vSetkych pouzitych volbach

Kvadratické funkcie.

parametrov dosahovala vyrazne najvacsiu presnost’.




MozZno si vSimnuat, Ze pri nizSich dimenzidch konverguju takmer vsetky metody s
vacSou presnostou. Vynimku tvori Davidon-Powellova metdda, u ktorej je zlepSenie
konvergencie pri zmenSeni dimenzie zanedbatel'né.

Zaujimava je aj citlivost” Goldfarbovej metédy vzhl'adom na bod optima. Rozdiely v
dosahovanej presnosti su pri zmene vzdialenosti bodu optima od poéiatku radovo az 10 °.
Pri ostatnych troch metddach st rozdiely v presnosti (vzhI'adom na uvedenu vzdialenost))
pri danom & takmer nulové.

Podl'a o¢akavania pozorujeme, Ze s narastajucou vzdialenostou Startovacieho bodu
od bodu optima, vyraznejSie klesd presnost metddy. Tu je opédt’ vynimkou Davidon-
Powellova metdda, u ktorej je tento jav minimalny.

Zmena parametranemala okrem Davidon-Powellovej metody badatel'ny vplyv na
konvergenciu. Pri zvd¢Seni € sice v Davidon-Powellovej metdde klesala vysledna
presnot’, ale tento pokles v presnosti bol vykompenzovany poklesom v pocte iteracii.

Je nutné pripomenut, ze Davidon-Powellova metdéda vyzadovala na najednie
aproximacie bodu minima o niekol’ko iterdcii viac ako ostatné metddy (to je dosledok
tzv. slabych iteracii, ktoré nezarucuju konvergenciu k bodu optima). Napriklad pri
dimenziin = 25 bolo potrebnych 32 az 35 iteracii, kym zvys$né tri metddy “vystacili® s
(n+1), t,j. s 26 iteraciami. Av§ak nemozno si nevSimnut’ vyrazné rozdiely v presnosti (pri
vacSich dimenziadch) v porovnani s Dixonovou a SR1 metddou. Preto azda stoji za
zamyslenie, ¢i by sme neboli ochotni akceptovat o niekolko iterdcii viac a pouzit

namiesto Dixonovej alebo SR1 metddy radSej Davidon-Powellovu metodu.

Bikvadratické funkcie.

V pripade bikvadratickych funkcii su zial' vysledky skeptickejsie. Jedine u Dixonovej
metody s nulovym bodom optima, a SR1 metddy pri va¢Som pocte pouzitych (n+1)-
cyklov, mozno hovorit o wuspokojivej konvergencii. Ostatné metddy nielenze

nekonverguju, ba v niektorych pripadoch je vzdialenost vysledného bodu od bodu



optima vyrazne vécSia, ako bola Startovacia vzdialenost. Ak si vSak uvedomime, Ze ani
“klasicka™ newtonova metdda (s jednotkovou dlzkou kroku) nezarucuje konvergenciu,
tak uvedené zistenie nie je az také prekvapivé (Zial' v literatire sa na to zabuda explicitne

upozornit).

Napriek tomu mozno konstatovat’, ze pri zvySeni poctu (n+1)-cyklov maju vSetky
metddy tendenciu zlepSovat' konvergenciu (v niektorych pripadoch je sice rozdiel
nebadatel'ny, alebo az opacny, ale takych pripadov je vyrazne menej). V tomto pripade
vinika SR1 metoda, ktora pri zvyseni poétu (n+1)-cyklov z trojky na desiatku dosahovala

zlepSenie presnosti konvergencie radovo az 10 .

Podobne ako pri kvadratickych funkciach, aj tu pozorujeme viditelné zhorSenie
konvergencnej presnosti pri zvacSeni vzdialenosti Startovacieho bodu a bodu optima.
Vsetky metddy (okrem Dixonovej) su takmer invariantné vzhl'adom na vzdialenost

bodu optima od pociatku.

Zaver

Diplomovéa praca pojednava o Specialnej skupine kvazinewtonovskych metdd, ktoré
nepozaduju (v kazdej iteracii) optimalnu dizku kroku.

Prezentujeme Styri najzndmejSie metody uvedenej skupiny. V3etky Styri metody sme
podrobne popisali. NajpracnejSie bolo zvladnutie Davidonove] metddy, ktora je v
origindlnom ¢lanku vel'mi tazkopadne popisand a mnohé tvrdenia bolo potrebné korigovat’,
resp. prislusné dokazy dopliiat’ mnoZstvom technickych detailov. (Tato Cast’ trvala takmer
cely Stvrty ro¢nik).

V3etky Styri metody sme naprogramovali v jazyku Pascal a realizovali sme pomerne
rozsiahli numericky experiment (az do rozmeru n = 25 s ndhodne generovanymi sériami tloh
dizky 50).

Nase numerické experimenty vyjavili zavazné nedostatky uvedenej skupiny
kvazinewtonovskych metdd, o ktorych nebola zmienka v existujucej literature.

Numericky experiment potvrdzujen{1)-krokovd konvergenciu tychto metdd pri

aplikécii na kvadraticka funkciu. Avsak tieZ naznacuje, Ze pri aplikovani spominanych metod



s konstantnou diZkou kroku na bikvadraticki funkciu, nemoZno ocakavat dobru
konvergenciu k bodu minima.

Vysvetlenie mozno hl'adat’ uz pri samotnom odvodzovani kvazinewtonovskych formul.
Totiz tieto metody vychadzaju z tzv. modifikovanej newtonovej iteracnej metody. Newtonova
metoda je zalozend na lokalnej aproximacii ucelovej funkcie kvadratickou funkciou, a je
znama jej nedobra konvergencia k bodu minima nekvadratickej funkcie (za predpokladu, Ze
sa nenachadzame “dostato¢ne blizko* bodu minima). Tento nedostatok newtonovej metddy je
mozZné odstranit’ vol'bou optimalnej dizky kroku. Takato modifikovana metoda je zékladom
kvazinewtonovskych metod, ktoré vo vieobecnosti pouZivaju optimalnu dizku kroku.
Experiment naznaluje, e pouZitie konstantnej dizky kroku nezaruduje konvergenciu

kvazinewtonovskych metéd.

Vynimkou je SR1 metdda, ktora je z teoretického hl'adiska nestabilna a vo vSeobecnosti
moze generovat’ indefinitné matice. AvSak v nami pouzitom experimente nielen Ze nedoslo k
jej zlyhaniu, ale jej konvergencia pre bikvadratické funkcie bola vyborna a vyrazne lepSia ako
u zvySnych Styroch metdd.



