2.2 CCR nodely

2.2.1 Shephardova funkcia vzdi al enosti a CCR nodel

Podla SHEPHARDA (1953,1970) sa mnozina mozZnych
vstupov pre kazdé Y, definuje ako

LCY,o) ={ X[ (X, Y,) OA } (2)
a mnozina moZnych vystupov P(X,), pre kazdé X,, ako
P(Xo) ={ Yol (Xy,Y,) OA}. (3)
~Funkciu vzdialenosti” g(X 0,Y o) mnoziny vstupov L(Y,)
: 1
definoval SHEPHARD nasledovne g (X Y )= ————— , kde
Y h(X, Yo

h(X ,,Y ;)= min {h:hX oI L(Y 4),h =0}
Pomocou uz charakterizovanych (Xo,Y 5) je mozné
vyjadrit funkciu h(X,,Y ,):
h(X ,.,Y ,)= mlr;l
za podmienok hX o 2K Z)\;X; (4)
v <KINY,

=1

Z)\j =1, A 20 prej=1,...,n ak>0.

|=1
Zavedenim substitlcie K =kA; sa uloha(4)zmeni
mn &=h(X,.Y ,)

za podmienok hX ;23 WX,

MYizY,, (5)
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Dualny problém tohto problému linearneho

programovania mbéze byt v tvare:

max w=u,"vY,

za podmienok V  [TX, =1,

U JYV TXj < 0 pre j=1,..n, (6)
u,20, V,=0,
kde U ,"=(Ug,....u ,,..,u gaVv J=Vi..,v ...V .

Transforméciou odvodenou CHARNESOM a COOPEROM (1962)

je mozné tuto uUlohu linearneho programovania previest na
tlohu:

max h o=U Y IV ,'X,

Uo, Vo
za podmienok U [TY;/V 7% <1 prej=1,..,n (7)
u ,V, =20

Problém zlomkového programovania (7) je zhodny s
historicky prvym DEA modelom - CCR model, ktory je
pomenovany podla CHARNESA, COOPERA a RHODESA (1978). Tymto
je dokazana ekvivalencia medzi mierou efektivnosti v CCR
modeli a prevratenou hodnotou Shephardovej funkcie
vzdialenosti pre mnoZinu moZnych  vstupov L(Y,) za
podmienky, Ze mnoZina vyrobnych moZnosti A splia uZ
spominané 4 axiomy.

V ponimani CHARNESA, COOPERA a RHODESA sa efektivnost
kazdej DMU meria funkciou vah vstupov a vystupov - funkcia
h(X,,Y,) (7). SnaZime sa dosiahnut ¢&o najvy$siu moZnu
hodnotu efektivnosti, t.]j. ucelovl funkciu maximalizujeme.
Takyto problém by bol bez dalsich podmienok neohraniceny,
preto sa zavadza podmienka U oYV X < 1, tj. aby pri
vybranych vahach U,V 1ina DMUJj nedosahovala efektivnost

vySSiu ako 100 %.

14



Model  odvodeny  pomocou  Shephardovej  funkcie
vzdialenosti a tym aj CCR model, maju nekonecne vela
rieseni, co vyplyva z Axiémy 3. V modeli (6) podmienka
V,"™X,=1 zaruéuje kone&ny podet rieseni.

DEA  spracUva n maximalizacnych problémov, v ktorych
sa meni len ucelova funkcia a podmienky zostavaju rovnaké.
Ako ukazali CHARNES, COOPER a RHODES na jednoduchom

priklade (1979,str. 339), CCR model evidentne neefektivnu

jednotku ohodnoti ako efektivnu, lebo hodnota jej ucelove]j

funkcie h ::1:

y X1 X2
DMy 1 2 6
DMy 1 2 5

Je zrejmé, Ze DMU; spotrebovava vadcsSie mnozZzstvo vstupu
X, na vyprodukovanie rovnakého mnozZzstva vystupu y ako DMUp
a teda DMU  nie je efektivha. AvSak vysledkom CCR modelu

pre tato jednotku su hodnoty h le, u=1, v =1/2, v ,=0.
Problém je v podmienkach nezapornosti pre premenné U a V.

Preto vznikda novy model, kde sa problematické podmienky

nezapornosti nahradzaju podmienkami U, V >0:

max U,"Y,/V "X,

Uo, Vo
za podmienok U Y,V ;7% <1 prej=1,..,n (7a)
U oV, >0.

Za takychto podmienok uz DMU; nebude vyhodnotena ako
efektivna.

V tedrii sa vSak pracuje s povodnym CCR modelom,
pric¢om podmienka nezapornosti sa odstrani zavedenim
dostatoc¢ne malého nezdporného parametra e, V literatlre

nazyvaného ,non- Archi medean”. Vznikd matematicky korektny
model:
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CCR
max U,"Y,/V, X,

Uo, Vo
za podnmienok U,TY,/V,"% <1 prej=1,...,n (7b)
U,, V, 2 &

2.2.2 Vstupne orientované CCR modely

Funkcia vzdialenosti bola definovanad pre mnoZinu
moznych vstupov L(Y,), z tohto dévodu su modely (5) a (6)

nazyvané vstupne orientované. Spatnou Upravou modelu (7b)
dostavame model oznadovany CCRIp (1!) alebo nazyvany aj
problém multiplikatorov.
CCRI p:

s

max z g = ZUrer

Ur, Vi
r I =1

za podm. ZViXiOzl (6a)

S ryrj- 3 iXij<0 -:1,...,
Zluy, vaj< pre j n

r =1

u Vi =€ prer=1,..,s,i=1,..m.
K nemu dualny problém je CCRI (2 resp. problém obalky.
CCRI p:

m S
i = @- T+ "
B’AJT_’FS]HWO © E( ;S' erSr )

n

za podm. 0 = eXi o- ZXij)\j -s . prei=1,..,m (5a)
=1
= S iAi-S rer=1,...,s
y ro ley] i p

)\J y S I_’S N 20 DllrlJ

r

€>0.
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*
Optimalna hodnota ® dudlneho problému (5a) urcuje mieru

efektivnosti danej DMU. Kazda& DMU; nadobuda optimalnu
* . z z *
hodnotu © . Efektivne sa tie DMUSs, pre ktoré ma ® hodnotu

1, =zarovenn s. a S . su nulové a teda leZia na hranici

I r

- - * Ve Ve Ve * -
efektivnosti, tie s ® <1 su neefektivne. Premenna e je

proporcionalnou redukciou, ktora sa aplikuje na vSetky

vstupy DMU o3, aby bola dosiahnutd efektivnost. Vysledkom
takéhoto typu redukcie je radialny pohyb smerom k hranici

efektivnosti. Pre kazdd neefektivnu DMUyg, (X Y k), existuje

bod ( X, Y.) leziaci na hranici efektivnosti. Nie je ho
mozné dosiahnut len proporciondlnou redukciou, ale e

potrebné dodatoc¢né zniZenie Jjednotlivych vstupov pomocou
premennych s ., pricdom takyto spdésob poklesu hladiny
vstupov je charakteristicky pre vstupne orientované

modely. Bod ( Xy, Y«) sa teda dé& vyjadrit linearnou

A *
kombindciou DMUs leZiacich na  hranici, XKIZ)\me,

VK:Z)\ZYm , pricom A fnzo Om, cez vSetky efektivne body.

Dalo by sa povedat, Ze projekcia bodu (XY ) na bod ( X,

Y¢), mbZe byt prevedena v dvojkrokovom procese:

*

1.maximalna redukcia vSetkych vstupov - S
2.posun smerom na hranicu efektivhosti - pomocou
doplnkovych premennych s ~as ' (CHARNES,COOPER,LEWIN a

SEIFORD, 1994, str.32).
Pri rieSeni dudalnej dlohy (6a) su vysledkom opti-

- 7 - - - 7 * * v 7 v 7z
malizacie multiplikatory u ., a Vv ,, pricom pre ucelové
*

funkcie plati : w "=z " =1 (SEIFORD, THRALL, 1990, S 11).

Tedbria duality pontka moZnost interpretdcie a pouZitia

17



- - ’ * * - - - , -
multiplikatorov u .,v . >0. Tieto multiplikatory by sa dali
chépat ako tzv. tienové ceny. KazZzdému vstupu a vystupu sa

teda priradi nejaka cena. Ak v primarnom modeli niektora

doplnkova premenna s T nadobuda velké hodnoty, =z

* *
teérie duality vyplyva, Ze zodpovedajuce v, (u ,) budu

blizke nule. Ak by sa do tedrie nezaviedlo €, prave v

pripade s [ >>0 (s ">>0) by v ,* (u ?) boli nulové, t.j. model

by tymto vstupom (vystupom) nepriradoval Ziadnu hodnotu.
Znamenalo by to, Ze v tomto vstupe (vystupe) nie je
ohodnocovana DMU velmi “dobra” , teda Jje vyhodné tento
vstup (vystup) Uplne =zanedbat. Podobne to wukazal uz
spominany priklad CHARNESA, COOPERA a RHODESA(1979), kde

sa vstupu x  , priradila nulova cena.

Moznost naréabat priamo S viacvstupovou a
viacvystupovou mnozZinou dat Jje Jjednou =z hlavnych vyhod
tychto DEA modelov. Dal3ou z vyhod CCRIpa CCRI p modelovje
ich jednoduchost. Na rozdiel od CCR modelu (7b) (model
zlomkového programovania) su to modely linearne.

2.2.3 Vystupne orientované CCR modely

Na doplnenie vSetkych suvislosti medzi CCR mierou
efektivnosti a  Shephardovou funkciou je potrebné

zazitkovat informdciu o mnozine mozZnych vystupov P (X,). Al

pre tuto mnozZzinu Shephard definoval funkciu vzdialenosti
h' (X oY )=Lg (X ,.Y ),
kdeg '(X,,)Y ,)=max{g ',g 'Y,0OP(X,),g ’'=0}. Analogicky sa

da funkcia g ' popisat pomocou (X,,Y ,) nasledovne:
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mx g’
max 9

za podmi enok g'Y, SkZ)\ij

SA=1, A 20 a k>0.

1=1

Substiticiou V; =kA; sa (8) prevedie na model:

max g
g, H

za podmienok g'Y, < ZVij
=1

iVij <X,

=1
v 20 pre j=1,...,n.
Duélny problém ma tvar:
r&i,v? v OTXO
za podmienok U 7Y, =1
\ 0 TXJ' - U o TYj <0
(10)
U 0,V ,20
a po malej Uprave
mnV, ™X,J/U,"Y,

Uo, Vo
za podmienok V. 7% /U [TY; <lprej=1,.,n

U V ,20.

0

Zavedenim ,non-Archimedean’-skej podmienky a
Upravou dostavame vV literatire zname vystupne orientované

modely.

(11)

spatnou

(8)

(9)



CCRG, (3)

mn Sg = VTXO
Vi

za podm p'Yy=1 (10a)
—u'Y+v'X =207
VRVX
£>0
CCRO> ()
ax to = @ + g 1's* + 17s7) (12)
za podm YA- ®Y,- sT=0
XA+ s = X
A, s', s =20
e > 0,
kde p a Vv s0 vektory multiplikatorov, 17=(1,..,1),
A=(Ay,.., A),s =(S;,.8 ,.S5 ) s =(si,..s ',..s DO
Linearny model (12) maximalizuje ® na dosiahnutie
proporcionédlneho zvysSenia vystupov. Cielom vystupne

orientovanych modelov Jje maximalizovat produkciu vystupu
tak, aby nebola prekroc¢end dana uroven vstupov.

Podobne ako pri vstupne orientovanom modeli plati
vztah primérnej a dualnej ulohy, ako aj podmienky
efektivnosti pre uvaZovanu DMU.

KoreSpondencia medzi vstupne a vystupne orientovanymi
modelmi je popisana SEIFORDOM a THRALLOM (1990,str.23):
Veta:

Nech ( ®*, }\*) je optimalne rieSenie vstupne orientovaného
primarneho CCR modelu - CCRIP. Potom

(e, \)=(1/ @*,(l/ @*) )\*) je optimalne rieSenie pre CCROP a
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zobrazenie (o,N) -(1/ e,1/ @) A) je L-1 koreSpondencia
medzi optimalnymi rieSeniami oboch problémov.

Dékaz Jje uvedeny v spominanom clanku SEIFORDA a

THRALLA(1990).

2.2.4 Grafické znazornenie CCR modelov

Bez ujmy na vSeobecnosti teraz na jednoduchom
priklade s jednym vstupom (x) a jednym vystupom (y)
ilustrujem CCR modely.

UvazZuje sa 6 rozhodovacich jednotiek P1,P2,P3,P4,P5 a
P6, ako su zobrazené na Obréazku 3.

Pr

[ T o o P U e S B
! ! ! ! ! ! ! 1
T T T T T T 1

Obrazok 3
Na urcenie miery efektivnosti som pouzZzila vSetky 4
zakladné typy CCR modelov, pricom ich vysledky su
znazornené v Tabulke 1 vstupne orientovany model primarny
a dudlny a v Tabulke 2 su vysledky vystupne orientovanych
modelov.

primarny model (5a) ddialny model (6a)
DMU| B8 si s A A2 A3 M A5 A6 2 Vi ur
1 0.5 0O O 0O 025 O 0 0 0 0.500 1.000 0.500
2 1 0O O 0 1 0 0 0 0 1.000 0.500 0.250
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3 1 0 O 0 0 1 0 0 0 1.000 0.333 0.167
4 0.7 0 O 0 175 O 0 0 0 0.700 0.200 0.100
5 |0625 0 O 0 05 05 © 0 0 0.625 0.250 0.125
6 [ 0583 0 O 0 175 O 0 0 0 0.583 0.167 0.083
Tabulka 1
primarny model (12) dugalny model (10a)
DMU| @ si s°% AL A2 A3 M A5 A6 So Y Hr
1 2 0 0 O 0 033 0 0 0 2.000 2.000 1.000
2 1 0 0 O 1 0 0 0 0 1.000 0.500 0.250
3 1 0O 0 o 1 0 0 0 1.000 0.330 0.167
4 1429 0 O 0 25 0 0 0 0 1.429 0.286 0.143
5 16 0 0 O 2 0 0 0 0 1.600 0.400 0.200
6 1714 0 O 0 3 0 0 0 0 1.714 0.285 0.143
Tabulka 2

DMU ¢islo 2 (P2) a DMU 3 (P3) maju hodnoty ucelovych
funkcii rovné jednej a teda su efektivhe. Cez ne prechadza
hrubo vyznacena c<¢iara na Obrazku 3 znazornujuca hranicu
efektivnosti pre vstupne aj vystupne orientované modely. Z
Tabuliek 1 a 2 Jje zrejmé, Ze modely sa 1isia v urceni
miery efektivnosti a aj v projekcii neefektivnych bodov na
hranicu efektivnosti. Na Obrazku 3 body P1’,P4’,P5’ a P6’
zodpovedaju projekcii vo vstupne orientovanom modeli a
P1”,P5” wurcuju projekciu pri vystupnej orientdcii (body
P4” a P6” nie su na obrazku, ale samozrejme existuju).
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