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2.2 CCR modely

2.2.1 Shephardova funkcia vzdialenosti a CCR model

�3RG D� 6+(3+$5'$� ������������ VD� PQRåLQD� PRåQêFK

YVWXSRY�SUH�NDåGp�< 0  definuje ako

L(Y 0 )={X 0 |(X 0 ,Y 0 ) ∈ A }                           (2)

D�PQRåLQD�PRåQêFK�YêVWXSRY�3�; 0 ���SUH�NDåGp�; 0 , ako

P(X 0 )={Y 0 |(X 0 ,Y 0 ) ∈ A}.                           (3)

„Funkciu vzdialenosti” g(X 0 ,Y 0 ��PQRåLQ\�YVWXSRY�/�< 0 )

definoval SHEPHARD nasledovne g (X 0 ,Y 0 )= 
)( Y,Xh

1

00

 , kde

h(X 0 ,Y 0 )= min {h:hX 0 ∈ L(Y 0 ),h ≥ 0}.

 3RPRFRX� Xå� FKDUDNWHUL]RYDQêFK� �; 0 ,Y 0 �� MH� PRåQp

Y\MDGUL �IXQNFLX�K�; 0 ,Y 0 ):

h(X 0 ,Y 0 )= 
kh, j,

min
 λ

 h

za podmienok   hX 0  ≥ k λj j

j

n

X
=1
∑                           (4)

          Y  0 ≤ k λj j

j

n

Y
=1
∑ ,  

          λj

j

n

=1
∑ =1, λj ≥ 0  pre j=1,...,n  a k>0.

Zavedením substitúcie µj =kλj sa úloha(4)zmení

jh,
min

 µ
 ξ=h(X 0 ,Y 0 )

za podmienok   hX 0  ≥ µj j

j

n

X
=1
∑ ,

          µj j

j

n

Y
=1
∑ ≥Y 0 ,                                (5)

           µj ≥ 0, j=1,2,...,n.
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Duálny problém tohto problému lineárneho

SURJUDPRYDQLD�P{åH�E\ �Y�WYDUH�

00 V,U
max Ψ=U0

TY 0

za podmienok   V 0
TX 0  = 1,

              U 0
TYj-V 0

TXj ≤ 0 pre  j=1,...,n,            (6)

               U0 ≥0, V 0 ≥0,

kde U 0
T ≡(u1,...,u r,...,u s) a V 0

T≡(v1,...,v i,...,v m).

Transformáciou odvodenou CHARNESOM a COOPEROM (1962)

MH� PRåQp� W~WR� ~ORKX� OLQHiUQHKR� SURJUDPRYDQLD� SUHYLHV � QD

úlohu:

00 V,U
max h 0= U 0

TY 0 /V 0
TX 0

za podmienok U 0
TYj/V 0

TXj ≤ 1   pre j=1,...,n            (7)

    U 0 ,V 0  ≥ 0.

Problém zlomkového programovania (7) je zhodný s

historicky prvým DEA modelom - CCR model, ktorý je

SRPHQRYDQê�SRG D�&+$51(6$��&223(5$�D�5+2'(6$���������7êPWR

je dokázaná ekvivalencia medzi mierou efektívnosti v CCR

modeli a prevrátenou hodnotou Shephardovej funkcie

Y]GLDOHQRVWL� SUH� PQRåLQX� PRåQêFK� YVWXSRY� /�< 0 ) za

SRGPLHQN\�� åH� PQRåLQD� YêUREQêFK� PRåQRVWt� $� VS D� Xå

spomínané 4 axiómy.

9�SRQtPDQt�&+$51(6$��&223(5$�D�5+2'(6$�VD�HIHNWtYQRV

NDåGHM�'08�PHULD�IXQNFLRX�YiK�YVWXSRY�D�YêVWXSRY���IXQNFLD

h(X 0 ,Y 0 �� ����� 6QDåtPH� VD� GRVLDKQX � þR� QDMY\ããLX� PRåQ~

KRGQRWX�HIHNWtYQRVWL��W�M��~þHORY~�IXQNFLX�PD[LPDOL]XMHPH�

7DNêWR�SUREOpP�E\�ERO�EH]� DOãtFK�SRGPLHQRN�QHRKUDQLþHQê�

preto sa zavádza podmienka U 0
TYj/V 0

TXj ≤ 1, t.j. aby pri

Y\EUDQêFK� YiKDFK� 8�9� LQi� '08M� QHGRVDKRYDOD� HIHNWtYQRV

vyššiu ako 100  %.
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 Model odvodený pomocou Shephardovej funkcie

Y]GLDOHQRVWL� D� WêP� DM� &&5� PRGHO�� PDM~� QHNRQHþQH� YH D

ULHãHQt�� þR� Y\SOêYD� ]� $[LyP\� ��� 9� PRGHOL� ���� SRGPLHQND

V 0
TX 0  ��]DUXþXMH�NRQHþQê�SRþHW�ULHãHQt�

'($��VSUDF~YD�Q�PD[LPDOL]DþQêFK�SUREOpPRY��Y�NWRUêFK

VD�PHQt�OHQ�~þHORYi�IXQNFLD�D�SRGPLHQN\�]RVWiYDM~�URYQDNp�

Ako ukázali CHARNES, COOPER a RHODES na jednoduchom

príklade (1979,str. 339), CCR model evidentne neefektívnu

MHGQRWNX�RKRGQRWt�DNR�HIHNWtYQX��OHER�KRGQRWD�MHM�~þHORYHM

funkcie h 0
*=1:

y x 1 x2

DMU1 1 2 6
DMU2 1 2 5

-H�]UHMPp��åH�'081�VSRWUHERYiYD�YlþãLH�PQRåVWYR�YVWXSX

x2�QD�Y\SURGXNRYDQLH�URYQDNpKR�PQRåVWYD�YêVWXSX�\�DNR�'082
a teda DMU 1 nie je efektívna. Avšak výsledkom CCR modelu

pre túto jednotku sú hodnoty h 1
*=1, u=1, v 1=1/2, v 2=0.

Problém je v podmienkach nezápornosti pre premenné U a V.

Preto vzniká nový model, kde sa problematické podmienky

nezápornosti nahrádzajú podmienkami U, V >0:

00 V,U
max U 0

TY 0 /V 0
TX 0

za podmienok U 0
TYj/V 0

TXj ≤ 1   pre j=1,...,n           (7a)

             U 0 ,V 0  > 0.

=D� WDNêFKWR� SRGPLHQRN� Xå� '081 nebude vyhodnotená ako

efektívna.

V teórii sa však pracuje s pôvodným CCR modelom,

SULþRP� SRGPLHQND� QH]iSRUQRVWL� VD� RGVWUiQL� ]DYHGHQtP

GRVWDWRþQH� PDOpKR� QH]iSRUQpKR� SDUDPHWUD� , v literatúre

nazývaného „ non-Archimedean” . Vzniká matematicky korektný

model:
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CCR

00 V,U
max U 0

TY 0 /V 0
TX 0

za podmienok U 0
TYj/V 0

TXj ≤ 1   pre j=1,...,n          (7b)

             U 0,V 0 ≥ ε.

2.2.2 Vstupne orientované CCR modely

)XQNFLD� Y]GLDOHQRVWL� EROD� GHILQRYDQi� SUH� PQRåLQX

PRåQêFK�YVWXSRY�/�< 0 ), z tohto dôvodu  sú modely (5) a (6)

nazývané vstupne orientované. Spätnou úpravou modelu (7b)

GRVWiYDPH� PRGHO� R]QDþRYDQê� &&5,D ( 1) alebo nazývaný aj

problém multiplikátorov.

CCRID:

ir v,u
max z 0 = u yr

r

s

r0

=1
∑

za podm. v xi
i

m

i0

=1
∑ =1                                   (6a)

         u yr rj

r

s

=1
∑ - v xi ij

i

m

=1
∑ ≤0  pre j=1,...,n

         u r,v i ≥ ε  pre r=1,...,s, i=1,...m.  
K nemu duálny problém je CCRI P (

2) resp. problém obálky.

CCRIP:

 s,, +ri s-,
min
jλθ

w0=  - ε( si

m
−∑

i=1

 + sr

s
+∑

r=1

)

za podm. 0 = xi0- xij j

j

n

λ
=1
∑ -s i

−  pre i=1,...,m          (5a)

         y r0 = yrj j

j

n

λ
=1
∑ - s r

+    pre r=1,...,s

         λj, s i
− ,s r

+ ≥ 0     ∀i,r,j

         ε > 0.
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Optimálna hodnota  *� GXiOQHKR� SUREOpPX� ��D�� XUþXMH� PLHUX

HIHNWtYQRVWL� GDQHM� '08�� .DåGi� '08j nadobúda optimálnu

hodnotu * . Efektívne sú tie DMUs, pre ktoré má *  hodnotu

��� ]iURYH � V i
−  a s r

+ � V~� QXORYp� D� WHGD� OHåLD� QD� KUDQLFL

efektívnosti, tie s *<1 sú neefektívne. Premenná *  je

proporcionálnou redukciou, ktorá sa aplikuje na všetky

vstupy DMU 0�� DE\� EROD� GRVLDKQXWi� HIHNWtYQRV �� 9êVOHGNRP

takéhoto typu redukcie je radiálny pohyb smerom k hranici

HIHNWtYQRVWL��3UH�NDåG~�QHHIHNWtYQX�'08k, (X k,Y k), existuje

bod ( $Xk, $Yk�� OHåLDFL� QD� KUDQLFL� HIHNWtYQRVWL�� 1LH� MH� KR

PRåQp� GRVLDKQX � OHQ� SURSRUFLRQiOQRX� UHGXNFLRX�� DOH� MH

SRWUHEQp� GRGDWRþQp� ]QtåHQLH� MHGQRWOLYêFK� YVWXSRY� SRPRFRX

premenných s i
− �� SULþRP� WDNêWR� VS{VRE poklesu hladiny

vstupov je charakteristický pre vstupne orientované

modely. Bod ( $Xk, $Yk�� VD� WHGD� Gi� Y\MDGUL � OLQHiUQRX

NRPELQiFLRX� '08V� OHåLDFLFK� QD� KUDQLFL�� $Xk= λ m mX
*∑ ,

$Yk= λm mY
*∑ �� SULþRP� λ m

*  ≥ 0 ∀m, cez všetky efektívne body.

'DOR�E\�VD�SRYHGD ��åH�SURMHNFLD�ERGX��;k,Y k) na bod ( $Xk,

$Yk���P{åH�E\ �SUHYHGHQi�Y dvojkrokovom procese:

1.maximálna redukcia všetkých vstupov - *

2.posun smerom na hranicu efektívnosti - pomocou

doplnkových premenných s i
−  a s r

+  (CHARNES,COOPER,LEWIN a

SEIFORD, 1994, str.32).

Pri riešení duálnej úlohy (6a) sú výsledkom opti-

malizácie multiplikátory u r
* a v i

*�� SULþRP� SUH� ~þHORYp

funkcie platí : w 0
*= z 0

*=1 (SEIFORD, THRALL, 1990, S 11).

7HyULD� GXDOLW\� SRQ~ND� PRåQRV � LQWHUSUHWiFLH� D� SRXåLWLD
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multiplikátorov u r
*,v i

*>0. Tieto multiplikátory by sa dali

FKiSD �DNR�W]Y��WLH RYp�FHQ\��.DåGpPX�YVWXSX�D�YêVWXSX�VD

teda priradí nejaká cena. Ak v primárnom modeli niektorá

doplnková premenná s i
−  (s r

+ �� � QDGRE~GD� YH Np� KRGQRW\�� ]

WHyULH� GXDOLW\� Y\SOêYD�� åH� ]RGSRYHGDM~FH� Y i
* (u r

*) budú

blízke nule. Ak by sa do teórie nezaviedlo ε, práve v

prípade s i
− >>0 (s r

+ >>0) by v i
* (u r

*) boli nulové, t.j. model

E\� WêPWR� YVWXSRP� �YêVWXSRP�� QHSULUD RYDO� åLDGQX� KRGQRWX�

=QDPHQDOR� E\� WR�� åH� Y� WRPWR� YVWXSH� �YêVWXSH�� QLH� MH

RKRGQRFRYDQi� '08� YH PL� ³GREUi´� �� WHGD� MH� YêKRGQp� WHQWR

YVWXS� �YêVWXS�� ~SOQH� ]DQHGED �� 3RGREQH� WR� XNi]DO� Xå

spomínaný príklad CHARNESA, COOPERA a RHODESA(1979), kde

sa vstupu x 2 priradila nulová cena.

0RåQRV � QDUiED � SULDPR� V� YLDFYVWXSRYRX� D

YLDFYêVWXSRYRX� PQRåLQRX� GiW� MH� MHGQRX� ]� KODYQêFK� YêKRG

WêFKWR�'($�PRGHORY�� DOãRX�]�YêKRG�&&5,D a CCRI P modelov je

LFK� MHGQRGXFKRV �� 1D� UR]GLHO� RG� &&5� PRGHOX� ��E�� �PRGHO

zlomkového programovania) sú to modely lineárne.

2.2.3 Výstupne orientované CCR modely

Na doplnenie všetkých súvislostí medzi CCR mierou

efektívnosti a Shephardovou funkciou je potrebné

]~åLWNRYD �LQIRUPiFLX�R�PQRåLQH�PRåQêFK�YêVWXSRY�3�; 0 ). Aj

SUH�W~WR�PQRåLQX�6KHSKDUG�GHILQRYDO�IXQNFLX�Y]GLDOHQRVWL

h , (X 0 ,Y 0 )=1/g , (X 0 ,Y 0 ),

kde g , (X 0 ,Y 0 )= max {g , , g , Y 0  ∈P(X 0 ), g ,  ≥ 0}. Analogicky sa

dá funkcia g , �SRStVD �SRPRFRX��; 0 ,Y 0 ) nasledovne:
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kg´, j,

max
 λ
 g ,

za podmienok g , Y 0  ≤ k λj j

j

n

Y
=1
∑                            (8)

             X 0  ≥ k λj j

j

n

X
=1
∑

             λj

j

n

=1
∑ =1, λj ≥ 0  a k>0.

Substitúciou νj=kλj sa (8) prevedie na model:

jg´,
max

 µ
 g ,

za podmienok g , Y 0  ≤ νj j

j

n

Y
=1
∑                             (9)

             νj j

j

n

X
=1
∑  ≤ X 0

             νj ≥ 0    pre j=1,...,n.
Duálny problém má tvar:

00 V,U
min V 0

TX 0

za podmienok U 0
TY 0  = 1

             V 0
TXj- U 0

TYj ≤ 0 pre j=1,...,n

(10)

             U 0 ,V 0 ≥ 0

a po malej úprave

00 V,U
min V 0

TX 0 /U 0
TY 0

za podmienok V 0
TXj / U 0

TYj ≤ 1 pre j=1,...,n            (11)

             U 0 ,V 0 ≥ 0.

Zavedením „non-Archimedean”-skej podmienky a spätnou

úpravou dostávame v literatúre známe výstupne orientované

modely.



20

CCROD (
3)

 µν,
min s0 = νTX0

za podm. µTY0=1                                    (10a)

                     −µTY+ νTX ≥ 0T

                     µ, ν ≥ ε

                     ε > 0

CCROP (
4)

max
φ ,λ ,s+,s-  

 t0 = Φ + ε(1Ts+ + 1Ts-)                          (12)

za podm. Yλ-ΦY0- s+=0

         Xλ + s- = X0
         λ, s+,s- ≥ 0

         ε > 0,

kde µ a ν sú vektory multiplikátorov, 1T=(1,..,1),

λ=( λ1,.., λn) T, s -=(s −
1 ,..,s i

− ,..,s −
m )  T, s +=(s +

1 ,..,s r
+ ,..,s +

s ) T.

Lineárny model (12) maximalizuje Φ na dosiahnutie

SURSRUFLRQiOQHKR� ]YêãHQLD� YêVWXSRY�� &LH RP� YêVWXSQH

RULHQWRYDQêFK� PRGHORY� MH� PD[LPDOL]RYD � SURGXNFLX� YêVWXSX

WDN��DE\�QHEROD�SUHNURþHQi�GDQi�~URYH �YVWXSRY�

Podobne ako pri vstupne orientovanom modeli platí

Y] DK� SULPiUQHM� D� GXiOQHM� ~ORK\�� DNR� DM� SRGPLHQN\

HIHNWtYQRVWL�SUH�XYDåRYDQ~�'08�

Korešpondencia medzi vstupne a výstupne orientovanými

modelmi je popísaná SEIFORDOM a THRALLOM (1990,str.23):

Veta:

Nech ( * , λ* ) je optimálne riešenie vstupne orientovaného

primárneho CCR modelu - CCRIP. Potom

( , λ’)=(1/ * ,(1/ * )  λ* ) je optimálne riešenie pre CCROP a
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zobrazenie ( ,λ’)  →(1/ ,(1/ )  λ) je L-1 korešpondencia

medzi optimálnymi riešeniami oboch problémov.

'{ND]� MH� XYHGHQê� Y� VSRPtQDQRP� þOiQNX� 6(,)25'$� D

THRALLA(1990).

2.2.4 Grafické znázornenie CCR modelov

Bez ujmy na všeobecnosti teraz na jednoduchom

príklade  s jedným vstupom (x) a jedným výstupom (y)

ilustrujem CCR modely.

8YDåXMH�VD���UR]KRGRYDFtFK�MHGQRWLHN�3��3��3��3��3��D

P6, ako sú zobrazené na Obrázku 3.

Obrázok 3

1D� XUþHQLH� PLHU\� HIHNWtYQRVWL� VRP� SRXåLOD� YãHWN\� �

]iNODGQp� W\S\� &&5� PRGHORY�� SULþRP� LFK� YêVOHGN\� V~

]Qi]RUQHQp�Y�7DEX NH���YVWXSQH�RULHQWRYDQê�PRGHO�SULPiUQ\

D�GXiOQ\�D�Y�7DEX NH���V~�YêVOHGN\�YêVWXSQH�RULHQWRYDQêFK

modelov.
primárny model  (5a) duálny model (6a)

DMU θ s-
i s+

r λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 z0 vi ur

1 0.5 0 0 0 0.25 0 0 0 0 0.500 1.000 0.500

2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1.000 0.500 0.250
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3 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1.000 0.333 0.167

4 0.7 0 0 0 1.75 0 0 0 0 0.700 0.200 0.100

5 0.625 0 0 0 0.5 0.5 0 0 0 0.625 0.250 0.125

6 0.583 0 0 0 1.75 0 0 0 0 0.583 0.167 0.083

�����������������������7DEX ND��
primárny model  (12) duálny model (10a)

DMU φ s-
i s+

r λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 s0 νi µr

1 2 0 0 0 0 0.33 0 0 0 2.000 2.000 1.000

2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1.000 0.500 0.250

3 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1.000 0.330 0.167

4 1.429 0 0 0 2.5 0 0 0 0 1.429 0.286 0.143

5 1.6 0 0 0 2 0 0 0 0 1.600 0.400 0.200

6 1.714 0 0 0 3 0 0 0 0 1.714 0.285 0.143

���������������������7DEX ND��

'08�þtVOR����3���D�'08����3���PDM~�KRGQRW\�~þHORYêFK

funkcii rovné jednej a teda sú efektívne. Cez ne prechádza

KUXER� Y\]QDþHQi� þLDUD� QD� 2EUi]NX� �� ]Qi]RU XM~FD� KUDQLFX

efektívnosti pre vstupne aj výstupne orientované modely. Z

7DEXOLHN� �� D� �� MH� ]UHMPp�� åH� PRGHO\� VD� OtãLD� Y� XUþHQt

miery efektívnosti a aj v projekcii neefektívnych bodov na

hranicu efektívnosti. Na Obrázku 3 body P1’,P4’,P5’ a P6’

zodpovedajú projekcii vo vstupne orientovanom modeli a

3�´�3�´� XUþXM~� SURMHNFLX� SUL� YêVWXSQHM� RULHQWiFLL� �ERG\

P4” a P6” nie sú na obrázku, ale samozrejme existujú).


