2.3 BCC MODELY

\Y tedbrii ekondmie mbze mat produkcna funkcia
vlastnost kon3tantnych alebo variabilnych vynosov =z
rozsahu. DEA pracuje s oboma modelmi, ©pricom prave
platnost Axidémy 3 urcuje, aka hranica efektivnosti bude
vysledkom analyzy. Axibéma ,neohranic¢enost 1uc¢a”, inak
nazyvana aj ,konstantné vynosy =z rozsahu”, umozZnuje urcit
efektivnu DMU pri kazdom  type VYynosov z rozsahu
(klesajuce, rastuce alebo konStantné). Teda ak DMU K je
efektivna v CCR modeli, Jje efektivna aj v Jlubovolnom
modeli s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Vynechanim
Axidémy 3 z predpokladov sa da odvodit dalsia velka trieda
modelov - BCC modely, odvodené BANKEROM, CHARNESOM a
COOPEROM (1984). Nezohladnenim Axiémy 3 sa predpoklady

oslabili, ¢o vedie k zvysSeniu poctu efektivnych DMU.

2.3.1 Shephardova funkcia vzdi al enosti a BCC nodel

Za predpokladu, Ze mnoZina A spltia len Axiémy 1, 2 a
4, charakterizujeme A ako ,najmen3iu” mnoZinu splfajtcu
axidémy ,konvexity” a ,neefektivnosti” za podmienky, zZe
kazdy pozorovany vektor (¥;,Y;) OA. Analogicky sa da
usudit, Ze vektor (X,,Y ,)patri A vtedy a len vtedy, ak

X 0 ZZ)\J'XJ' Y SZ)\]Y] (13)
=1 J=1
pre TubovolIné A; 20 ,j=1,..,n, pre ktoré plati Z)\; =1. Pre

J=1
takto definovani mnoZinu vyrobnych moZnosti A Jje moZné

urcit Shepharovu funkciu vzdialenosti pre mnozinu vstupov
L(Y ,):
9(X 5.Y o) =1/h(X  4.Y ),
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kde h(X,,Y,)= min{h|hX, OL(,Y), h =0}.

Teda mame minimalizacdnu Ulohu:

mn h = h(X, Yo

za podm hX - YAX 20 (14)
=1
Z)\iYi =Yy
=1
Z)\;:l , \j20 prej=1,...,n,

i=1
ak sa spoliehame na fakt, ze h =20. Tato nerovnost Je
splnend, ak kaZdd zloZka X; a Y} Jje nenulova, <co vsSak pri
pozorovanych datach plati.
Dualna  uloha k  tomuto problému linearneho
programovania ma tvar:

S

max UrYro-U g
ur,viuo &

m

za podm. ZUryr] ZViXij-U 0<0 prej=1,...,n

iVleO— (15)

u Vi 20pre  Or,i
Up volné.
Tento problém je ekvivalentny s problémom zlomkového
programovania

S m
max ZUryro-U ol ZViXiO
r= | =

ur, Vi, uo

za podm. S Uryrj-U o/ mViXi' <1l 0 16
p Zl Yri-Uo ; j J (16)
u Vi 20pre  Or,i

Up volné.
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Pre matematicky korektnd uUlohu sa znova podmienky
nerovnosti u +»V ;i =0 nahradia podmienkami u LV =€ A teda,
ako aj v minulej kapitole, sa dostavame k modelom:

BCCl p (°)

ur, Vi, uo

s
max ZUryro-U 0
r=

za podm. ZUryr] ZViXij-U 0 <0 prej=1,...,n

iVleO— (153)

u Vi =epre  Or,i
a dualny problém
BCClp (°)

m S
mn o- g Ss + S,
G085+ ( ; i ; r )

-s . =0 prei=1,...m (14a)

n
za podm. ©X;q - ZXi;)\;
=1

Zyrj)\j-s T =y, oprer=1,..s
=1

1=1

Aj,s ;.57 =20 Oir,]

i r
€>0.

BCC model ponuka moznost =zaujimavo interpretovat a

pouzit multiplikéatory u?A/?>O. KedZe BBC modely uvazuju
variabilné vynosy z rozsahu a CCR modely len konStantné

vynosy z rozsahu, je mozZné, Ze CCR model urc¢i jednotku ako
neefektivnu(dokonca s velmi nizkou mierou efektivnosti) a
v BCC bude tato jednotka  efektivna. Pomocou

multiplikatorov Jje mozné odhalit tzv. neefektivnost =z
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rozsahu. Pre ilustraciu uvadzam jednoduchy priklad spolu

s Obrazkom 4 (BANKER,CHARNES a COOPER,1984,str.29 a 30).
Uvazujme 5 DMUs, A, B, C, D a E, ktoré spotrebujua 1 vstup
X.X o na vyrobu jedného vystupu y.Y 0 t.j.
A=(X a0,y aY0),B=(X 8Xo,Y 8Y0),..,.E=(X eX0,Y EY0)- Nech A je
ohodnocovana jednotka a B je technicky efektivny
referenc¢ny bod s rovhakou hladinou vystupu. Bod E vykazuje
technicku efektivnost a aj efektivnost =z rozsahu. Potom

podiel MB/MA =y XAy gXpg = X /X zodpoveda miere
(vstupnej) technickej efektivnosti : podi el MV MB =
Ve X/ YN Xa = (Xg: Xg) . (YB: YE) urcuje mieru vstupne
efektivnosti Z rozsahu a MNMA =y AX AY NX A =
X eEXA(Y AYE) je  miera technickej efektivnosti a

efektivnosti z rozsahu. Vztah MN/MA < MB/MA medzi tymito

dvoma mierami plati aj pre vSeobecnejsi pripad
viacvstupovej a viacvystupovej situacie (BANKER, CHARNES
a COOPER,1984).

v. T o
MnoZina
virobngch
moZnasti R
M N
¢ * B
D
x. X
1 [a}
Obrazok 4

Podobne ako bola zadefinovana funkcia vzialenosti pre

LYY ,), Je mozZné odvodit Shephardovu funkciu vzdialenosti

pre mnozinu vystupov P (X,):
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max h' (X Y)= Urer Zv iXio- Vg

za podm Zluryr; / ;ViXij <1lj=1,...,n (17)
ur,vi 20 0Oi,r
Vo volné
Pridanim ¢ (“non-Archimedean”) a spatnou analogickou Upravou
vznikaju modely
BCCO, ()
mnso= viX-v o
zapodm. p'Yo=1, (18)
—u'Y+VIX-v 417207,
u, vizell,
€>0,
\%; o volnéa,
BCCO: ( °)
ax t o= ®+ g 1's*+ 17s7) (19)
zapodm.Y A-®dY,-s =0,
X A+s =X o,
17 A=1,
As®s ™ =20
€>0.

Opac¢né znamienka ug a VvV g poukazuju na skutocnost, zZe
mieru efektivnosti Jje mozZné zmenit bud zvysenim citatela
alebo zmenSenim  menovatela.
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2.3.2
Grafické znazornenie BCC modelov

Na

uvadzam
rozhodovacich jednotiek P1,P2,P3,P4,P5 a P6. Na Obrazku 5

je hrubo vyznacena zmenenad hranica efektivnosti.

ilustraciu
priklad z

teoretického

odseku

zakladu
2.2.3,

BCC modelov

ktory

uvazuje

Obrazok 5

Poc¢et efektivnych Jjednotiek sa
P4. Vysledky dualnych a primarnych modelov vstupne resp.

6

zvy3il, pribudli P1 a

vystupne orientovanych su uvedené v Tabulke 3 resp.4.

primarny model (14a) duélny model (15a)
DMU| 8 s7 s%™ Al A2 A3 M A5 A6 | 2 Vi ur Uo
1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 |1.000 1.000 0.333 -0.667
2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 |1.000 0.500 0.250 0.000
3 1 0 0 0 0 1 0 0 0 |1.000 0.334 0.166 0.000
4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 |1.000 0.200 0.400 1.800
5 10625 0 0 0 05 05 0 0 0 (0625 0.250 0.125 0.000
6 |0833 0 0 0 0 0 1 0 0 |0.833 0.167 0.330 1.500
Tabulka 3
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primarny model (19) duélny model (18)
DMU| @ si st AL A2 A3 M A5 A6 | So Y Hr Vo
1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1.000 1.000 3.000 2.000
2 1 0 0 O 1 0 0 0 0| 1.000 0.500 0.250 0.000
3 1 0 0 O 0 1 0 0 0| 1.000 0.083 0.167 -0.750
4 1 0 0 O 0 0 1 0 0| 1.000 0.071 0.143 -0.643
5 1.3 0 0 O 0 05 05 0 0 1.300 0.100 0.200 -0.900
6 | 1.001 1 0 O 0 0 1 0 0 1.001 0.001 0.143 -0.990
Tabulka 4

Zatial ¢o tvar hranice Jje pre vstupne a vystupne
orientované modely rovnaky, neefektivne DMUs sa projektuju
na rbézne body(Obrazok 6). DMU 5 je v BCC vstupne
orientovanom modeli projektovand na bod (2.5,5) a vo
vystupne orientovanom modeli na (4,6.5). Bod P6 sa
projektuje v oboch pripadoch do P4. CiZe boby P5’ a P6’ su
projekciami vo vstupnej orientacii a body P5" a P6”
zodpovedaju projekcii vo vystupnej orientacii.
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2.3.3 Vynosy z rozsahu

Ako uZz Dbolo spomenuté, DEA modely sa lisia nielen
svojou orientaciou, ale aj tvarom hranice efektivnosti.
Tato hranica mdéze mat vlastnost rastucich, konstantnych
alebo klesajucich vynosov z rozsahu. Za UuUc¢elom urcit aké
podmienky na premenné u o @ Aj zodpovedaju jednotlivym typom
vynosov, definujeme podla BANKERA, CHARNESA a COOPERA

(1984) opornu nadrovinu pre mnozinu vyrobnych moZnosti A,

S premennymiy _ ax , rovnicou
S % moox *
Zur yr_ Zvixi -u O:O (20)
r= 1=
* * *

kde u ,,v, a u, su optimalne hodnoty ulohy linearneho
programovania (15a).

Je potrebné pripomenut, Ze tato nadrovina je opornou
len za podmienky, Ze vSetky body (X ,YJ-) lezia na alebo pod
nadrovinou a zaroven aspon Jjeden 2z nich 1leZi na nej.

Matematicky Jje mozné tieto podmienky zapisat
S * m * * ]

YUY -3 ViX U (<0 prejEl...n, (21)

r= I =

n
Teda pre lubovolné A; 20, s podmienkou Z)\j =1 mame:
=

S * n m * n *
;Ur lZlyrj)\j-;Vi ]ZlXij)\j-U 0, < 0. (22)
Pomocou vztahov (13) mbéZeme vyjadrit kazdy bod(X,,Y ,)OA
ako ( SAX, SAY) kde  $A=1, A 20 0
JZl j le i Yj le j j
Teda plati
(X ,,Y ,) DA => Zuf y. - Z"i*xi U <0 (23)

UvazZujme bod E so sUradnicami (XgYEg), leZiaci na hranici
efektivnosti, ako je zobrazené na Obrazku 6.
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Obrazok 6
Ak bod (X gY g) je efektivny, platia rovnosti

* T * * T * T * T *
U 'Ye-u,/V Xe =1 alebo U YeV "Xe-u ,=0. (24)
Zo vztahov (23) a (24) vyplyva, zZe U* TY-V* ™X -u ::O je
oporna nadrovina pre A v bode (X 5Y g).

Uvazujeme bod (Xp,Y p) blizky (X 5Y g). Tento bod bude

lezat v mnozine vyrobnych moznosti vtedy a len vtedy, ak

* *
U YoV "X -u , <0, za predpokladu jednoznac¢nosti

*

nadroviny, tj. ak U *, Vv a u : su optimalne hodnoty
zodpovedajuceho problému linearneho programovania.

Pomocou bodu Z ,=[(1+ O)Xg 1+ d)YEl, ktory lezi v
blizkosti (X 5,YE) pre dostatodne malé O, Jje mozné zistit,

aky typ vynosov =z rozsahu Jje pritomny. Podla BANKERA,
CHARNESA a COOPERA (1984) sa vynosy z rozsahu rozliSuju
nasledovne:

(25a) rastuce - ak 08 >0 také, ze
. Z s JA pre 5>520 a
.z _DApre- 3 < 8<0
(25b) konsStantné - ak 08 >0 také, ze
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. Z,OA pre 00 také, ze 5 >520 a
I1.Z,0A pre 08 také, ze -8 <8<0

(25c¢) klesajuce - ak 08 >0 také, ze
. Z s JA pre 5> 35>0 a
.z _OApre- & <38<0.

Aby Z ,0A, zo vztahu (23)vyplyva:

*

U T@+ §)Y eV T(1+ )X e-(1+ B)u ,=U "1+ JY =V T(1+ )Xe U . =

* T * T * *
1+ 8(U  TYeV "Xe-u )+ du,<O. (26)
Kedze E Jje efektivny bod, plati nerovnost (24), a
teda

*
du,<0,
*
z &oho vyplyva, Ze Z,0A < ak du,< 0, priCom sa zameriavame

na pripad jednoznacnej opornej nadroviny v E polyedrickej
mnoziny A. Ak chceme, aby Jjednoznac¢na oporna nadrovina
prechadzala bodom (X Y E), podla vztahov (25a,b,c) musi pre

*

U, platit:
(27a) rastuce vynosy z rozsahu = u : <0

o L, , *
(27b) konStantné vynosy z rozsahu = u,=0

., , *
(27c) klesajuce vynosy z rozsahu = u,>0.
Pre modely (15),(15a) a (16) znamienko u : rozhoduje o

vynosoch z rozsahu, napr. pridanim podmienky u :>O sa

zarucuje pre empiricka produkénu funkciu, a teda aj pre
hranicu efektivnosti, vlastnost klesajucich vynosov =z
rozsahu.

Na Obrazku 6 nadrovina prechadzajuca bodom A ma

*
rastlice vynosy z rozsahu a preto u , < 0.
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. - r Ve * e
VSeobecne pre variabilné vynosy z rozsahu sa na u , nhekladu

*
ziadne podmienky, t.j. u, Je volIné. Tejto podmienke Vv

primarnych modeloch (15),(15a),(16) zodpoveda podmienka

Z)\j =1 v modeloch dualnych (14) a (14a). Samozrejme je

=1

mozné aj v dualnych modeloch =zarucit rastuce, konstantné
alebo klesajuce vynosy z rozsahu, a to nasledovnymi
ohranic¢eniami (SEIFORD a THRALL, 1990):

(28a) rastuce - Z)\; <1
=1
(28b) konstantné - Z)\j nema podmienku
=1

(28c) klesajuce - Z)\; > 1.
=1

Je teda zrejmé, Ze CCR modely zodpovedaju konsStantnym
vynosom z rozsahu, pretoZe pre ne platia podmienky (25b),
(27b) a (28b). Na druhej strane BCC modely uvazuju
variabilné vynosy z rozsahu.
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