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2.3  BCC MODELY

9� WHyULL� HNRQyPLH� P{åH� PD � SURGXNþQi� IXQNFLD

YODVWQRV � NRQãWDQWQêFK� DOHER� YDULDELOQêFK� YêQRVRY� ]

UR]VDKX�� '($� SUDFXMH� V� RERPD� PRGHOPL�� SULþRP� SUiYH

SODWQRV � $[LyP\� �� XUþXMH�� DNi� KUDQLFD� HIHNWtYQRVWL� EXGH

výsledkom analýzy.  $[LyPD� ÄQHRKUDQLþHQRV � O~þD´�� LQDN

QD]êYDQi�DM�ÄNRQãWDQWQp�YêQRV\�]�UR]VDKX´��XPRå XMH�XUþL

HIHNWtYQX� '08� SUL� NDåGRP� W\SH� YêQRVRY� ]� UR]VDKX

(klesajúce, rastúce alebo konštantné). Teda ak DMU k je

HIHNWtYQD� Y� &&5� PRGHOL�� MH� HIHNWtYQD� DM� Y� XERYROQRP

modeli s variabilnými výnosmi z rozsahu.  Vynechaním

$[LyP\���]�SUHGSRNODGRY�VD�Gi�RGYRGL � DOãLD�YH Ni�WULHGD

modelov - BCC modely, odvodené BANKEROM, CHARNESOM a

&223(520� �������� 1H]RK DGQHQtP� $[LyP\� �� VD� SUHGSRNODG\

RVODELOL��þR�YHGLH�N�]YêãHQLX�SRþWX�HIHNWtYQ\FK�'08�

2.3.1 Shephardova funkcia vzdialenosti a BCC model

=D�SUHGSRNODGX��åH�PQRåLQD�$ VS D�OHQ�$[LyP\������D

��� FKDUDNWHUL]XMHPH� $� DNR� ÄQDMPHQãLX´� PQRåLQX� VS DM~FX

D[LyP\� ÄNRQYH[LW\´� D� ÄQHHIHNWtYQRVWL´� ]D� SRGPLHQN\�� åH

NDåGê� SR]RURYDQê� YHNWRU� �;j,Y j)  ∈ A. Analogicky sa dá

XV~GL ��åH�YHNWRU��; 0 ,Y 0 ) patrí A vtedy a len vtedy, ak

       X 0  ≥ λj j

j

n

X
=1
∑  , Y 0  ≤ λj j

j

n

Y
=1
∑                        (13)

SUH� XERYR Qp�λj ≥0 ,j=1,...,n , pre ktoré platí  λj

j

n

=1
∑ =1. Pre

WDNWR� GHILQRYDQ~� PQRåLQX� YêUREQêFK� PRåQRVWt� $� MH� PRåQp

XUþL �6KHSKDURYX�IXQNFLX�Y]GLDOHQRVWL�SUH�PQRåLQX�YVWXSRY

L(Y 0 ):

g(X 0 ,Y 0 ) = 1/h(X 0 ,Y 0 ),
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kde h(X 0 ,Y 0 )= min{h|hX 0  ∈L( 0 Y), h ≥ 0}.

7HGD�PiPH�PLQLPDOL]DþQ~�~ORKX�

jh,
min

 λ
 h = h(X0,Y0)

za podm. hX0 - λj j

j

n

X
=1
∑  ≥ 0                             (14)

         λj j

j

n

Y
=1
∑  ≥ Y0

         λj

j

n

=1
∑ =1 , λj ≥0  pre j=1,...,n,

DN� VD� VSROLHKDPH� QD� IDNW�� åH� K� ≥ ��� 7iWR� QHURYQRV � MH

VSOQHQi��DN�NDåGi�]ORåND�;j a Yj�MH�QHQXORYi��þR�YãDN�SUL

pozorovaných dátach platí.

Duálna úloha k tomuto problému lineárneho

programovania má tvar:

0ir u,v,u
max  u yr

r

s

r0

=1
∑ -u 0

za podm. u yr rj

r

s

=1
∑ - v xi ij

i

m

=1
∑ - u 0≤0  pre j=1,...,n

         v xi
i

m

i0

=1
∑ =1                                   (15)

         u r,v i ≥ 0 pre ∀r,i
          u0 �YR Qp�

Tento problém je ekvivalentný s problémom zlomkového

programovania

0ir u,v,u
max  u yr

r

s

r0

=1
∑ -u 0 / v xi

i

m

i0

=1
∑

za podm. u yr
r

s

rj

=1
∑ -u 0 / v xi

i

m

ij

=1
∑  ≤ 1  ∀j                 (16)

         u r,v i ≥ 0 pre ∀r,i
          u0 �YR Qp�
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Pre matematicky korektnú úlohu sa znova podmienky

nerovnosti u r,v i ≥ 0 nahradia podmienkami u r,v i ≥ ε. A teda,

ako aj v  minulej kapitole, sa dostávame k modelom:

BCCID ( 5)

0ir u,v,u
max  u yr

r

s

r0

=1
∑ -u 0

za podm. u yr rj

r

s

=1
∑ - v xi ij

i

m

=1
∑ - u 0 ≤ 0  pre j=1,...,n

         v xi
i

m

i0

=1
∑ =1                                  (15a)

         u r,v i ≥ ε pre ∀r,i

a duálny problém

BCCIP ( 6)

 s,, +ri s-,
min
jλθ

  -  ε( si

m
−∑

i=1

 + sr

s
+∑

r=1

)

za podm. xi0 - xij j

j

n

λ
=1
∑ -s i

−  = 0  pre i=1,...,m         (14a)

        yrj j

j

n

λ
=1
∑ - s r

+ = y r0 pre r=1,...,s

         λj

j

n

=1
∑ =1

                     λj, s i
− ,s r

+ ≥ 0     ∀i,r,j

         ε > 0.

%&&� PRGHO� SRQ~ND� PRåQRV � ]DXMtPDYR� LQWHUSUHWRYD � D

SRXåL � PXOWLSOLNiWRU\� X r
*,v i

*!��� .H åH� %%&� PRGHO\� XYDåXM~

variabilné výnosy z rozsahu a CCR modely len konštantné

YêQRV\�]�UR]VDKX��MH�PRåQp��åH�&&5�PRGHO�XUþt�MHGQRWNX�DNR

QHHIHNWtYQX�GRNRQFD�V�YH PL�Qt]NRX�PLHURX�HIHNWtYQRVWL��D

v BCC bude táto jednotka efektívna. Pomocou

PXOWLSOLNiWRURY� MH� PRåQp� RGKDOL � W]Y�� QHHIHNWtYQRV � ]
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rozsahu. Pre ilustráciu uvádzam jednoduchý príklad spolu

s Obrázkom 4 (BANKER,CHARNES a COOPER,1984,str.29 a 30).

8YDåXMPH���'08V��$��%��&��'�D�(��NWRUp�VSRWUHEXM~���YVWXS

x.X 0 na výrobu jedného výstupu y.Y 0, t.j.

A=(x AX0,y AY0),B=(x BX0,y BY0),..,E=(x EX0,y EY0). Nech A je

ohodnocovaná jednotka a B je technicky efektívny

UHIHUHQþQê�ERG�V rovnakou hladinou výstupu. Bod E vykazuje

WHFKQLFN~� HIHNWtYQRV � D� DM� HIHNWtYQRV � ] rozsahu. Potom

podiel MB/MA = y A:x A/y B:x B = x B/x A zodpovedá miere

(vstupnej) technickej efektívnosti , podiel MN/MB =

yB:xB/yN:xA = (xE:xB).(yB:yE�� XUþXMH� PLHUX� YVWXSQHM

efektívnosti z rozsahu a MN/MA = y A:x A/y N:x A =

(x E:x A).(y A:y E)  je miera technickej efektívnosti a

efektívnosti z �UR]VDKX�� 9] DK� 01�0$� < MB/MA medzi týmito

dvoma mierami platí aj pre všeobecnejší prípad

viacvstupovej a viacvýstupovej situácie (BANKER, CHARNES

a COOPER,1984).

                   Obrázok 4

Podobne ako bola zadefinovaná funkcia vzialenosti pre

L(Y 0 ��� MH� PRåQp� RGYRGL � 6KHSKDUGRYX� IXQNFLX� Y]GLDOHQRVWL

SUH�PQRåLQX�YêVWXSRY�3�; 0 ):
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0ir u,v,u
max  h , (X,Y)= u yr

r

s

r0

=1
∑  / v xi

i

m

i0

=1
∑ -v0

za podm. u yr rj

r

s

=1
∑  / v xi ij

i

m

=1
∑  ≤ 1 j=1,...,n              (17)

         ur,vi ≥ 0  ∀i,r
         v0�YR Qp

Pridaním ε (“non-Archimedean”)  a  spätnou analogickou úpravou

vznikajú modely

BCCOD ( 7)

 0v,
min
ν,µ

 s 0 = νTX0 - v 0

za podm. µTY0=1,                                    (18)

                     −µTY+ νTX - v 01
T≥ 0T,

                     µT, νT ≥ ε1T,

                     ε > 0,

         v 0  YR Qi�

BCCOP (
8)

max
φ ,λ ,s+,s-  

 t 0 = Φ + ε( 1Ts+ + 1Ts-)                          (19)

za podm. Y λ- ΦY0- s
+=0,

         X λ + s - = X 0,

         1T λ=1,

         λ, s +,s - ≥ 0

                     ε > 0.

2SDþQp� ]QDPLHQND� X0 a v 0� SRXND]XM~� QD� VNXWRþQRV �� åH

PLHUX� HIHNWtYQRVWL� MH� PRåQp� ]PHQL � EX � ]YêãHQtP� þLWDWH D

alebo zmenšením  PHQRYDWH D�
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2.3.2

 Grafické znázornenie BCC modelov

Na ilustráciu teoretického základu BCC modelov

XYiG]DP� SUtNODG� ]� RGVHNX� ������� NWRUê� XYDåXMH� �

rozhodovacích jednotiek P1,P2,P3,P4,P5 a P6. Na Obrázku 5

MH�KUXER�Y\]QDþHQi�]PHQHQi�KUDQLFD�HIHNWtYQRVWL�

Obrázok 5

3RþHW�HIHNWtYQ\FK�MHGQRWLHN�VD�]YêãLO��SULEXGOL�3��D

P4. Výsledky duálnych a primárnych modelov vstupne resp.

YêVWXSQH�RULHQWRYDQêFK�V~�XYHGHQp�Y�7DEX NH���UHVS���

primárny model  (14a) duálny model (15a)

DMU θ s-
i s+

r λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 z0 vi ur u0

1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1.000 1.000 0.333 -0.667

2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1.000 0.500 0.250 0.000

3 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1.000 0.334 0.166 0.000

4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1.000 0.200 0.400 1.800

5 0.625 0 0 0 0.5 0.5 0 0 0 0.625 0.250 0.125 0.000

6 0.833 0 0 0 0 0 1 0 0 0.833 0.167 0.330 1.500

���������������������7DEX ND��
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primárny model  (19) duálny model (18)

DMU φ s-
i s+

r λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 s0 νi µr v0

1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1.000 1.000 3.000 2.000

2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1.000 0.500 0.250 0.000

3 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1.000 0.083 0.167 -0.750

4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1.000 0.071 0.143 -0.643

5 1.3 0 0 0 0 0.5 0.5 0 0 1.300 0.100 0.200 -0.900

6 1.001 1 0 0 0 0 1 0 0 1.001 0.001 0.143 -0.990

��������������������7DEX ND��

=DWLD � þR� WYDU� KUDQLFH� MH� SUH� YVWXSQH� D� YêVWXSQH

orientované modely rovnaký, neefektívne DMUs sa projektujú

na rôzne body(Obrázok 6). DMU 5 je v BCC vstupne

orientovanom modeli projektovaná na bod (2.5,5) a vo

výstupne orientovanom modeli na (4,6.5). Bod P6 sa

SURMHNWXMH�Y�RERFK�SUtSDGRFK�GR�3���ýLåH�ERE\�3�¶�D�3�¶�V~

projekciami vo vstupnej orientácii a body P5” a P6”

zodpovedajú projekcii vo výstupnej orientácii.
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2.3.3 Výnosy z rozsahu

$NR� Xå� EROR� VSRPHQXWp�� '($� PRGHO\� VD� OtãLD� QLHOHQ

svojou orientáciou, ale aj tvarom hranice efektívnosti.

7iWR� KUDQLFD� P{åH� PD � YODVWQRV � UDVW~FLFK�� NRQãWDQWQêFK

DOHER� NOHVDM~FLFK� YêQRVRY� ]� UR]VDKX�� =D� ~þHORP� XUþL � DNp

podmienky na premenné u 0 a λj zodpovedajú jednotlivým typom

YêQRVRY�� GHILQXMHPH� SRG D� %$1.(5$�� &+$51(6$� D� &223(5$

(1984)  RSRUQ~�QDGURYLQX�SUH�PQRåLQX�YêUREQêFK�PRåQRVWt�$�

s premennými y r  a x i  rovnicou

u yr r
r

s * 
=1

∑ - v xi i
i

m *
=1

∑ - u 0
*= 0                               (20)

kde u r
* ,v i

*
 a u 0

* sú optimálne hodnoty úlohy lineárneho

programovania (15a).

-H�SRWUHEQp�SULSRPHQ~ ��åH�WiWR�QDGURYLQD�MH�RSRUQRX

OHQ�]D�SRGPLHQN\��åH�YãHWN\�ERG\��;j,Y j��OHåLD�QD�DOHER�SRG

QDGURYLQRX� D� ]iURYH � DVSR � MHGHQ� ]� QLFK� OHåt� QD� QHM�

0DWHPDWLFN\�MH�PRåQp�WLHWR�SRGPLHQN\�]DStVD

u yr r
r

s * 
=1

∑ - v xi i
i

m *
=1

∑ - u 0
*≤ 0   pre j=1,...,n.              (21)

7HGD�SUH� XERYR Qp�λj ≥ 0, s podmienkou λj

j

n

=1
∑ =1 máme:

ur
r

s * 
=1

∑ yrj j

j

n

λ
=1
∑ - vi

i

m *
=1

∑ xij j

j

n

λ
=1
∑ - u 0

*≤ 0.                 (22)

3RPRFRX�Y] DKRY������P{åHPH�Y\MDGUL �NDåGê�ERG�; 0 ,Y 0 ) ∈A

ako ( λj j

j

n

X
=1
∑ , λj j

j

n

Y
=1
∑ ), kde  λj

j

n

=1
∑ =1, λj ≥ 0 ∀j.

Teda platí

(X 0 ,Y 0 ) ∈A => u yr r
r

s * 
=1

∑ - v xi i
i

m *
=1

∑ - u 0
*≤ 0              (23)

8YDåXMPH�ERG�(�VR�V~UDGQLFDPL��;E,Y E���OHåLDFL�QD�KUDQLFL
efektívnosti, ako je zobrazené na Obrázku 6.
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Obrázok 6

Ak bod (X E,Y E) je efektívny, platia rovnosti

U* TYE -u 0
* / V * TXE =1  alebo  U * T  YE-V

* TXE -u 0
*=0.      (24)

=R�Y] DKRY������D������Y\SOêYD��åH�8* TY-V * TX -u 0
*=0 je

oporná nadrovina pre A v bode (X E,Y E).

8YDåXMHPH� ERG� �;D,Y D) blízky (X E,Y E). Tento bod bude

OHåD �Y�PQRåLQH�YêUREQêFK�PRåQRVWt�YWHG\�D�OHQ�YWHG\��DN

U* TYD-V
* TXD -u 0

*≤��� ]D� SUHGSRNODGX� MHGQR]QDþQRVWL

nadroviny, t.j. ak U * , V *  a u 0
*  sú optimálne hodnoty

zodpovedajúceho problému lineárneho programovania.

Pomocou bodu Z δ ≡[(1+ δ)X E,(1+ δ)Y E@�� NWRUê� OHåt� Y

blízkosti (X E,Y E��SUH�GRVWDWRþQH�PDOp� δ��MH�PRåQp�]LVWL �

DNê� W\S� YêQRVRY� ]� UR]VDKX� MH� SUtWRPQê�� 3RG D� %$1.(5$�

CHARNESA a COOPERA (1984) sa výnosy z rozsahu rozlišujú

nasledovne:

(25a) rastúce    ⇔ ak  ∃ δ*!��WDNp��åH

                   I. Z δ ∈A pre δ*> δ ≥0    a

                   II.Z δ ∉A pre - δ*< δ < 0

(25b) konštantné ⇔ ak  ∃ δ*!��WDNp��åH
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                   I. Zδ ∈A pre ∀ δ�WDNp��åH�δ*> δ ≥0    a

                   II.Zδ ∈A pre  ∀δ�WDNp��åH��δ*< δ < 0

(25c) klesajúce       ⇔ ak  ∃ δ*!��WDNp��åH

                   I. Z δ ∉A pre δ*> δ > 0   a

                   II.Z δ ∈A pre - δ*< δ ≤ 0.

Aby Z δ ∈$��]R�Y] DKX�����Y\SOêYD�

U* T (1+ δ)Y E-V
* T (1+ δ)X E-(1+ δ)u 0 =U* T (1+ δ)Y E-V

* T (1+ δ)X E -u 0
*=

(1+ δ)( U * TYE-V
* TXE -u 0

*)+  δ u 0
*≤ 0.                     (26)

.H åH� (� MH� HIHNWtYQ\� ERG�� SODWt� QHURYQRV � ������ D

teda

                δ u 0
*≤ 0 ,

]�þRKR�Y\SOêYD��åH�=δ ∈A ⇔ ak δ u 0
*≤����SULþRP�VD�]DPHULDYDPH

QD�SUtSDG�MHGQR]QDþQHM�RSRUQHM�QDGURYLQ\�Y�(�SRO\HGULFNHM

PQRåLQ\� $�� $N� FKFHPH�� DE\� MHGQR]QDþQi� RSRUQi� QDGURYLQD

prechádzala bodom (X E,Y E���SRG D�Y] DKRY����D�E�F��PXVt�SUH

u 0
*  SODWL �

(27a) rastúce výnosy z rozsahu ⇔ u 0
*< 0

(27b) konštantné výnosy z rozsahu  ⇔ u 0
*=0

(27c) klesajúce výnosy z rozsahu  ⇔ u 0
*> 0.

Pre modely (15),(15a) a (16) znamienko u 0
* rozhoduje o

výnosoch z rozsahu, napr. pridaním podmienky u 0
*>0 sa

]DUXþXMH� SUH� HPSLULFN~� SURGXNþQ~� IXQNFLX�� D� WHGD� DM� SUH

KUDQLFX� HIHNWtYQRVWL�� YODVWQRV � NOHVDM~FLFK� YêQRVRY� ]

rozsahu.

Na Obrázku 6 nadrovina prechádzajúca bodom A má

rastúce výnosy z rozsahu a preto u 0
*< 0.
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Všeobecne pre variabilné výnosy z rozsahu sa na u 0
* nekladú

åLDGQH� SRGPLHQN\�� W�M�� X 0
*� MH� YR Qp�� 7HMWR� SRGPLHQNH� Y

primárnych modeloch (15),(15a),(16) zodpovedá podmienka

λj

j

n

=1
∑ =1 v modeloch duálnych (14) a (14a). Samozrejme je

PRåQp� DM� Y� GXiOQ\FK� PRGHORFK� ]DUXþL � UDVW~FH�� NRQãWDQWQp

alebo klesajúce výnosy z rozsahu, a to nasledovnými

RKUDQLþHQLDPL��6(,)25'�D�7+5$//� 1990):

(28a) rastúce ⇔ λj

j

n

=1
∑ < 1

(28b) konštantné  ⇔ λj

j

n

=1
∑  nemá podmienku

(28c) klesajúce ⇔ λj

j

n

=1
∑ > 1.

-H�WHGD�]UHMPp��åH�&&5�PRGHO\�]RGSRYHGDM~�NRQãWDQWQêP

YêQRVRP�]�UR]VDKX��SUHWRåH�SUH�QH�SODWLD�SRGPLHQN\����E��

���E�� D� ���E��� 1D� GUXKHM� VWUDQH� %&&� PRGHO\� XYDåXM~

variabilné výnosy z rozsahu.


