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Kapitola 1

Uvod

Analyza obélky dat (Data Envelopment Analysis) je jedna z aplikacii li-
nearneho programovania pouzitelné v ekomomickych vedach. Cielom takejto
analyzy je z daného stiboru organiza¢nych jednotiek vybrat tie, ktoré st efek-
tivne. Budeme hovorif o organiza¢nych jednotkéch, pretoze analyza sa da s
uspechom pouzit na vyrobné ako aj na nevyrobné subjekty. Analyzou sa daji
ziskat aj idaje, na zdklade ktorych vieme podat odportcania ako sa daju or-
ganizatné jednotky vylepsit tak, aby zvysili svoju efektivnost pripadne sa
stali efektivnymi.

Vo svojej povodnej praci Charnes, Cooper a Rhodes, charakterizovali
DEA metédu ako ”model matematického programovania aplikovany na po-
zorované data, ktory poskytuje novy pristup pri ziskavani empirickych od-
hadov extremalnych vztahov ako st produkéné funkcie a krivky vyjadrujtce
efektivne produkéné moznosti, ktoré si zakladnymi prvkami modernej eko-
noémie.”

V mikroekonomickej tedrii je mozné efektivnost merat pomocou produké-
nej funkcie. Tato funkcia urcuje hranicu mnoziny produ¢nych moznosti. V
praxi ale konkrétnu produkénti funkciu nepozname, preto hladdme sposoby
ako ju urcif. Existuju dva pristupy a to parametricky a neparametricky. Pa-
rametricky casto oznacovany ako aj ekonometricky, je zaloZeny na tom, ze
pozname explicitné vyjadrenie produkcnej funkcie, ale nepozname paramatre
tohto vyjadrenia. Teda napriklad vieme, Ze ide o Cobb — Douglasovu pro-
duként funkciu, ale nepozname parametre tejto funkcie. Tieto sa urcia z
nazbieranych dat napriklad pomocou metédy najmensich Stvorcov.
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Neparametricky pristup zastipeny DEA modelovanim nepotrebuje po-
znat funként formu, pretoze efektivnost je merana relativne k vSetkym os-
tatnym organizacnym jednotkam.

Roznorodost aplikiacii DEA modelov ilustrujeme pouzitim metédy pri
tvorbe rozpo¢tu na Ben — Gurion University v Izraeli v roku 1988 [1]. Krité-
rium nakladov na Studenta sa ukézalo ako nedostatocné vzhladom na vyrazne
rozdielnu finanéni naroc¢nost niektorych odborov, ako napriklad priemyselny
manazment a katedra geoldgie. Rozpocet zostaveny pomocou tejto metody
viedol az k organiza¢nym zmenam na univerzite. Dalsimi oblastami, kde je
DEA — modelovanie obltibené je zdravotnictvo a bankovnictvo.

DEA-modelovanie je mozné pouzit aj na zistovanie efektivnosti subjek-
tov, ktoré sa neskladaji z mnozstva mensich c¢asti. U takychto subjektov sa
sleduju ¢asové rady vstupov a vystupov. Za charakteristiku DMU sa povazuju
hodnoty vstupov a vystupov v danom case. Ako priklad takéhoto postupu
mozeme uviest analyzu japonskych statnych telekomunikacii uvedena v [9].

Na rieSenie problémov linearneho programovania, ktoré pri analyze zo-
strojime, pouzijeme metédy vnitorného bodu, konkrétne primarne — dualny
algoritmus. Vyhodou tychto algoritmov oproti simplexovym algoritmom je
nielen odstranenie problémov s bazickymi rieseniami, ale aj nizsia vypoctova
zlozitost.



Kapitola 2

Uvod do DEA modelov

V ?”DEA — modeloch” sa budeme snazif porovnat efektivnost homogén-
neho siboru ”organiza¢nych jednotiek” ( tzv. Decision Making Units ), ktoré
st charakterizované rovnakou strukttrou vstupov a vystupov. Kone¢nym cie-
fom je zoradif vSetky ”organizac¢né jednotky” podla miery efektivnosti. Miery
budeme konstruovat pomocou ”virtualnych” cien vstupov a vystupov, pre-
toze analyza obsahuje aj vstupy a vystupy, ktorych ceny neexistuji, proces
modelovania vytvori vlastné ceny a tieto sa nazyvaju virtualne ceny.

2.1 Veliciny modelov

Subor "organizac¢nych jednotiek” - DMU; j=1,...,n je homogénny v
zmysle rovnakosti struktiury DMU, kazd4 z nich m& m vstupov a p vystupov.
Pre vektory budeme pouzivat stipcovti konvenciu.

Ozna¢me x; € R vektor vstupov DMU; j=1,...,n.

Nech z;; € Ry ¢ =1,...,m je hodnota i-teho vstupu DMU; , na zdklade
tohto definujme x; = (@1j,...,Tm;)".

Podobne oznac¢ime y; € RY vektor vystupov DMU; j=1,...,n.

Nech y,; € Ry k=1,...,p je hodnota k-teho vstupu DMU;

a potom definujme y; = (y1j,---,Yp;j)" -
Dalej definujme maticu vstupov X,,,,, = (X1,...,Xm)
a maticu vystupov Y,,,, = (¥1,...,¥p). Oznacenim X;, Y, rozumieme

j-ty stlpec matic. V takomto zapise pre zlozky vektora a prvky matice plati:
Xij = Tij, Yij = Unj.

11
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2.2 Premenné modelov

Analyzu stiboru DMU; budeme vykonavat pomocou virtualnych cien u, v.
Definujme premennti v; € R, pre ”virtualnu cenu” i-teho vstupu
1 =1,...,m a podobne definujme premennt pre ”virtualnu” cenu u; € R,
k-teho vystupu k =1,...,p. Postupne budeme analyzovat vsetky DMU, .
Vysledkom jednotlivych analyz buda dva vektory hodnét ”virtudlnych” cien
u;,V;, ktoré pre DMU; j =1,...,n tvoria vektor cien vstupov j-tej tlohy
v; € RT a 4; € RY vektor cien vystupov. Pomocou uvedenych vektorov
7virtualnych” cien moézeme definovat ”virtualnu” cenu vstupu x; , ktorej
hodnota bude x?{rj a "virtualna” cena vystupu y; ma hodnotu y]T\A/j.

2.3 Formulacia DEA - modelu

Vseobence sa efektivnost meria ako pomer vystupu a vstupu. Za jej pri-
rodzenu vlastnost sa povazuje, Ze je menSia alebo rovna 1. Ak sa chceme
vyjadrovat a pocitat v percentdch znamené to, Ze moze byt najviac 100%.
Efektivnost budeme urdovat ako pomer hodnoty vystupu a vstupu. Relativnu

efektivnost DMU; j = 1,...,n definujeme ako funkciu virtualnych cien
takto: .
y;u
Ej (u, V) = E

J
Za efektivne budeme povazovat tie DMU, ktoré patria do mnoZiny

E:{DMU] |EJ(U,V):1, jzl,,n}

pre nejaké u, v > 0. PouZijeme ostrii nerovnost, pretoze ak existuje cena
rovna 0, tak toto sposobuje problémy pri interpretacii vysledkov. Tieto pro-
blémy nastanii, ak prijmeme platnost pravidla znameho v ekonomickej teo-
rii ako "no free lunch”. Ceny u, v sa budeme snazif uréit za podmienok
E.(u,v) < 1 pre kazdé r = 1,...,n, pretoZe bez tychto podmienok by
E;(u,v) bolo neohrani¢ené. Na zistenie efektivnosti DMU; sformulujume
ulohu

max {E;(u,v)| E.(u,v)<1l;r=1,...,n,u>0,v >0} (2.1)

uERi,VERT

a to pre kazdé j =1,...,n. Ozna¢me (1;, V;) optimalne rieSenie j-tej tlohy,
potom hodnota E;(1;, v;) je mierou efektivnosti DMU; j=1,....,n.
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Ak E;(0;,v;) = 1 tak DMU; je povazovana za efektivnu. Stubor tloh (2.1)
sa nazyva DEA model. Na vykonanie analyzy je nutné vyriesit vSetky tlohy
obsiahnuté v modeli. Neorientovany model, ktory sme prave zostrojili, je
zamerany len na zistenie efektivnosti. Poznamenéavame, ze pri rozbore orien-
tovanych modelov sa ukaze, ze tato podmienka je len nutnou ale nie posta-
¢ujicou.

2.4 Formulacia DEA - modelu pomocou Li-
nearneho Programovania

Nezvycajnou vlastnostou tlohy (2.1) je vyskyt funkcie E;(u,v) ako tGce-
lovej funkcie aj ako jedného z ohraniceni. Takto formulovana tloha je llohou
zlomkového programovania. Funkcia E;(u,v) je homogénna v premennej v,
preto pridanim normaliza¢nej podmienky x?v = 1 mdZeme transformovat
tato ulohu na tlohu linedrneho programovania. Vznikne nasledovna tiloha:

max {ylu|xv=1yu-xv<0,u>0,v>0 r=1,...,n}
J J I T ) ) ) ) ;
uERi,VERT

(2.2)
Tato tloha sa nazyva vstupne orientovany CCR model, pretoze ju odvo-
dili A. Charnes, W.W. Cooper a E.L. Rhodes, pomocou normovania hod-
noty vstupov X;*-FV = 1. Za efektivnu sa povazuje DMU; , pre ktort plati
E;(4;,v;) =1 au>0,v>0. Pouzitie ostrych podmienok je zdévodnené
typom tloh, pretoze kaZzda tloha sa snaZzi maximalizovat efektivnost prave
jednej DMU. Nulova cena znamena, ze dany vstup alebo vystup sa zanedba.
Ak tieto nulové ceny potlacia nepriaznivé vstupy alebo vystupy moze sa ta-

kato DMU stat efektivnou.
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Geometricky pristup k tvorbe
DEA — modelov

3.1 Odvodenie DEA modelov

V tejto ¢asti uvedieme iny pristup k tvorbe DEA — modelov. Tento pristup
sa oznacuje ako analyza hranice (frontier analysis). Jednotlivé DMU; ,
j =1,...,n umiestnime do vstupno-vystupného priestoru R’ x R”.. Vytvo-
rime mnozinu P ”produkénych moznosti”, ktora obsahuje vsetky DMU; a
tie, ktoré budi lezat na hranici F' mnoziny P, budeme povaZovat za efektivne.
Mierou neefektivnosti bude ich vzdialenost od hranice F'.

V mikroekonomickej tedrii je mnozina pripustnych produkénych planov
(production possibility set) danej technolégie uréené ako konvexnd mnozina:

P ={(x,y) € R? xR | x vyprodukuje y}.

Produkéné moznosti vstupu x st rezom konvexnej mnoziny P, preto tvoria
konvexnii mnozinu:

Px)={y eR} | (x,y) € P}.

Mnozinu F' vytvorime z hrani¢nych bodov mnoziny P, takych ze x > 0 a
y > 0. Mnozinu F' nazyvame hranicou mnoziny P, alebo aj hranicou mnoziny
produkénych moznosti (production possibilty frontier). Hranicou mnoziny
P(x) je mnozina:

Fx)={yePx) |3y €ePx):y" >y, y" #y}.

14
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Hranica F'(x) mnoziny P(x) urCuje mnozinu Paretovsky najlepsich hodnét
produkcie. Prepokladajme, ze na zaklade nejakych ”vonkajsich” kritérii z
danej mnoziny F'(x) vyberieme prave jeden bod y € F(x). Tymto sme defi-
novali produként funkciu f : R} — R’ prislichajiucu k urcitej technoldgii,
ktora priraduje kazdej hodnote vstupu x € R”? hodnotu vystupu y = f(x).

Produkéné funkcia f(x) ma konstantné vynosy z rozsahu (Constant Re-
turns to Scale),éo budeme oznacovat CRS, ak:

VxeRE al>0: f({x) =& f(x).

Ak rovnost neplati, budeme hovorif o premenlivych vynosoch z rozsahu (Va-
riable Returns to Scale), tento pripad budeme oznacovat VRS. Mézu nastat
dva Specialne pripady:

<Ef(x) VE>0 tzv. nerastice vynosy z rozsahu
>¢f(x) VE>0 tzv. neklesajice vynosy z rozsahu

rea {

V nasej analyze budeme predpokladat, Ze vSetky organizacné jednotky pouzi-
vaju t istt technolégiu. Pomocou produkénej funkcie f(x) mozeme zostrojit
mnozinu produkénych moznosti:

P ={(xy) eR"xR: |y < f(x)}.

Jednotlivé DMU; st realizaciami technoldgie, preto tato mnozina obsahuje
DMU; , j=1,...,n. Tie DMU; , pre ktoré y; = f(x;) oznacujeme ako
efektivne, t.j. efektivne DMU lezia v mnozine

F'={(xy) €eR xR |y = f(x)}.

Treba si v§imnat, ze P ¢ P, ' C F.

Pre nasu analyzu je potrebné zostrojit mnozinu F'. AvSak zozbierané data
obsahuji len sibor DMU; , j =1,...,n, produként funkciu f(x) nepozname
a musime sa uspokojit s jej aproximéciou pomocou aproximécie mnoziny P,
pretoze nepozname ani mnozinu P. Tu je vhodné zacat delif postup na z&-
klade typu vynosov z rozsahu produkénej funkcie (o tom ako urcit typ vyno-
sov z rozsahu neznamej produkcénej viac v kapitole o zakladnych principoch
modelovania v praxi).

Mnozinu, ktorou budeme aproximovat mnozinu P ozna¢ime P,. Podobne
ako v [6],[5] bude to najmensia konvexnd mnozina, ktora ma tieto vlastnosti :
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1. DMUJ = (xj,yj) € Py, pre kazdé j € {1,,”}

2. (x,5;) € Pa= {(x5,y;) € R [ x; <x3,y; 2 y;)} C Pa
pre j €{1,...,n}

Tieto dve vlastnosti naAm postacuji na aproximaciu mnoziny P, ak produkcénéa
funkcia spliia predpoklad variabilnjch vinosov z rozsahu. Ak skiimame pro-
duként funkciu s konStantnymi vynosmi z rozsahu, tak musime pridat tretiu
podmienku :

3. (x5,¥;) € Pa= (cxj,cy;) € Py pre kazdé ¢ > 0

Kedze pozadujeme aby, DMU; j = 1,...,n patrili do P4 hovorime, ze
Py je generovand stiborom DMU; = (X;,y;) = (T1j, -+ Tmj, Yijs -« - Ypj) -
V pripade variabilnych vynosov z rozsahu mnozina P4 je konvexna polyéd-
rickd mnozina :

(

Myrs = ¢ (x*,y") € RT x RE, YoykiN >y ke{l,...,p}

Z)\]:]. AER?_

\ J=1 ),

Mnozina s vlastnostami (1) az (3) tvori konvexny polyédricky kuzel, ktory
mozno vyjadrit takto :

n
.CL’ZJ)\JSLL’:( iE{l,...,m}
=1

J

YoukiN >y ke{l,... p}
j=1

AeRY

Megs = § (x",y") € RT x RE,

V tomto pristupe, za efektiviu budeme povazovat taka DMU, , ze:
A(xy)eM o (xXy) # (x,y5) ax; >, y; <y,

kde M = Mygs alebo M = M¢cgrg. To znamend, ze DMU; je efektivna ak
neexistuje konvexna ( konvexna kénicka ) kombinacia inych DMU,, r # j ,
ktora by mala nizsie vstupy alebo vyssie vystupy.
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Ak tloha (2.1):
max {E;(u,v)|E.(u,v)<1l r=1,....n,u>0,v >0},

uERi,VERT
ma optimalne riesenie (0, V) , tak rieSenim je aj (a1, a¥) pre a > 0, t.j. opti-
malne rieSenia tvoria otvorena polpriamku zacinajucej v pociatku siradnico-
vej ststavy a prechadzajicej nejakym optimalnym riesenim. To vysvetluje,
preco sa o miere efektivnosti £;(u,v) hovori ako o radidlnej efektivnosti.
Ulohu (2.1) mozeme zmenou tvaru podmienok preformulovat na ekvivalenti
ulohu tvaru:
max  {F;(u,v) |ylu-x'v<0u>0,v>0 r=1,...,n} (3.1)
ueR? veR?
Pretoze tcelova funkcia E;(u, v) sa vyskytuje aj v ohraniceniach alohy (3.1)
je zrejmé, ze (3.1) je ekvivalenta tlohe:
max {yjru—va ly'u—x'v<0,u>0v>0 r=1,...,n} (32
ueR’ ,veRT
pretoze ucelova funkcia sa vyskytuje aj v ohraniceniach, tato nova tloha
nadobtida maximum v tom istom bode ako poévodné tiloha. Ulohu transfor-
mujeme a mozeme maticovo zapisat:
CRSM . max Y'u - XTvy
I uek? verm 7 J
YTLI _ XTV S 0 (33)
u>1,v>1.

Transforméacia spoc¢iva vo zmene ostrych podmienok na neostré. Ak (@, v) je
optimalnym rieSenim (3.2), tak $kdlovanim ho vieme previest na optiméalne
rieSenie (3.3). Stac¢i zvolit a = max{milj, ce ij, y%? ce y—;} Ak pozname
optiméalne riesenie (3.3), tak ndsobenim a takym, ze 0 < o < % , VceN, pre-
vedieme podmienky s neostrym ohrani¢enim na podmienky s ostrym ohrani-
¢enim v tlohe (3.2). Takato zmena je motivaciou pre rieSenie tloh metédami
vnatorného bodu, pretoze takéto riefenia spliiaji ostré podmienky. Zmena
podmienok u > 0,v > 0 na podmienky u > 1,v > 1 ndm umoznuje skon-

struovat dudlnu tlohu:

CRSP : min —(17s + 17e)
s€R” ,ecRT AR}
YAN—-s=Y,; (3.4)
—X\—e=-X;

A>0,e>0,s>0,



KAPITOLA 3. GEOMETRICKY PRISTUP K TVORBE DEA MODELOV 18

pri¢om sme definovali A = (A1, ..., \,)7, s = (s1,...,8,) ae=(e1,...,en)".
V tlohe C’RSJM hladdme u a v, preto sa tato tloha zvykne nazyvat prob-
lémom multiplikdtorov. Vykonanie analyzy obalky dat vyzaduje vyriesif n
problémov, kazdé z optimélnych rieSeni (u;,v;) j = 1,...,n, je normalo-
vym vektorom nadroviny, ktord prechadza zaciatkom sturadnicovej stustavy
a definuje ¢ast hranice mnoziny P,. Téato hranica sa zvykne nazyvat obalka
dat (data envelope), alebo aj hranica efektivnosti (efficiency frontier) a tie
DMU, ktory lezia na tejto hranici sa nazyvaju efektivne, t.j. hodnota tcelo-
vej funkcie je rovna 0. Mnozinu P, ziskame ako prienik tych polpriestorov,
ktoré st urcené nadrovinami ziskanimi pri rieseni problému obalky a obsa-
huju vsetky DMU. Ekonomickou interpretaciou tlohy CRSJM PO zmene na
minimaliza¢na tlohu, je lloha o minimalizécii straty. Dualna tloha C RS JE k
tilohe C'RS}' sa nazjva problémom obélky. Riesenim tlohy C'RS} st vektory
A, e, s. Vektor s vyjadruje nedostatok vystupov (output slack) a vektor s sa
nazyva prebytok vstupov (input excess). V tlohe CRS ]E st ohranicenia for-
mulované v tvare rovnosti, ktoré odvodime z ohranic¢eni mnoziny M¢cgrs pri-
danim doplnkovych premennych do nerovnosti. Takto z vyjadrenia mnoziny
My, rs odvodime ulohu:
VRSJE : min —(17s + 17e)

p
SE€R? ecR™ ACR"}

Y)\ — S = Y]
~XA—e=-X; (3.5)
1TA=1

A>0,e>0,s>0,

¢o je dualna tloha k tlohe:

VRSJM : max Y]-Tu — X]TV +w
ueR? veRT weR
Y'u-X"v+1Tw <0 (3.6)
u>1,v>1.

Tak isto v pripade konstantnych vynosov z rozsahu aj v tomto pripade
bude mnozina My gs tvorena prienikom polpriestorov. Rozdiel oproti mno-
zine Mcrs je, ze hranicu My rg nemusia tvorit len nadroviny prechadzajtce
podiatkom stradnicovej stustavy. Tvar mnoziny zavisi od volby obmedzenia
pre parameter omega

€ R fma variabilné vynosy z rozsahu
w<{ <0 fmaneklesajice vynosy z rozsahu
> 0 f ma nerastiice vynosy z rozsahu
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Zaujimavym zistenim je, Ze ucelova funkcia je vlastne mierou vzdialenosti
DMU; k rovine, ktora je urcend rovnicou

Yu-Xv+1'w=0

Vysledkom riesenia n tiloh, ale nemusi byt n roznych nadrovin, pretoZe nadro-
vina, ktora prislicha efektivnej DMU; , moze byt najblizSou nadrovinou pre
niektora s neefektivnych DMU; . Optimalne rieSenie problému CRSg(3.4)
(VRSE(3.5)) pre DMU; pozostava z vektorov s;, e;, A;. Pouzitim vlastnosti
duality pre optimalne rieSenie zistime, Ze:

V)\JT>OT:1;7nplatiu?Yr_vaT+w]:O’

pricom \;. je r—ta zlozka vektora X;. To znamend, ze bod (x;,y;) lezi v
: , T T — 0\
nadrovine s normélou (u;, v;), teda pre r € {r | u; Y, — v; X, +w; = 0} je
z . v b4 X . v
DMU, efektivne a rovina u]y — v] x + w; = 0 urcuje ¢ast hranice mnoziny

P,. Vektor A; uréuje bod (X4,¥5;) = > \jr(zjr, yjr). Tento bod je v pripade
r=1

premennych vynosov z rozsahu konvexnou kombinaciou bodov patriacich do
F4, pre pripad konstantnych vynosov z rozsahu je to linearna kombinacia.
Ak \;; =1 a \j, =0 pre kazdé r # j, tak toto signalizuje, ze DMU, patri do
Fy, t.j. je efektivna. To znamena (X;,¥;) = (x;,y;). Ak je DMU neefektivna,
t.j. nepatri do mnoziny Fj, tak bod (X;,¥;) mozeme povazovat za priemet
bodu (x;,y;) do mnoziny Fy, kedze z (3.8) vyplyva, ze (X;,¥;) €Fa.

RieSenia problémov CRSE a V RS davaji navod ako vyjadrit DM U, ako
kombinaciu DMU, patriacich do mnoziny Fj, pretoze F je akymsi obalom
vSetkych DMU; vo vstupno-vystupnom priestore, preto sa tieto ulohy nazy-
vajui problémami obélky (envelopment problem). Z vlastnosti komplementa-
rity primarnej a duélnej tlohy linedrneho programovania vyplyva:

Sjr>0 = Ujrzl ’l":l,...,p
6j,»>0 = Uj,nzl rzl,...,m.

Vysledkom takéhoto geometrického pristupu, ktory sa snazi ”obalit” vSetky
DMU pomocou mnoziny F)4 st okrem nadrovin, ktoré urc¢uji mnozinu F'4 aj
jednotlivé priemety DMU; do mnoziny F4. Prave body (X;,¥;) a (x;,y;) st
zakladom pre konstrukcie mier efektivnosti. Kedze (X;,¥;) lezi v nadrovine
urcenej pomocou u;, v;, wj, tak :

uY; - viX; + wj + 0= (ul'Y; — V;F}Sj + wj) — (uf\?j — V;Ff(j + wj) =
(3.7)
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Hodnota tohto vyrazu zodpoveda rozdielu medzi DMU; a jej obrazom v
premietani do F4 uréenom pomocou vektora (—e,s). Upravou rovnosti (3.7)
ziskame:

z ¢oho vyplyva, ze premietnuty bod lezi v rovine urcenej normalovym vek-
torov (u;, v;) a skalarom w.

3.2 Orientované DEA modely

V predchadzajtucej kapitole sme odvodili neorientované modely, t.j. pri
zistovani priemetu bodu (x;,y;) do hrani¢nej mnoziny sme neuprednostnili
ziaden Specidlny smer premietania. Optimélne riesenie problému multiplika-
torov pre DMU; sme oznacili (v;,u;). Vybranim iného spdsobu konstrukcie
bodu (%;,¥;) dame zaklad konstrukciam inych typov DEA-modelov. Tymto
sa mozeme lepSie prisposobit konkrétnemu pripadu, pre ktory pripravujeme
analyzu. Okrem zistenia miery efektivnosti, na zéklade polohy DMU; a hra-
nice mnoziny efektivnosti mozeme urobit rozhodnutia, ktoré ovplyvnia efek-
tivnost DMU; . Ak chceme na zéklade analyzy prijat rozhodnutia o tom,
ako zlepsit efektivnost DMU; a nemame moznost ovplynit vstupy, ale iba
vystupy DMU; , tak premietanie uréime pomocou (0,s;). Vysledkom bude
bod §; = y; +s; vo vystupnom priestore. Novy bod (x;,¥;) ma vyssiu efek-
tivnost:

uly; uly; +u’s _ uly;

J( AR R R/ B ]) VjTXj VjTXj _VjTXj ]( 7 ])

Podobne, ak mozeme ovplynit len velkost vstupov, premietanie na hranicu

ur¢ime pomocou vektora (—e;,0) a ziskame novy bod:

(X;,y;) = (x5,¥;) + (—e;,0), pricom ziskany bod méa vyssiu efektivnost:
u’y; u’y; u’y;

J( 70 V] Y J) VjTXj VjTXj_VjTej = VjTXj J( 7 J)

Premietanie na hranicu mnoziny P, moZeme vykonat tak, Ze budeme
proporcionélne maximalizovat postup v smere zniZovania vstupov alebo v
smere zvysSovania vystupov. Proporéni zmenu vyjadrime pomocou skalarou
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a;,B; € R, 0<a; <1, 0 < g;. Takto ziskané body musia patrif do mnoziny
P,. Premietnutie do mnoziny F4 vykondme pomocou neproporcnej zmeny
vyjadrenej pomocou vektorov d; € R a o; € RE.

Y; =Y, +5Y;—8;=(1-05)Y;—6; >0

Propor¢na zmena je vykonand, tak aby sa aspon jeden zo vstupov alebo
vystupov dostal na hranicu efektivnosti, ¢o sa prejavi aj tak, Ze aspon jedna
zlozka vektorov 6;,0; je rovna nule. Toto nam pomdze urcit proporént
zmenu:

X — X,
a; = min =T >,
r=1,....,m er~
Y = Yoy
= min >0
/3] T:17" P Y o ’

X,;a ffrj prislichaji bodu (5(]-, ?j). Zmenu vyjadrime pomocou vektorov:
€, :Oéij+Uj, S; :ﬁij—i‘(Sj .
Dosadenim tohto do (3.7) dostavame:

T Ta. — vIX. _ 3.uTY.
—u;s; — Vv ejT— —ajv% X —6ju; Y,
—Vv;0;—u;9;.

(3.9)

Z tohto vyjadrenia je zrejmé, akt cast neefektivnosti mozeme vylepsit
proporénou zmenou a aka zostdva na neproporéni neefektivnost. Pomocou
proporcnej zmeny urcenej «;, (3; mozeme zostrojit nové body:

(X7, Y;) = ((1—a;)X;,Y;),

(X5, Y;) = (X5, (L+5)Y;),

pre ktoré plati: o

(X, Y;) = (X}, Y;) +(-6,,0),

(X;,Y)) = (X;,Y;) +(0,0;).
Préve tu sa mozeme rozhodnuf, ¢ sa zameriame na proporcionalne znizo-
vanie vstupov alebo vystupov. Vstupna orientacia, zamerana na znizovanie
vstupov, hlad4 taki projekciu, ze «; je maximalne. Podobne vystupné orien-
tacia hlada taka projekciu, Ze propor¢ny parameter [3; je maximalizovany.
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Vysledkom tychto projekcii st body ((1 — «;)X;,Y;) pri vstupnej orientécii
a (X, (14 ;)Y ;) pri vystupnej orientacii. Tieto projekcie pozaduji urcenie
maximalnych hodnét parametrov «;, 5, a vektorov é;, ;.

Takyto postup je odvovodneny tym, ze proporéna zmena zachovava vstupno—
vystupné pomery. To ma za nasledok, ze technoldgia, opisand produkénou
funkciou, zostéva priblizne rovnaka. Maximalizadciou proporénych zmien sa
snazime minimalizovat zmeny technoldgie. To znamen4, ze vysledky analyzy
st Tahko aplikovatelné v praxi.

Oznacme 0; = 1—a;, ¢; = 1+ 3;. Potom maximalizacia o je ekvivaletna
minimalizacii 6; a ; dosahuje svoje mimimum préave vtedy, ked ¢; nadobtida
maximum. Pomocou tejto substiticie mézeme urobit transforméaciu podmie-
nok pre problém obalky.

Y)\—S:Yj = YA—¢YJ—U]:0
—X)\—e:—Xj = —X)\+9X]—5]:O

RieSenie takychto modelov ma dva kroky:

1. — vstupné orientacia, ziskanie pomocného bodu (0X;,Y), t.j. cielom
je ziskanie hodnoty parametra 6
— vystupna orientacia, ziskanie pomocného bodu (X, ¢Y;), t.j. ciefom
, je urc¢enie hodnoty parametra ¢

2. ziskanie bodu, ktory je priemetom do F4 pomocou riesenia tloh
CRSE(erj, Yj), alebo CRSE(X], ¢ij), alebo VRSE(QJXj, Yj), alebo
VRSp(X;,;Y;)

Bod, ktory takto ziskame v prvom kroku nemusi byt zhodny s bodom
(Xj, Yj). Nasledujica tabulka je zhrnutim tohto postupu pre modely, ktoré
sme zatial odvodili. Treba si v§imnut, Ze 6 je v prvom kroku premennd, v
druhom kroku pouzijeme hodnotu 6;, ktortt sme urcili v prvom kroku.
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Vstupna orientacia:

Prvy krok Druhy krok
VRS(X], Y]) : VRSE(HJXJ, Y]) :
min 0 min —(17s + 17e)
0,\,s,e A,s,e
Y)\—S:Y] Y)\—S:YJ
—X)\+9Xj—e:0 —X)\+9]X]—e:0
1A =1 1"A=1
A>0,e>0s>0 A>0,e>0s>0
(3.10)
Vystupna orientacia:
Prvy krok Druhy krok
VRS(X], Y]) : VRSE(X], ¢ij) :
max ¢ min —(1%7s + 17e)
b, s,e As,e
XA —e=-X; — X\ —e=-X
1A =1 1"A=1
A>0,e>0s>0 A>0,e>0s>0
(3.11)

Uvadzame formulécie iba pre model s premenlivymi vynosmi z rozsahu, pre-
toze ostané sa liSia iba v ohrani¢eni 17\ = 1 vyjadrujiicom tvar mnoziny,
toto moze byt nahradené ohrani¢eniami 17X < 1 alebo 17X > 1. Pre modely
s konstantymi vynosmi tato podmienka nie je pritomna.

V dvojkrokovom pristupe sa po prvom kroku pomocou proporcionalnej
redukcie dostavame k bodu (6X;,Y;), alebo (X;,#Y;), avSak tento nemusi
patrit do mnoziny F. Ziskanim optimalneho rieSenia tlohy v druhom kroku,
ziskame projekciu do mnoziny Fj4. Pre VRSE(X;, ¢;Y;) ziskame projekciu
do mnoziny F4 v tvare

X;=X;—e;, Y;=6,Y;+s,

kde s; zodpoveda o ;. Podobne pre VRSg(0;X;,Y;) ziskame projekciu do
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mnoziny Fy v tvare
Xj = QJXJ — ej, ?j = Yj + Sj,

kde e; zodpoveda §;. Tento dvojkrokovy postup sa da redukovat na postup-
nost tloh linedrneho programovania. KedZze ohranicenia st v oboch krokoch
rovnaké, rozna je len ucelova funkcia, moézeme zadefinovanim parametra e
ako vahy pre tucelovi funkciu druhého kroku, zostrojit nova ucdelovii funkciu
6 — e(1”s + 17e), takto transformujeme tlohu (3.10) na (3.12). Podobne vo
vystupne orientovanom probléme (3.11) transformujeme tcelovi funkciu na:
¢+ ¢e(17s+17e) a ziskame tilohu (3.13). Tento postup sa nazjva nearchime-
diansky, pretoze e musi spliiat podmienku 0 < e < 1—.,@' e N.

Nasledujtca tabulka uvadza vstupne a vystupne orientované BCC mo-
dely, ktoré vo svojej originalnej praci odvodili R.D. Banker, A. Charnes a
W.W. Cooper.

Vstupna orientacia:

Priméarna tloha Duélna dloha
BCCL - BCCY -
eniin 0—e(1's +17e) max Y u + w (3.12)
YA-s=Y; XTy =1
—XA+0X;,—e=0 Yu-X"v+1Tw <0
1"x=1
A>0e>0,s>0 u>el,v>el

Vystupna orientacia:

Primarna tloha Duaélna tloha
BCCS : BCCY -
nax ¢+ e(1Ts +17e) min X7v + w (3.13)
YA—6Y; —s=0 Yiu=1
XA —e=-X; Y'u-X"v+1'w <0
17X =1

A>0e>0s>0 u>el,v>el
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Vstupne a vystupne orientované CCR modely sa lisia len nepritomnostou
podmienky 17X = 1 v pripadoch CCRY a CCRL a nepritomnostou w v
pripadoch CCRY a CCRE,.

3.3 Modely s dodatoénymi ohranic¢eniami

Pouzitim réznych mier pre efektivnost sa mozeme lepsie prisposobit pozia-
davkam analyzy. Napriklad, ak v modeloch (3.3) a (3.6), zmenime podmienku
u>1,v>1nau>wp,v>w,y, kde w; € RY, wy € R7. Désledkom ¢oho
sa v dudlnych tlohach (3.4) a (3.5) zmeni ticelova funkcia na —(wls+wle).
Modely s takouto tcelovou funkciou sa nazyvaju aditivne modely s vahami.
Pomocou tychto ohraniceni mozeme vyjadrif nase preferencie vstupov alebo
vystupov a mozeme tym zabranit vzniku redlne neinterpretovatelnych vysled-
kov. Vahy mézeme volit aj v zavislosti od vstupnych dat uréujicich jednotlivé
DMU napriklad takto:

1 .
Wi = ———— Y= (e, j=1,....m), k=1,...,
ENOND (s, 7 ) p
1
Wo; = Xk:(l’w,j:l,,n),’L:l,,m

(

Ak vysledkom analyzy st virtualne ceny, ktoré maju prili§ velky rozptyl,
spOsobi to problémy pri interpretacii vysledkov v praxi. Aby sme zabranili
takymto problémom, priddme do modelu dal$ich & obmedzujtcich podmienok

typu:

S
e

Iv+Ou<o,

kde T je matica typu £ x m a O je matica typu k x p. Pomocou tychto
podmienok vyjadrujeme poziadavky typu: cena vstupu x;; ma byt mensia
ako cena vstupu z;, na to aby sme vyjadrili takato podmienku staci zvolit
I;1 =1 a I, = —1. Tieto podmienky mo6zu vyrazne znizit pocet DMU, ktoré
by v modeloch (3.5) a (3.6) boli ozna¢ené za efektivne. Uvedieme zmenu
priméarnej a duélnej len pre neorientovany model typu VRS. Proces orientacie
je rovnaky ako pre uz spomenuté modely. V duélnej tlohe, treba zaviest novi
premenni z € R*.
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Problém multiplikatorov:

CVRSJM : max YJTu — X]TV 4+ w

uERi,VERT,weR

Y'u—-X"'v+1Tw <0

u, > 1 (3.14)

v, > 1

Iv+Ou<o.

Problém obalky:
CVRSF min —(17s + 17e)
s€R” ,ecRT ,zeRF, AR

YA-s+0z=Y;
X\ —e+1Iz = —X; (3.15)
1Tx=1

A>0,e>0,s>0.

Specidlny model mézeme zostrojit v pripade, ak DMU obsahuje pre-
menné, ktoré nemdze ovplyvnit. Takouto premennou modze byt napriklad
mnozstvo zrazok, alebo priemerna teplota. V tomto pripade moézeme mno-
zinu premennych vyjadrujice vstupy rozdelit do mnozin I, a I,,. Do mnoziny
1, tie ktoré dokaZeme ovplynit a tie, ktoré nedokazeme ovplynit do mnoziny
I,. Plati I, UL, ={1,...,m} a I,N I, = (). Podobne pre vystupy O,, a O,,
tu tiez plati O, U O, = {1,...,p} a O, N O,, = 0. Model vytvorime tak, zZe
v Ucelovej funkcii pouzijeme len tie premenné, ktoré dokdze DMU ovplyvnit.
Ziskame model:

E . ;
VRSj ’ seRﬁ,erélﬂég,AeRi (rez(:)o o T’;o er)
Yi-s=Y;
—XA—e=—X; (3.16)
1"A=1

A>0,e>0,s>0.
Tento model m4a dudlnu Glohu:
VRSJM : max YjTu — X?V 4+ w
uERi,VERT,wER
Y'u-X'v+1Tw <0 (3.17)
u. > 1,V reo,
v, >1,Vrel,.
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Uvéadzame len neorientovani verziu modelov, lebo postup orientéacie je zhodny
s postupom orientécie modelov (3.5) a (3.6).

V neorientovanych modeloch mdZeme zmenif postup pri urceni efektiv-
nosti. Neorientovanym modelom najprv uré¢ime hodnoty e;, s; ako rieSenia
jednotlivych tloh pre kazda DMU; a potom mieru efektivnosti DMU; ur-

¢ime ako:
1 L7 — €
B — ij i
T om+p Z ; Yk + Skj

Tie DMU; , ktoré boli klasifikované ako efektivne pomocou neorientovaného
modelu, st efektivne aj v novej miere efektivnosti a naopak. Teda tato nova
miera nezmeni rozdelenie DMU na efektivne a neefektivne.

V pripade, Ze model identifikuje prili§ vela DMU s rovnakou hodnotou
efektivnosti a chceli by sme rozlisif aj medzi tymito jednotkami mozeme
zaviest pre DMU; dalsie dve miery a to:

NOj — definovani, ako ¢islo udavajice pocet tloh, v ktorych bola
DMU; identifikovand ako efektivna. Vyssia hodnota NO; urcuje vyssi
rad efektivnosti DMU; .

ND; — definovant, ako pocet DMU, ktoré boli urcené ako efektivne pri
rieseni tlohy pre DMU; . Ak ma& DMU; nizsiu hodnotu NDj, tak je
povazované za lepsie ako ostatné DMU, ktoré maju rovnakt hodnotu
efektivnosti.

Taktto situaciu je mozné riesit aj pomocou analyzy senzitivity na zmenu
siboru DMU. Takato analyza je zalozena na tychto dvoch tvrdeniach:

e Vynechanie DMU; zo stboru vsetkych DMU, ktora bola oznacend ako
efektivna, nemdze znizit efektivnost zostévajicich DMU.

e Vynechanie DMU; , ktora nebola oznacené ako efektivna, nemeni hod-
noty efektivnosti ostatnych DMU.

Vynechanie DMU znamenda pre model znizenie po¢tu ohraniceni, preto efek-
tivnost zostavajucich DMU neméze klesnif. Hodnota efektivnosti sa moze
zmenit, len vtedy ak vynechdme aktivne ohranicenie, preto vynechanie ne-
efektivnej DMU, nezmeni hodnoty ucelovej funkcie ostatnych tloh.
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3.4 Nelinearne DEA modely

Vsetky modely, ktoré sme doteraz odvodili boli zalozené na po cCastiach
linearnej aproximaécii mnoziny produkénych moznosti. AvSak na aproximéciu
modZzeme pouzit aj iné tvary funkcii. Napriklad, okrem linedrnej kombinécie
vstupov a vystupov, ako sme uvadzali doteraz, pouzijeme multiplikativnu
kombinaciu vstupov a vystupov, ktorit pomocou logaritmovania tranformu-
jeme do aditivnej formy. Vysledkom bude po castiach logaritmicka hranica.
Pomocou VRS modelu odvodili Charnes, Cooper, Seiford a Stutz model,
ktory obsahuje logaritmy hodnét dat. Zapisom log(X), kde X je matica,
oznacujeme maticu, ktorej prvky st logaritmy prvkov matice X.

CD) - max log(Y;)Tu — log(X;)Tv + w
uERi,VERT,wER
log(Y)Tu — log(X)Tv + 17w <0 (3.18)
u>1v>1,
CDY min —(17s + 17e)
s€R’ ,ecRT" AR}

log(Y)A —s =log(Y})
—log(X)A — e = —log(X}) (3.19)
1"A=1

A>0,e>0,s>0.

Modely (3.18) a (3.19), st neorientované. Ich orientaciu neuvadzame, pretoze
tento postup je identicky ako v pripade (3.5) a (3.6).

V stcastnosti sa skimaju stochastické modely. Na DMU sa hladi ako na
realizacie nahodnych premennych. V takejto analjze sii nezndme hustoty
Jy,1x;;(¥), j=1,...,n. Hranica mnoziny produkénych moznosti je urcend

F={(x,y) € R xR | y; = sup{y € Ry | gy,1x;,(¥) > 0,V x € RT'}}.

Pre dalsie informéacie pozri [4].



Kapitola 4

Metody vniutorného bodu

Motivaciou pre pouzitie metéd vnutorného bodu na riesenie tiloh linear-
neho programovania je typ ohraniceni pre premenné modelov. Tieto metody
maximalizuji pocet nenulovych zloziek vektorov virtualnych cien u, v, ako je
uvedené v [10]. Dalsou vyhodou metéd vntitorného bodu je nizsia vipoctova
zlozitost oproti simplexovym metédam. Existuje niekolko tried algoritmov
vnutorného bodu. Na riesenie modelov sme pouzili algoritmus patriaci do
triedy primarne—dualnych algoritmov.

4.1 Definicia metod vnutorného bodu

Kazda tloha linedrneho programovania sa da pretransformovat na Stan-
dardny tvar primarnej tlohy a k nej sa da vytvorit dualna tloha v Standard-
nom tvare:

Primarna tloha Duaélna uloha
min ¢’x max b’y
T (4.1)
Ax=DbD A y +z=c
x>0 z > 0.

Kde c,x,z €¢ R", b,y € R™ a A je matica m x n, A;; € R. Kazdé riesenie,
ktoré vyhovuje ohrani¢eniam sa nazyva pripustné riesenie.
Mnozina:

S={x|Ax=Db,x >0}

sa nazyva mnozina primarne pripustnych rieseni. Podobne definujeme mno-
zinu dualne pripustnych bodov:

D={(y,z) | A"y +2z=c,z>0}.

29
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Bod x sa nazyva primarne pripustnym vntutornym bodom ak x € S ax > 0.
Mnozinu primérne pripustnych vnutornych bodov oznacime:

S ={x| Ax =b,x > 0}.
Podobne zadefinujeme mnozinu dualne pripustnych vnatornych rieseni:
D°={(y,z) | Ay +z=c,z > 0}.

Ak st polyédrické mnoziny S, D ohranicené, tak sa nazyvaja polytopické.
Duélna medzera je definovana ako: ¢!x — b’y a pre pripustné rieSenia plati:
c’'x —bly =z"x.

Ulohy typu (4.1) majt niektort z tychto vlastnosti:

1. S=0a D =0, teda tlohy nemaja pripustné riesenie

2. S =0 alebo D =), potom c'x — —o0 alebo b’y — oo. To znamens,
Ze jedna z uloh nemé pripustné riesenie a ucelova funkcia druhej je
neohranicena.

3. existuje konecné pripustné optimadlne rieSenie X prave vtedy, ked exis-
tuje koneéné pripustné optimélne rieSenie (y, z).

Vlastnosti (2) a (3) st dosledkom silnej vety o dualite. Pre optimalne rieSenie
tiloh (4.1) plati: z'x = 0.

Ulohy linedrneho programovania mozno riesif pomocou simplexového al-
goritmu. Simplexovy algoritmus hladd optimélne rieSenie vo vrcholoch po-
lyédrickej mnoziny pomocou presunu po hranéich tejto mnoziny. Pohyb z
jedného vcholu do druhého je zabezpeceny algoritmom vyberom pivota, tak
aby tucelova funkcia zaznamenala pokles hodnoty. Riesenia ziskané takymto
sposobom sa nachadzaju na hranici mnoziny S. Algoritmy vntutorného bodu
hladaju optimélne rieSenia vo vnitri mnoziny S ako limitu postupnosti opti-
mélnych rieSeni tloh odvodenych z (4.1). Tieto algoritmy generuji nekone¢ni
postupnost vnutornych bodov a algoritmus skond¢i, ked budeme dostatoc¢ne
blizko optimélneho riesenia. Ak tloha neméa prave jedno optimalne riesenie,
metédy vnutorného bodu urcia jedno rieSenie, ktoré ma maximalny sucin
kladnych zloziek z mnoziny optimélnych rieseni. V takomto pripade simple-
xové metddy ako riesenie urcia vrcholy mnoziny optimalnych rieseni, bazické
riesenia.

Metédy vnutorného bodu patria do triedy transformac¢nych metod kon-
vexného programovania. Transformacénou funkciou 7T'(x) : RT — R primérne;
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tlohy (4.1) linedrneho programovania nazyvame funkciu, z ktorej mozno ge-
nerovat postupnost funkcii Ty (x), k € N taku, ze:

1. Tk(x) mé minimum v X, na otvorenej mnozine S° takej, ze S° C S.

2. Postupnost minim {x;} konverguje k optimalnemu rieSeniu {x} pri-
méarnej tlohy (4.1).

Prikladom transformacnej funkcie je:

T () = "x — e S In(a,),

r=1

kde z, je r-t4 zlozka vektora x a postupnost funkcii generujeme pomnocou
postupnosti {y}. Funkciu — In z, nazyvame bariérova. Podobne definujeme
transformacni funkciu pre dualnu tlohu:

TP(y,z ) =b"y + ey In(z,).

r=1

Transformacné funkcie T}, T}P zaruéuji, Ze minimum tranformovanych tloh
bude vo vnutri mnozin pripustnych rieseni. Pomocou tychto tranformacnych
funkcii z tloh (4.1) ziskame tlohy:

min{TkP(x, w) | x € S°},
(4.2)
max{T;”(y,z, 1) | (y,2) € D°}.

Hladanie minima primarnej tlohy (4.1) pomocou postupnosti transformova-
nych tuloh (4.2) prebieha za predpokladu:

Vou>03x(p) e S T(x(p),n) =minT(z, pn), (4.3)

xese

Tx = inf ¢Tx. Nech % je optimalnym riese-
xeS°

nim primérnej tlohy (4.1). Transforma¢né metédy st zaloZzené na platnosti
nasledujtcej vety.

kedZe c'x je spojita, tak miglc
xXE

Veta 1 Ak Ty (x, j1x) md vlastnost (4.3) a {x | ¢'x < C,x € S} je ohrani-
cend pre C' € R, nech postupnost: {ug}72,, i € Ry konverguje k 0, potom:
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1. lim x(p) = x

k—o00

2. lim ¢"x(um) = f

k—oo
3. navyse ak plati f < oo, potom klim e Y In(z,) =0
—© r=1

Dokaz je uvedeny v [7]. Tato veta zarucuje konvergenciu rieSeni postupnosti
transformovanych tloh k optimalnemu rieSeniu povodnej tlohy (4.2).

4.2 RieSenie transformovanych uloh
Pomocou logaritmickej bariérovej funkcie transformujeme (4.1) na tlohy:

P, : D

min ¢’x — . > In(z,) max bTy + u > In(z,)
r=1 r=1
Ax=b Aly+z=c
x>0 z > 0.
(4.4)

Na najdenie optimalneho riesenia oboch tloh pouzijeme Lagrangeho funkcie:

o

LP(X7y7 Mk) =c'x— Hk Z ln(l}«) - yT(b o AX)7
p=1 (4.5)
Lp(x,y,2, 1) =Ty — . > In(z,) — x'(ATy +z — c).
r=1
Definujme vektor e = (1,...,1)T € R" a matice X,Z, kde X = diag(x)
a Z = diag(z). Pomocou derivovania ziskame podmienky prvého radu pre
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extrémy Lagrangovych funkcii:

L
OLp _ 0=c—mX'te— ATy,
0x
OLr _g_p_ Ax,
dy
L
%zOzATijz—c, (4.6)
L
Lo _ 1, - Ax,
dy
OLp
——= =0=pu,Z 'e.
By Mk e
oL
Substitiiciou za ¢ pomocou ATy +z v 8—XP :
L
aa—P =0=z+ATy — X 'e— ATy =z — u,X"'e = XZe = 1e,
X

ziskame ekvivaletni stustavu rovnic, ktoré urcuji nutné podmienky pre ex-
trém:

XZe = ure podmienka komplementarity

Ax=Db primmaérna pripustnost (4.7)

ATy 4+ z = c duélna pripustnost .
Kedze py, je fixované v kazdej iterdcii, mozeme systém riesit a tieto rieSenia
budu zavislé od hodnoty . Teraz mozeme zadefinovat centralnu trajektoriu
ako mnozinu:

A(p) = {(x(n), y(1), 2(1)) : @2 = p, Ax =b, ATy +z=¢,1 <r <n},

kde 1 > 0. Body centralnej trajektdrie st ”centrované” vzhladom na pri-
méarnu a dudlnu hranicu. Ani jeden z z,, z, nemdze byt blizko hranice, kde
z, =0,z =0.

4.3 Primarne—dualne metédy vnatorného bodu

Primarne-dualny algorimtmus na rieSenie uloh (4.1) v kazdej iteracii do-
drzuje primérnu aj duélnu pripustnost, pri¢om sa snazi minimalizovat velkost
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duélnej medzery. Vysledkom kazdej iteracie je riesenie primarnej a dudlnej
tlohy. I ked to vyzera, Ze naro¢nost tohto algorimtmu je velkd, vypoctova na-
ro¢nost je mensSia ako keby sme rie§ili primarnu a duélnu tlohu samostatne.
Optiméalne rieSenie x(u;) sa nazyva centrované a mnozina takychto bodov
pre rézne ji, sa nazyva centralna trajektoria. Primarne—dualny algoritmus,
ktory pouzijeme patri do skupiny tzv. "path following” algoritmov, pretoze
rieSenie kazdej iteracie lezi na centralnej trajektorii.
Zakladna algoritmicka schéma primarne—dualneho algroritmu:

1. k=0, g =po >0
2. Néajdenie x(u), ze T(Xk, p) = min{7T'(x, ) | x}

3. Vytvorenie py11 = apg, o < 1, k =k + 1. Opakovanie 2) a 3) az kym
ur — 0. Co v praxi znamena, a7z kym p; < e. Kde € je nami zvolena
konstanta.

Budeme sa venovat druhému kroku algoritmickej schémy. Predpokladajme,
Ze matica A mé hodnost rovnii m a pozname nejaké pripustné rieSenia prob-
lémov P, ., D,,,,. Takéto x,y,z modzeme ziskat z predchadzajiicej iteracie.
Ozna¢me x° = x;,y° = yi, 2° = z;. Na ziskanie rieSenia, ktoré bude spliiat
aj podmienku komplementarity pre ux1; pouzijeme Newtonovu iteracni me-
todu. Smery postupu budu uréené vektormi dx, dy, dz. Smery skonstruované
Newtonovou itera¢nou metddou urcuju linedrnu aproximéaciu centralnej tra-
jektorie. Nové riesenia:

xT =x0 +dx

yH =y’ +dy (4.8)

zH =2% + dz

musia tiez spliiaf podmienky primarnej a duélnej pripustnosti. Dosadenim
(4.8) do (4.7) a zanedbanim stcinu dx”dz ziskame nasledovni stistavu line-
arnych rovnic s neznadmymi dx, dy, dz:

Z 0 X dx ure — XZe
A 0 O dy | = 0 (4.9)
0 AT 1, dz 0

Pri odvodeni tejto ststavy sme pouzili pripustné riesenia. V nami pouzi-
tom algoritme vynechame tento predpoklad. To sposobi, Ze budeme musiet
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pridat dalSie podmienky pre chyby pripustnosti. RieSenim systému rovnic
(4.9) ziskame rieSenia v tvare:

dy = —(AZ7'XAT)TAZ (upe — XZe)

dz = —A'dy (4.10)
dx = Z7 ' (ue — XZe) — Z7'Xdz

Aby rieSenie dosiahnuté v tejto iteracii spliialo podmienky x > 0, z > 0,
zavedieme dalSie parametre. Parametre ap, ap, uréuji maximalny pripustny
krok v danom smere. Definujeme ich :

Ty

ap:max{ :depkr<0,1§r§n},

Lhr (4.11)

ap = max Zhr 1V dz,, <0, 1§r§n}.
Zkr

Keby sme na tvorbu nového riesenia pouzili vektory apdx, apdy, apdz, nové
rieSenie bude sice pripustné, ale nebude vnitornym bodom mnoziny pripust-
nych rieSeni. Preto zavedieme parameter p, 0 < p < 1, ktorym redukujeme
maximalny pripustny krok.

Takyto pripustny primarne—duélny algoritmus mozeme zhrntf do nasledov-
nej schémy:

1. k:=0, majme pripustné riesenie (x°,y?, z°)
2. urcenie fiy

urcenie smerov dx, dy, dz z (4.10)

- W

najdenie parametrov ap, ap maximalneho pripustného kroku
5. vytvorenie riesenia k—tej iteracie:

Xpt1 = Xg + papdx
Yit1 = Yi + papdy (4.12)
Ziy1 = Z + paDdz

6. Ak st splnené kritéria konca itera¢ného procesu tak koniec, ina¢ k=k+1

a GOTO 2

Moznosti tvorby roznych typov primarne-dualnych algoritmov méam dava
tvorba roznych kritérii presnosti, tvorba postupnosti centrovacich parametrov
1 a volba paramtra p.
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4.4 Mehrotrov predictor-corrector algoritmus

V predchédzajtcej Casti sme odvodili zdkladna algoritmickt schému primarne—
dudlneho algoritmu. Nevyhodou uvedeného algoritmu je nutnost ziskat as-
pon jedno pripustné riesenie tloh (4.1). Mehrotrov algoritmus odstranil pod-
mienku pripustného riesenia, preto patri do triedy ”nepripustnych” primarne—
dudlnych algoritmov (infeasible primal-dual).

Zadefinujeme vektory chyb (error vectors) £&* € R™, &% € RP:

5‘]’? = AXk - b7
& =ATy, +z,—c.

Oznaéme Z; 'X; ako Dy, kde Z; = diag(z;) a X, = diag(x;,) st kladné

. , . . . Ly
diagonalne matice rozmeru n x n. Matica D, = diag [ —,1 < r < n | sa na-
Zr
zyva primarne—dudalna Skalovacia matica. Pridame predpoklad pre centralnu

trajektoriu:
vﬂk>O:A(/~Lk)7£®-

Z centrélnej trajektérie odvodime pojem primarne—dudlnej ( nepripustnej )
trajektorie. Definujme primarne—dudlnu trajektériu ako mnozinu:

X(p)z(p) = pXpzy,
Ax(p) =b + pgy
ATy(p) +2(p) = c + pé;

D(p, &, &) =  (x(1), y(1)z (1)) )
x(p) >0, z(p) >0

Trajektoria zacina v bode, kde plati x > 0,z > 0 a smeruje k optimalnemu
rieSeniu tloh (4.1). Algoritmus pouziva na uréenie smeru prva a druht de-
rivaciu. Pomocou tychto derivacii skonstrujeme Taylorov polyném druhého
stupna, ktorym aproximujeme primarne—dualnu trajektériu. Algoritmus ob-
sahuje test na primeranost redukcie hodnoty tcelovej funkcie. Tento test je
vykonany pomocou funkcie (4.28), ktora ohodnocuje polohu bodu voéi hra-
nici mnoziny pripustnych rieSeni. Vlastnostou tejto funkcie je, ze v kazdej
iteracii moze byt redukovand konstantnym pomerom, za podmienky existen-
cie pripustného rieSenia. Tto vlasntnost vyuzijeme pri konstrukcii podmie-
nok pre skoncenie iteracného procesu. Sledovanim postupnosti hodnét tejto
funkcie mozeme identifikovat pripad, ked tloha (4.1) nema pripustné rieSenia.

Najprv uvedieme schému algoritmu, jednotlivé kroky algoritmu vzapiti
vysvetlime a zdovodnime.. Algoritmus mé dve hlavné casti: urcenie Starto-
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vacieho bodu a samotny iterac¢ny cyklus.
Algoritmicka schéma Mehrotrovho algoritmu:

Start Konstrukcia $tartovacieho bodu (xg, yo, zo) takého, ze xo > 0, zg > 0,
parametra po a nastavenie pocitadla k =0
Cyklus Pokial nie st splnené podmienky skoncenia algoritmu opakuj:

(a) Inicializacia vektorov chyb a skdlovacej matice:

gi = AXk - b7
£ = ATy, + 7 —c
Dy = (Zy)'X,,

(b) Vypocet prvej derivacie primarne-dudlnej trajektorie

d'y = (AD,AT) (b — AD.£Y)
d'z = & — ATd'y
d'x = x;, — Dyd'z

(c) Urcenie centrovacieho parametra g,

(d) Vypocet druhej derivacie primérne—duélnej trajektdérie pomocou
pomocného vektora v:

v, = =2 ((d*x),.(d*z), — ux)/(z1)r, 7 =1,2,....1n
d*y = (ADAT)'Av

d*z = ATd*y

d’x = v — Dyd%z

(e) Urcenie parametrov «,,a, maximalneho pripustného kroku po-
zdl7 krivky uréenej pomocou Taylorovho polynému druhého stupiia
(4.22)

(f) Vypocet pripustnych smerov:
dz = a,d'z — %aﬁdzz

dy = azdly - %a22d2y

dx = opd'x — o2 d*x

(g) Vypocet skalovacich parametrov: p,, p..
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(h) Konstrukcia testovacieho bodu (x*,y*, z*):

X" = Xy — pLdx

Y =yr— p.dy
z* =7 — p.dz

(i) Test bodu (x*,y*,z*), ¢ zarucuje prijatelny postup pri hladani
rieSenia. Ak ano, tak :

Xpr1 = X
%

Y41 =Y

Zpi1 = Z*v

zvySenie pocitadla k = k 4+ 1. Ak nie, tak sa pouzije nejaky ”iny”
sposob vypoctu bodu (x*,y*, z").

Algoritmické schéma Mehrotrovho ”predictor—corrector” algoritmu je odvo-
dena zo vSeobecnej schémy primarne—dualneho algorimtu vnitornych bodov.
KedzZe tento algoritmus patri do triedy nepripustnych algoritmov obsahuje
niekolko zmien, ktorym sa budeme venovat podrobnejsie. Teraz sa budeme
podrobnejsie venovat jednotlivym krokom alogorimtu:

Konstrukcia startovacieho bodu
Najprv ur¢ime vektory :

7 = (AAT)'Ac, z=c— ATy, k= AT(AAT)"'b (4.13)

a skalare
9, = max{—1.5 1I<Ili£1 {z,},0} >0,

), = max{—1.5 1212n{zr}, 0} >0.

Z tohto urdéime:

(x+0,1)T(z+4.1)
2 (Z + 02

(x+6,1)7(z +0.1)
>y (Fr + 0r)

8, =0, +0.5

> 0,

5.=06.+05



KAPITOLA 4. METODY VNUTORNEHO BODU 39

Zostrojime startovacie body:

Yo=Y
20 =7+ 0.1 (4.14)
Xp = X + (Sx]_

Z uvedeného postupu vyplyva, ze ak plati 6, = 0, o, = 0 tak body y, z, X
st pripustnym riesenim tlohy (4.1). Ak navyse plati X7z = 0 tak tieto body
st optimalnym rieSenim problému, ina¢ plati X7z > 0 a to znamena, Ze

5, >0, 0, > 0. Z konstrukcie vyplyva, ze: zg = Z+0,1 >0, xg = X+0,1 > 0.
Uvazujme este pripad 0, > 0, §, = 0. Aby platilo J, = 0 musi platif z, = 0
pre kazdé r, 1 <r < n, teda z (4.13) vyplyva: b = 0. Teda tloha sa redukuje
na najdenie pripustného rieSenia dualnej illohy. Analogicky ak 6, = 0, 6, > 0.

Vyhodou takéhoto postupu je invariantnost bodov yq, zg, X voc¢i né-
sobeniu matice ohraniceni A a vektorov b, c nenulovym skalarom. Rozne
Startovacie body mozno Skonstruovat zmenou konstant ”1.5” a 70.5”, 71.5”
modZeme nahradit lubovolnou konstantou vic¢sou ako 1 a 70.5” mozme nahra-
dif Tubovolnou kladnou konstantou.

Teraz sa budeme podrobne venovaf jednotlivym krokom cyklu s pod-
mienkou na zaciatku. Tieto podmienky okrem testovania presnosti riesenia
obsahuju aj kontrolu maximéalneho poctu iteracii, ¢o zarucuje konecnost al-
goritmu.

(a) Inicializacia vektorov chyb a Skalovacej mnatice
Kedze algoritmus pracuje s nepripustnymi bodmi, musime v kazdej iteracii
urcit vektory chyb. Matica D, sa nazyva Skdlovacia matica, jej uréenie mam
znizi pocet nasobenim matic v kazdej iteracii.

(b) Vypocet prvej derivacie
Skiimajme pre x; > 0,2z, > 0 a y; nasledujtci parametricky systém zavisly
od parametra g, 0 < pu:

X(p)z(pn) = pXpzy,
Ax(p) =b + pgy
ATy(p) +2(p) = ¢ + p;
X(p) =2 0, z(p) =0

(4.15)

Nech w(u) = (x(u),y(u),z(p)) je rieSenim (4.15) pre dané p. Pre rieSenie
w(u) plati veta:

Veta 2 Ak systém (4.15) ma rieSenie w(u) pre u = 0, potom md rieSenie
pre kazdé p € [0,1]. Toto riesenie je jednoznacné pre kazdé p € (0,1].
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Dokaz je uvedeny v [§]
Derivacia Ow(u)/Op trajektérie w(u) je uréend ako rieSenie derivovaného
systému (4.15) :

e R
ox(p) .
AT =€ (4.16)

A0y () N Oz(p) ..

op o
Riesenim (4.16) pre p =1 je:
dy(1 _ .
DU~ (ADA) (b - ADE]).
ol o
0x(1) C Daz(l)
ol o
V dalsom budeme oznacovat oy(1) = d'y, 92(1) = d'z, ox(1) = d'x. Krok
ol ol ol
uréeny pomocou tychto smerov sa nazyva afine—skalovaci krok (affine—scaling

step).
(c) Urcenie centrovacieho parametra g,

V kroku (b) sme skonstruovali smer vychadzajuici z bodu (X, yx, z;) za Gce-
lom aproximdcie smeru idticeho k optiméalnemu rieSeniu. Rychlost konver-
gencie k optimalnemu rieseniu zavisi od toho ako dobre Taylorov polyném
nizkeho stupna aproximuje trajektoriu idicu do optimélneho riesenia. Tejto
snahe podriadime volbu parametra u a zaroven v tomto kroku urobime od-
had €%, €% pre parametre €,, €,. Na to pouzijeme tento heuristicky postup:

1.
= argmin { B @50, > 0} e =i { e 1)

(d'x), (d'x),,
L, = argmin { ((dzl’fz))’”r | (d*z), > 0} , ¢, =min { (Slkz))li , 1}
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2. mdg = (x;, — €4d*'x)" (z), — €3,d"z)
xrzy (mdg\"
n \xlz

(d'x)"D~!(d'x) + (d'z)"D(d'z)

ngk

4. ef =

5. Ak ef > 1.1 = py, = p/ min{ey, €4}
Parameter v € N sa zvycajne voli rovny 1. Vacsie hodnoty uz nemaju taky

vyrazny vplyv na zniZenie poctu iteracii. Pomer ;’%‘ig je indikdrom dobrej
k

aproximacie primarne—dualnej trajektorie. Ak je blizkko 1, znamena to, ze
lokalna aproximaécia nie je dobra, naopak ak je blizko 0 tak tato aproximacia
je dobra.

(d) Vypocet druhej derivacie primarne—dualnej trajektorie
Derivovanim systému (4.16) ziskame druht derivaciu systému (4.15):

Ox(w)r (@) | ,0Cx(1))r O(2(1))r | O (x(1))r Oa(p)r _ 0.

ou ou? ou o ou? ou
r=12...,n,
0*x(p)
A =0
op? ’

Py(p) | Pz(p)
A 5t o —0.

(4.18)
Polozme: ox(1) oa(1)
x Z
L= -2 r=1,2...
! ( I ) ( Oy ) ' !
Potom pre p =1 je rieSenie ststavy (4.18) mé tvar:
Py(1) L ATV-1 A 7
T —(AX,Z; 'AT)TAZ; M,
2 2
ou? ou?
9?z(1) o 1o 0%z(1
o Z, u—7Z,X; R
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Oznacenim Z,;le = D;, a centrovanim u pomocou py ziskame:

(%) (59) ) s

a potom (4.18) mozeme transformovat na tvar:

*y (1) _

G = ~(ADAT) A,

z(1) 0%y (1)
= 4.20

9%z(1) 9?z(1)

8,LL2 =V — Dk 8,LL2 .
2y (1 2z (1 2x(1

V dalsom budeme oznacovat oy(l) = d?y, 9°z(1) = d?z, o°x(1) = d’x.

ou? ou? o

Krok (d*x, d*y, d?z) sa naz§va centrujuci krok (corrector-centering step). De-
rivacie w(p) vyssieho rddu ziskame postupnym derivovanim systému (4.16)
a jeho derivacii. Bod w(1 —¢€), 0 < € < 1, mdzeme aproximovat Taylorovym
polynémom j—tého radu:

T (—e) dw(1
=) M( ), (4.21)

W(l—e,j):w(l)—i-z G

r=1

T

Mehrotrov algoritmus pouziva Taylorov polyném stupna 2. Prva derivaciu
uréime v cykle v kroku (b) a druht v kroku (d). Volbou dlzky kroku ¢ mo-
Zeme ovplyvnit vykonnost celého algorimtu. My budeme volit €, tak aby sa
zachovala pripustnot rieseni, preto budeme mat dva parametre ¢, €, jeden
pre primarnu a druhy pre dualnu tlohu.

(e) Urcenie parametrov maximalne pripustného kroku
Zostrojime aproximac¢né polynémy druhého radu:

x(€%) = x5, — €"d'x + (€°)%d?x,

z(6?) =z — €°d'z + (¢*)*d’z. (4.22)

Riesenim kvadratickych rovnic x(¢”) = 0, z(€*) = 0 ndjdeme o®, o* také,
ze:

a® = max{0 < e <1, x(€)je pripustné},

o = max{0 < e <1, z(¢)je pripustné}.
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(f) Konstrukcia pripustnych smerov
Pomocou smerov ziskanych prvou derivaciou d'x, d'y,d'z a druhou deriva-
ciou d*x, d*y, d*z a parametrov a,, o.. Uréime pripustné smery:
dx = a,d'x — 3(a,)?d*x
dy = c.d'y — 3(a.)?d?y (4.23)
dz = a.d'z — §(a.)*d’z
(g) Vypocet skalovacich parametrov dlzky kroku
Tieto koeficienty sa zvycajne volia rovné 0.95 alebo 0.995. V praxi sa ukazalo
vyhodnejsie menif tieto koeficienty pocas iteraéného procesu. Na ich urcenie
pouzijeme nasledovny postup:

1. Uréime pomocné premenné:

l, = argmin

[, = argmin

—A—
=%
N
[ —
= =
—
QU
"
S—
3
V
o

2. Urcenie parametrov p,, p,:

dx),, nv (X )1, —
po = { g (oo — = ST )

Parametrom 0 < v, < 1 sa zaistujeme voc¢i pouzitiu velmi maljch alebo
" zéapornych” smerov. Koeficient dlzky kroku sa v priméarnom priestore vybera
tak, aby premennd (x);, a jej zodpovedajica dudlna premennd mali saéin
priblizne rovnaky ako keby boli na centralnej trajektorii, kde hodnota dualnej
medzery je rovnd (x —dx)?(z—dz)/(nv,), v, > 1. Prakticky sa voli hodnota
v, = 1/(1 —v,). V [8] je uvedené, zZe pocet iteracii je relativne necitlivy na
zmeny parametrov v, V.
(h) Konstrukcia testovacieho bodu (x*,y*,z*):

*

X' = Xp — pedx

*

Y =Yyr — pdy
z" =12z — p,dz
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(i) Test bodov na primerana redukciu Gcelovej funkcie
Rozne smery mozeme skonstruovat pomocou volby stupiia Taylorovho poly-
nému (4.21). Pomocou réznych smerov mdzeme ur¢it rozne body (x*,y*, z*).
Tieto body zabezpecuju redukcie tcelovej funkcie a velkosti vektorov chyb
o rozne hodnoty. Preto zadefinujeme funkciu, ktorou budeme merat velkost
redukcie ucelovej funkcie a vektorov chyb. Na zaklade hodnoty tejto fun-
kcie sa rozhodneme, ¢i ziskany bod zabezpecuje dostatocny postup pri hla-
dani optimélneho rieSenia. Tto hodnotu budeme porovnavat s hodnotami v
predchadzajicich iteraciach, ¢o ndm umozni sledovaf itera¢ny proces. Spe-
cidlnou vlasnostou, ktortt budeme od funkcie pozadovat je, Ze jej hodnota sa
da v kazdej iteracii konstantne redukovat faktorom mensim ako jedna. Ak
hodnota vhodnostnej funkcie novych funkénych bodoch nie je redukovana
s takymto faktorom oproti predchadzajicej iteracii, pouzijeme ini metédu
vyberu novych bodov, napriklad zvysenie stupna aproximacného polynému,
alebo pouzijeme metédu podmienenych konjugovanych gradientov na riese-
nie systému (4.16). Neexistencia bodov, ktoré takto redukuji vhodnostni
funkciu, moze poslizit na zistenie, ¢i tlohy maji pripustné rieSenie. Téato
Cast sa v niektorych varidciach algoritmu vynechdva vymenou za rychlejsie
generovanie iteracii.
Nech x¢ > 0,y0, 29 > 0 st dané body a vektory chyb su:

&5 = Axy—b, & = Aly,+zy—c. Riesenie systému tloh (4.1) je ekvivalentné
rieSeniu tlohy:

min A

)<7y7z7A

Ax — & =b

ATy +z - )¢ =c (4.24)

c'x —bly + A(bTyy —cTxy =0
x>0,z2>0,A>0

Pripustnym vnatornym rieSenim takéhoto systému je (xq,yo, Zo, 1). Nech W
je matica, ktorej stipce st bazou nulového priestoru matice A. Nésobme
maticou [AT : W|T druht a tretiu podmienku v tlohe (4.24) a vyjadrime
vektor y ako :

y = (AAT) "' (Ac— Az + M\AE)).
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Ziskame tak ekvivalentt ulohu k tlohe (4.24):

min A

)c7y7z7A

Ax— M2 =D

W7z — \WT¢2 = WTe (4.25)

c"x —bT(AAT) Y (Az + \&) = bT(AAT)TAc
x>0,z>0,\>0,

kde
€ = (bTyy — c'xo — bT(AAT)LAE).

Uvazujme vhodnostna funkciu definovant ako:

F(x,z,\) =pln\ — Zlnxrzr, (4.26)

r=1

kde p = 2n + v/2n + 1. V [8] je dokazané, Ze hodnota tejto funkcie moze
byt v kazdom pripustnom rieseni (4.25) redukovana koeficientom 0.25.
Oznacme &, = (b — Axi)T, (c — z)TW, (bT(AAT)1A(c — z;,) — cT'x;))T.
Pre Xk, Yk, Zk, Ak & Xp41, Yi+1, Zk+1, Me+1 Pripustné rieSenia (4.25) plati:

(Xpt1)r (Zrg1)r _

(Xk)r(zk)r

A n
F(Xps1, Zis1, Mev1) — F(Xp, g, A) = pln % — Y In
r=1

k
_ 1Q€k ]l & (Kkt1)r(Zhs1)r
=/ Teel T A @),

(4.27)
pre nejaki reguldrnu maticu Q rozmeru (n+1) x (n+1). Délezitou vlastnostou
je, ze funkcia tvaru:

G<X7 z, Qvﬁk) = pln ||Q£k|| - ZlnxT’ZT

r=1

mé tiez vlastnost, ze moze byt konsStantne redukovana faktorom 0.25 v kazdej
iteracii. Ak je splnend podmienka konstantnej redukcie funkénej hodnoty v
kazdej iteracii, tak toto zarucuje ohrani¢enost > Inz,z.. Ak nedokdzeme

r=1
redukovat funk¢éni hodnotu tak primarna alebo dudlna tiloha nema4 riesenie.

Nemoznost takejto redukcie spozorujeme ako prudky narast hodnoty funkcie
(4.27) pocas vykonavania itera¢ného cyklu.
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Mehrotrov algoritmus pouziva vhodnostna funkciu:
G(x,2,8) = pln €] = > w2, (4.28)
r=1

kde vektor & = (1, &"7, k. &7, €M7, a kde Ky, k. st konStanty uréené ako:
ke = 100 * ax {(20),}, k. =100 % ax {(x0):}-

4.5 Pouzity algorimtus

N&§ program riesSiaci tlohy linedrneho programovania suvisiace s DEA—
modelmi je zalozeny na procedirach z Optimization Technology Center v Ar-
gonne National Laboratory a Northwestern University. Tento balik procedur,
z ktorého sa d4 zostavit funkény program na rieSenie tiloh linedrneho progra-
movania sa nazyva "PCx linear solver” [11]. Najvicsia ¢ast zdrojového kédu
je napisana v jazyku C. Cast kédu zaoberajica sa riesenim riedkych ststav li-
nearnych rovnic pomocou Choleského algoritmu je naprogramovana Esmond
G. Ng a Barry W. Peytonom v jazyku Fortran 77. Procediry st naprogra-
ich pouzitim (pri dodrzani Struktiary dat predédvanych medzi procedirami).
Oproti klasickému Mehrotrovmu predictor—corrector algoritmu (8], ktory sme
uviedli v (4.4), obsahuje implementovany algoritmus niekolko zmien, ktoré
strucne opiseme.

4.5.1 Presolver

Zékladnou poziadavkou primarne-duélneho algoritmu je aby matica A
mala plnt hodnost. Na zabezpecenie tejto poziadavky pouZijeme procedury
sihrnne oznacené ako ”presolver”. Presolver to zabezpeci vylucovanim li-
nearne zavislych riadkov a eliminaciou jednoznacne urcenych premennych.
Tieto Gpravy znizuju rozmer matice ohraniceni, preto st vhodné aj pri pou-
ziti simplexového algoritmu. Procedtra vykonava nasledovné upravy matice:
Nepripustnost. Kontrola, & nulovému riadku v matici A zodpovedd nu-
lova zlozka vo vektore pravej strany a riadku kde sa vysktytuju len zaporné
koeficienty zodpoveda zaporny koeficient vo vektore b.

Nulovy riadok. Vynechanim nulového riadku, ktorému zodpoveda nulovy
koefiecient na pravej strane sa moZe vynechat a tym znizit rozmer.
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Rovnaké riadky. Ak v matici si dva riadky, z ktorych je jeden len nenulo-
vym nasobkom druhého mozeme jeden z nich vynechat.

Rovnaké stlpce. Ak jeden stipec je nasobkom iného, jeden z nich mézeme
vylucit. Typ ohranidenia takto ziskanej premennej sa urci podla typu ohra-
niceni pévodnych premennych.

Fixovana premenna. Ak horné aj dolné ohranicenie premennej st rovnaké,
takto premennt moézeme vylucit a jej hodnotu uréime z ohraniceni.
Urcena premenna. Ak riadok matice obsahuje jedini nenulovii hodnotu,
prement mozno urc¢it a vyradit z tlohy.

Presolver cyklicky prebieha cez zadani maticu ohraniceni a snazi sa vyko-
nat niektoru s tprav. Presolver skonéi svoju ¢innost ak prejde celi maticu a
nevykona ziadnu tpravu matice. Celkova tiprava je vyrazne menej vypoctovo
narocné ako jedna iteracia algoritmu vnitorného bodu. Program obsahuje
moznost nepouzitia presolveru.

4.5.2 Skalovanie matice ohraniceni

Dolezitou ¢astou algoritmu st vypocty inverznych matic k maticiam AD, AT,
ktoré sa pocitaju v kazdej iteracii algoritmu. Pomocou skélovania prvkov ma-
tice A sa d4 znizit ¢islo podmienenosti matice AD,AT a tym zlepsit nume-
rické vlastnosti algoritmu. Skélovanie prvkov matice A sa realizuje technikou
Curtisa a Reida. Téato technika mé za tilohu minimalizovat odchylky nenulo-
vych prvkov matice A od 1. Vo vSeobecnosti Skdlovanie vylepsi efektivnost
algorimtu, ale st pripady, pre ktoré to neplati, preto je mozné tuto tpravu

vynechaf. Odchylky st merané hodnotou funkcie > log®|A;;|. Technika
Ai; 20

najde koeficienty p;, i« = 1,2,...,m pre riadky a &, j = 1,2,...,n pre

stipce matice, ktorymi sa preskalujt prvky matice. Nova matica bude maf

prvky A;;/(pi&;). Vektory koeficientov p, & sa uréia tak, aby sa minimalizo-

vala hodnota funkcie

157

pi€

p(p, &) =Y log®

Aij#0

Na urcenie koeficientov skdlovania sa pouzije metéda konjugovanych gradien-
tov, ktora déva prijatelnt presnost uz po niekolkych iteraciach.
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4.5.3 Podmienky skoncenia algoritmu

Algoritmus moze skond¢it v jednom zo Styroch stavov:
1. Optimélne riesenie bolo dosiahnuté s vopred pozadovanou presnostou.
2. Identifikacia neexistencie pripustného riesenia.

3. Neurcity stav, t.j. stav, ktory vopred identifikuje ukoncenie algoritmu
dosiahnutim maximalneho poctu iteracii.

4. Dosiahnutie maximélneho poctu iteracii, bez toho aby nastal niektori
z predchadzajucich stavov.

Optimalne rieSenie. Algoritmus ukonc¢ime v stave optimélneho rieSenia ak
su splnené tieto tri podmienky:

€5l .
m < prifeastol, (4.29)
1€l
< dual feastol, (4.30)
1+ el

|cTx, — blyy|
14 |CTXk|

< opttol, (4.31)

kde prifeastol, dualfeastol su tolerancie primarnej a dualnej pripustnosti a
opttol je tolerancia rozdielu tcelovych funkcii priméarnej a duélnej tlohy.
Tieto hodnoty st nastavené na hodnotu 1078, ¢o sa d4 samozrejme zmenit.
Tento stav je vo vystupe programu oznaceny ako ”optimal”.

Pre stavy (2),(3)a (4) sa vyhodnocuje funkcia:

1€kl €5l [c"xx — bTyy|
max {1, ||b[|} = max{1,[[c|[} = max{1,|Jbl], HC(!L};)

¢(Xk7 Yk 2k, €£7 52) =

ktori pouzijeme namiesto vhodnostnej funkcie (4.27), ale tato funkcia nem4
vlastnost redukcie konstantnym koeficientom za predpokladu existencie opti-
maélneho rieSenia. Vlastnostou tejto funkcie je, Ze pre optimalne rieSenie tilohy
(4.1) je jej hodnota rovna 0. Pocas itera¢ného procesu vytvarame pole ¢, kto-
rého k—ty prvok je definovany:

¢lk] = min k¢(xk7§’lmzk7£i762)'

r=1,2,...,
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Teda v poli ¢ uchovavame histériu najmensich dosiahnutych hodnot funkcie
O(Xp, Y, 2k, &5, €7), ktoré sa dosiahli pocas iteratného procesu.
Nepripustné riesenie. Tento stav mé vo vystupe oznacenie ”infeasible” a
nastdva ak aspon jedna z tloh (4.1) nemd pripustné rieSenie, potom ho-
vorime o nepripustnom rieseni primarne-dudlneho problému. Takéto rie-
Senie sa celkom spolahlivo d& uréit z prudkého néarastu hodnoty funkcie
O(Xk, Yk, 2k, &5, €4) pocas iteratného procesu. Algoritmus ukonéime v stave
nepripustného riesenia v k—tej iteracii, ak test na optimélne riesenie bol ne-
uspesny a plati:

¢(Xk7 Yk, 2k, Ei? £Z) > max{lO_S, 1O5¢[k]}

Neurcity vysledok. Ak predchadzajuce testy nedokazu nerozhodnif o opti-
malite a nepripustnosti, moze nastat pripad, Ze itera¢ny proces konverguje
velmi pomaly. Ak plati, Ze ¢[k—30] > %gb[k], k > 30, tak iterac¢ny proces kon-
verguje pomaly. Testovat zac¢iname az po vykonani tridsiatich iteracii, pretoze
spociatku moze funkcia ¢(xy, y, 2k, €4, &;) aj oscilovat. V tomto stave skon-
¢ime aj vtedy, ak zmenSovanie hodnoty p vyraznejSie neovplyvije velkost
vektorov chyb. Tento stav nastane, ak je splnen& podmienka

max{|[| &, 1€}/ pr 6
10

a zaroven nie je splnend aspon jedna z podmienok (4.30) a (4.29). Tento stav
oznacime kédom ”unknown”.
Maximalny pocet iteracii. Tento stav nastane ak prekro¢ime maximalny
pocet iteracii a oznac¢ime ho kédom ”suboptimal”. Maximalny pocet iteracii
je nastaveny na hodnotu 100.

4.5.4 Maticové operacie

Najviac ¢asu pri uréeni novej iteracie zaberie viypoc¢et matice M = ADAT
a k nej inverznej matice. Matica A problému obéalky je v nasom pripade DEA-
modelov, zloZené z niekolkych blokov. Pre vstupne orientovany BCC—model
mé tato matica podmienok rozmer (m +p+1) x (n+ 14 p+m) a vyzerd
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takto:
—T1; ... —Tpj [L’lj 0 0 -1 ... -1
~Tpmj - —Tpn Tmy 0 ... 0 =1 ... -1
Ypj - Ypn o -1 ... -1 0 ... O
1 1 0 0o ... 0 0o ... 0

Niektoré z tychto blokov st riedke matice. Na ulahéenie vypoc¢tu pouZi-
jeme metédu Choleského rozkladu. Vysledkom je urcenie rozkladu v tvare
P(ADAT)PT = LL”, kde P je permuta¢né matica zavisla od Struktiry roz-
kladanej matice M a L je dolna trojuholnikova matica. Kedze struktira ne-
nulovych prvkov matice M sa nemeni, tak sa nemeni ani matica P, preto staci
ur¢it maticu P préve raz, a to hned pri vypocte Startovacieho bodu. V kazdej
primarne—duélnej iteracii sa Choleského rozklad numericky vyjadri prave raz
a potom sa pouzije pri vypocte afine-Skalovacieho a opravne—centrovacieho
kroku v bodoch (b) a (d) itera¢ného cyklu. Ozna¢me podmaticu zostévajtca
po (i-1) krokoch Choleského rozkladu ako M~Y. Prvok Mg_l) je oznacny

ako prili§ maly ak M\ < 1030 max M2, Ticto prili§ malé prvky st na-
<r<m

hradené ¢islom 10'28. Toto sposobi, ze prvky mimo diagonaly v i-tom stlpci
matice L Choleského rozkladu budi velmi malé, oproti hodnotdm na dia-
gonéle. Dosledkom tohto bude i—ta zlozka vektora, ktory je rieSenim, velmi
mala.

Ak matica A obsahuje stipce, ktoré nie st riedke, vysledkom ADAT
moze byt hustd matica. V tomto pripade maticu A rozlozime na "riedke”
a "husté” komponenty podla stlpcov. Riedke stipce ozna¢ime Ap a husté
Ay. Teda A = [Ag : Ayl Inverzni maticu k matici [Ar : Ay| budeme
vyjadrovat pomocou Woodburyho formule pre inverzné matice. Rozlozenie
na riedku a hustt cast vykondme pri vypocte Startovacieho bodu. Maticu
D moZno rozdelit na zodpovedajice matice Dy, Dpy. Za Gcelom uréenia
"hustoty stipcov” zostrojime pole, ktorého prvky budi vyjadrovat pocet ne-
nulov§ch prvkov v stlpci. Potom pole usporiadame zostupne. Zameriame sa
na stlpce, ktoré majt pomer nenulovych prvkov k celkovému poétu prvkov
7. Kde 7 =1 pre m < 500, 7 = 0.1 pre 500 < m < 2000 a 7 = 0.05 pre
2000 < m. Najdeme stipec, ktory mé tento pomer mensi a stipce, ktoré st
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v takto usporiadanom poli pred nim, budeme povazovat za husté. Z tohto
dostaneme:

M = ADA” = ARDrAL + AyDyAL, = Mp + AyDyAL,  (4.34)

kde M, je riedka matica. Pouzitim Woodburyho formule pre inverzné matice
na (4.34) dostaneme:

Mg + AgDy AL = My — (MR A)[D + ALMR A P A MG
(4.35)
Pouzitim Choleského rozkladu na maticu My, ziskame: PrMgP% = LiLEL.
Na zéklade tohto rozkladu méZeme pisat:

M™! = [ADAT]"1 =
= PLL;"
(I -L;'PrAy[D; + ALPTLY L 'PrA, P ALPTL Y
L;'Pp.
(4.36)

Vypoctovo najnarocnejsi je vypocet matice L_,}lP rAg. Ak pri vypocte sme-
rov v bode (b) itera¢ného cyklu nenastane zmensenie velkosti primarneho
vektora chyb aspon o hodnotu prifeastol (presnost primarneho riesenia) a v
Choleského rozklade sme nenahradzovali ziadne malé prvky, aktivujeme me-
tédu podmienenych konjugovanych gradientov (PCG (preconditioned conju-
gate gradient)) na zlepSenie presnosti rieseni systému (4.16). Ako Startovaci
bod pouZijeme riesenia ziskané pomocou Choleského rozkladu. Ak sme zistili
pritomnost ny hustjch stipcov v matici A, tak PCG algoritmus zastavime,
ak vykoname 10ny iterécii, alebo dosiahneme zniZenie velkosti vektora chyb
aspoii o hodnotu prifeastol. Ak st v matici A len riedke stlpce, tak vyko-
name najviac 10 iteracii pomocou PCG algoritmu.

4.5.5 Naroc¢nost algoritmu

Na&s program bol skompilovany a spustany pod operacnym systémom Red
Hat LINUX release 7.0, pracujuici na pocitaci s procesorom INTEL PEN-
TIUM 200 MHz, 64 MB operac¢nej pamiite a so swapovacim stiborom velkosti
300 MB. Navrhnuté datové struktury st vhodné na riesenie rozsiahlych tloh.
Tieto struktity su zalozené na forméate datového typu MPS, ktory uchovéava
len nenulové prvky. Do programu boli vloZzené procediry na meranie dizky
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Poc¢et DMU | Tvorba | Upravy | RieSenie | Pocet iteraci
50 1.60 0.38 12.86 643

100 4.03 1.45 106.31 1431

150 7.48 3.22 536.47 2233

200 12.48 5.59 | 1030.58 3066

250 17.58 8.26 | 1867.77 3818

300 26.44 12.67 | 4148.30 4655

350 33.36 17.13 | 8155.95 6413

400 41.52 21.96 | 11785.40 6491

Tabulka 4.1: Priemerné ¢asy a poCty iteracii

strojového Casu spotrebovaného v jednotlivych c¢astiach riesenia tiloh.
Casy sme merali v tychto ¢astiach programu:

Tvorba  cast, v ktorej sa zostavovala tloha linedrneho programovania
Upravy  procediry presolvera a Skalovania matic ohraniceni tilohy
Riesenie samotné rieSenie ulohy linedrneho programovania

Riesili sme DEA-modely s roznym poc¢tom DMU. V kazdej sérii sme
vyriesili 8 modelov s rovnakym poc¢tom DMU. Parametre opttol, prifeastol
a dual feasol boli nastavené na hodnotu 1078, Pri rieSeni kaZdého modelu sme
zistovali celkovy cas, ktory bol spotrebovany v urcitych castiach programu.
Podobne sme zistili celkovy pocet iteracii potrebnych na vyrieSenie DEA—
modelu. Celkové priemerné ¢asy a priemerné pocty iteracii pre rézne rozmery
st uvedené v nasledujicej tabulke (4.1):

Nasledujtuce grafy zobrazuju priemerné Casy a priemerné pocty iteracii
potrebné pre riesenie ulohy pre jednu DMU pri réznych rozmeroch DEA-
modelov. Cas potrebny na zostavenie tiloh pre jednotlivé DMU m4 linerny
trend, preto graf neuvaddzame. Graf (4.1) zobrazuje ¢asovu zavislost pocia-
to¢nych tprav vykonanych pri rieSeni jednej ilohy DEA—modelu v zévislosti
od poc¢tu DMU. Graf (4.2) zobrazuje priemerné ¢asy rieSenia jednej tlohy
modelovania, na ktoré bolo potrebné vykonat priemerny podet iterdcii, po-
Cet tychto iteracii je zobrazeny v grafe (4.3). Priemerny ¢as potrebny na
vykonanie jednej iteracie pri rieSeni tlohy v zavislosti od rozmeru tulohy je
zobrazeny na obrazku (4.4).
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4.5.6 Ukazka vystupu programu

Nasleduje ukazka vystupu programu pre vstupne orientovany CCR model s
desiatimi DMU. Tento vypis je len zdkladnym typom vystupov programu.
Dalsie typy v¥stupov obsahujt zoznamy hodnét primérnych a duélnych pre-
mennych.

ok okokokokok kokok ok skokokskokkokokskokkskokkkk DEA ANALYSIS RESULTS  skokskoskokooksk skook ok ok sk sk ok o ok ok ok ok ok ok ok ook ok

Number of DMU’s = 10

Number of Inputs = 3 Number of Outputs = 4
Model orientation : Input.

Returns to scale type : Constant

Problem #’0’ terminated with OPTIMAL status after 8 iteratiomns

Primal Objective = 1.000e-00 Dual Objective = 1.000e+00
Duality Gap = -2.96796e-10

Complementarity = 2.97e-10 Relative Complementarity = 1.48e-10
Relative Infeas.: Primal = 2.154e-14, Dual = 2.961e-18.
Time: Read = 0.01 Preprocess = 0.00 Solution = 0.01 seconds

Problem #’1’ terminated with OPTIMAL status after 10 iterations

Primal Objective = 1.000e-00 Dual Objective = 1.000e+00
Duality Gap = -3.21276e-11

Complementarity = 2.33e-11 Relative Complementarity = 1.16e-11
Relative Infeas.: Primal = 2.152e-11, Dual = 2.461e-18.
Time: Read = 0.00 Preprocess = 0.00 Solution = 0.03 seconds

Problem #’2’ terminated with OPTIMAL status after 10 iteratioms

Primal Objective = 7.613e-01 Dual Objective = 7.613e-01
Duality Gap = 8.65974e-14

Complementarity = 8.17e-16 Relative Complementarity = 4.64e-16
Relative Infeas.: Primal = 5.127e-12, Dual = 2.097e-16.
Time: Read = 0.01 Preprocess = 0.00 Solution = 0.03 seconds

Problem #’3’ terminated with OPTIMAL status after 6 iterations

Primal Objective = 1.000e-00 Dual Objective = 1.000e+00
Duality Gap = -3.66402e-10

Complementarity = 3.66e-10 Relative Complementarity = 1.83e-10
Relative Infeas.: Primal = 1.627e-13, Dual = 1.482e-16.
Time: Read = 0.00 Preprocess = 0.01 Solution = 0.01 seconds

Problem #’4’ terminated with OPTIMAL status after 7 iterationmns

Primal Objective = 1.000e+00 Dual Objective = 1.000e+00

Duality Gap = -2.22045e-16

Complementarity = 1.03e-15 Relative Complementarity = 5.14e-16
Relative Infeas.: Primal = 1.029e-13, Dual = 2.376e-17.

Time: Read = 0.01 Preprocess = 0.00 Solution = 0.02 seconds
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Problem #’5’ terminated with OPTIMAL status after 7 iterationmns

Primal Objective = 1.000e+00 Dual Objective = 1.000e+00
Duality Gap = 0.00000e+00

Complementarity = 6.90e-16 Relative Complementarity = 3.45e-16
Relative Infeas.: Primal = 2.640e-14, Dual = 2.132e-16.
Time: Read = 0.00 Preprocess = 0.01 Solution = 0.00 seconds

Problem #’6’ terminated with OPTIMAL status after 7 iterations

Primal Objective = 1.000e-00 Dual Objective = 1.000e+00
Duality Gap = -1.28231e-13

Complementarity = 1.30e-13 Relative Complementarity = 6.49e-14
Relative Infeas.: Primal = 1.428e-13, Dual = 1.202e-16.
Time: Read = 0.00 Preprocess = 0.00 Solution = 0.02 seconds

Problem #’7’ terminated with OPTIMAL status after 7 iterations

Primal Objective = 1.000e-00 Dual Objective = 1.000e+00
Duality Gap = -1.75415e-14

Complementarity = 2.22e-15 Relative Complementarity = 1.1le-15
Relative Infeas.: Primal = 7.772e-13, Dual = 1.486e-16.
Time: Read = 0.01 Preprocess = 0.00 Solution = 0.02 seconds

Problem #’8’ terminated with OPTIMAL status after 10 iterations

Primal Objective = 8.778e-01 Dual Objective = 8.778e-01
Duality Gap = -8.78719e-11

Complementarity = 8.74e-11 Relative Complementarity = 4.65e-11
Relative Infeas.: Primal = 3.753e-10, Dual = 1.600e-16.
Time: Read = 0.01 Preprocess = 0.00 Solution = 0.03 seconds

Problem #’9’ terminated with OPTIMAL status after 8 iterationmns

Primal Objective = 1.000e+00 Dual Objective = 1.000e+00
Duality Gap = -2.66631e-11

Complementarity = 3.08e-11 Relative Complementarity = 1.54e-11
Relative Infeas.: Primal = 4.216e-12, Dual = 3.396e-18.
Time: Read = 0.00 Preprocess = 0.00 Solution = 0.01 seconds

skkckkrckkkxk Total Time of Analysis —okksokskiokksokskrkkokkomkorkkokokdkokokkdkokokdkokokkk

Total Read Time = 0.05 seconds
Total Preprocess time = 0.02 seconds
Total Solution time 0.18 seconds
Used for 80 iterations



Kapitola 5

DEA modelovanie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat praktickou tvorbou DEA-modelov.
Poktsime sa porovnat vysledky ziskané z rovnakych modelov pomocou sim-
plexovej metddy a upraveného Mehrotrovho primarne—dualneho algoritmu.

5.1 Urcenie vstupov x a vystupov y

Tu uvedieme vsSeobecné ustalené postupy pouzivané pri vytvarani DEA-
modelov. Analyza je zaloZenad merani efektivnosti pomocou pomeru vstupov
a vystupov. Vo vSeobecnosti rozhodnutie o tom, ktoré charakteristiky DMU
budu reprezentovat vstupy (vektor x) a vystupy (vektor y) sa pouziju pri
analyze nie je jednoducha tloha. Niekedy je otazne, ¢i dany materialovy tok
je vstupom alebo vystupom. Na zaklade praktickych skusenosti sa ustalili
tieto principy:

1. Celkovy pocet vstupov aj vystupov (p + m) sa snazime minimalizo-
vat v zdujme zvySenia diskrimina¢nych vlastnosti modelu, pretoze s
rastom rozmeru vstupno—vystupného priestoru potrebujeme viac pod-
mienok na vymedzenie obalky. Odportca sa, aby tento celkovy pocet
neprekrocil 1/3 mnozstva skimanych DMU, t.j. p+m < 7 .

2. Vysoko korelované vstupy alebo vystupy st zbytocné. Vsetky, az na je-
den z nich, mézu byt vynechané bez zhorsenia vysledkov modelu. Tato
upravu vsak treba robif opatrne, najlepsie je rozhodnif z porovnania
vysledkov analyzy s takymito vstupmi alebo vystupmi s vysledkami po

o7
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ich vynechani. Vylucenie prili§ vela vstupov moze sposobit, ze efektivna
DMU sa moze stat neefektivnou ako je uvedené v [1]

3. Vstup, ktory neovplyviiuje ziadny vystup, signalizuje, ze mnozina vy-
stupov je netplna. Tento vstup reprezentuje pouzité zdroje, ktoré pro-
dukuji nemeratelné vystupy. Kedze takéto vystupy nemdzu byt me-
rané, tak tento vstup sa vynechd z dalSej analyzy.

4. Dostupnost dat nesmie ovplyvnit vyber vstupov a vystupov. Vysled-
kom analyzy moze byt aj zdovodnenie potreby dalsich dat.

5. Ak nie je jednoznac¢né, ¢i dany materidlovy tok je vstupom alebo vy-
stupom, tak tok, ktory svojou redukciou vylepsi efektivnost DMU, sa
povazuje za vstup. Ak je potrebné dany tok rozsirit aby sa vylepsila
efektivnost DMU, tak tento sa povazuje sa vystup.

6. Vstupy a vystupy uvazované v modeli musia obsahovat vSetky s ana-
Iyzou stvisiace aktivity vSetkych DMU. Moze stat, ze DMU bude pod-
hodnotend, ked niektory z jej dobrych vykonov nebude v analyze zahr-
nuty.

5.2 Vyber typu modelu

V texte sme odvodili len niekolko zékladnych modelov, v dostupnej lite-
ratire ich je o mnoho viac. Prvym kritériom na vyber typu modelu je to, s
akym typom vynosov z rozsahuje dany model uvazuje. Toto rozhodnutie je
Casto intuitivne, ale nase rozhodnutie moézme podporif ekonometrickou ana-
Iyzou. Orientacia modelu a ohranicenia tykajice sa virtualnych cien zavisia
od cielov, ktoré chceme analyzou dosiahnut.

5.3 Analyza

Na porovnanie vysledkov ziskanymi simplexovou metddou a nasim algo-
ritmom sme pouzili data, ktoré boli pouzité v analyze bankovych pobociek v
[3] a st volne dostupné. Na zaklade korela¢nej analyzy sme pre analyzu pou-
zili vstupne orientovany model s konstantymi vynosmi z rozsahu, t.j. vstupne
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orientovany CCR model. Takyto model je urceny dvojicou tloh:

Primarna uloha Dualna tloha
CCRL - CCRL -
min 6 maxY;‘-Fu (5.1)
0,\s,e u,v
Y \-s=Y; X;FV =1
—X\+0X;—-e=0 Y'u-—X'v<o0
A>0,e>0,s>0 u>0,v>0

Celkovo sme skumali efektivitu 106-tich DMU, ktoré reprezentuji jednot-
livé pobocky bankového tstavu. Kazdu z nich sme charakterizovali pomocou
troch vstupov a Styroch vystupov:

Vstupy

e Prevadzkové naklady ... celkové naklady spojené s prevadzkou filidlky
e Osobné néklady ... osobné naklady
e Ostatné naklady ... ostatné prevadzkové naklady

Vystupy
e Utty ... suma vietkych typov zostatkov na tétoch vedenych pobockou
e Pocet uctov ... celkovy pocet vSetkych c¢tov vedenych pobockou

e Vklady ... suma zostatkov vsSetkych typov vkladov spolu ku koncu
mesiaca

e Pocet vkladov ... pocet vSetkych typov uctov agendy vkladov spolu
ku koncu mesiaca

Tabulky (5.1) a (5.2) obsahujt zhrnutie dét, ktoré sme analyzovali. Udaje
st zoradené podla poradového ¢isla jednotlivych filidlok.

Ulohy sme riesili s presnostou 1072, a hodnoty mensie ako 107'° po-
vazovali za nulu. Na tvorbu tloh DEA-modelovania sme spotrebovali 2.79
sekundy strojového Casu, na Gpravu matice ohrani¢eni pomocou skalovania
a presolveru sme spotrebovali 1.69 sekundy. Celkovy cas rieSenia 106 tloh
bol 113.39 sektnd, pocas ktorych sa vykonalo 1205 iteracii. Tabulka (5.3) a
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jej pokracovanie (5.4) obsahuju vypocitani efektivnost pre jednotlivé DMU a
rozmiestnenie virtualnych cien, ktoré sme klasifikovali ako nulové. Pobocky st
zoradené podla efektivnosti (hodnoty tcelovej funkcie) zostupne, ako druhé
kritérium je pouzity pocdet nenulovych prvkov, podla ktorého st usporiadané
tieZ zostupne.

Model identifikoval 14 efektivnych DMU. Ani jedna z nich neobsahuje
nulova zlozku. Ak by sme tlohy riesili simplexovym algoritmom, tento tiez
oznaci 14 DMU ako efektivne, ale len 3 z nich buda mat vSetky zlozky nenu-
lové. Vyhodnotenim pomocou mier uvedenych v (3.3) mdzeme tieto podrob-
nejsie analyzovat. Ak na vypocet pouzijeme primarne—dualny algoritmus, tak
priemerny pocet nenulovych zloziek je 5.53 so standardnou odchylkou 1.15.
Pri pouziti simplexového algoritmu je priemerny pocet nenulovych zloziek
5.28 so standardnou odchylkou 1.14. Oproti rieSeniu simplexovou metédou
sme zistili o 27 viac nenulovych virtualnych cien.

Tabulky (5.5), (5.6) obsahuji hodnoty virtudlnych cien, ktoré sme ziskali
ako vystup nasho programu. Na zaklade tychto tdajov sme sa snazili zis-
tit virtuélne ceny, ktoré najviac ovplyviuju efektivnost DMU. Akou ¢astou
vplyva k-ta virtudlna cena vystupu na efektivnost danej DMU; sme ur¢ili
pomocou pomeru:

Yjligj
> vt Yrjling’
kde 1,; je hodnota k-tej virtudlnej ceny zistenej pri rieSeni j—tej tlohy ana-
Iyzy. Podobne pre vystupy sme vplyv urcili pomocou pomeru:

xijvij
ST sty
r=1LrjUrj

Zistili sme, zZe efektivnost najviac ovplyviiuji ceny ”Osobnych nakladov” a
"Poctu vkladov”. V tychto virtudlnych cendch sme urcili mensi pocet cien,
ktoré mali hodnotu rovnu 0.

Na zaver sme uskutoc¢nili testovanie ohraniceni v kazdej tlohe, ¢i vy-
hovuji ohrani¢eniam pdvodnej tlohy (2.1) v transformovanom tvare (3.1).
Pomocou dalsieho programu sme otestovali vSetky ohranicenia vo vsSetkych
106 alohéch analyzy. V tabulke (5.7) uvadzame vysledok testovania vSetkych
106 ohraniceni prislachajice tlohe pre DM U, . V tabulke (5.8) uvddzame vy-
sledky testov j-teho ohranicenia v tlohe pre DMU; . Uvadzame aj testovanie
rozdielom, pretoze pri tomto teste sa chyba vysledku nezmesuje. Pri tomto
testovani ohrani¢eni sme nezistili Ziadnu nepripustnost.
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Os. néklady | Prev. ndklady | Ost. ndklady Uéty | Poé. uétov Vklady | Poc¢. vkladov
2582618 2530099 37027,4 | 34359033 8381 | 2,82E+408 37523
1122877 1244833 28099,8 | 20602647 3061 | 71228122 9630
32082,1 24944,4 1038,01 171113 37 4446894 642
48123,4 34386,4 1502,1 304461 95 | 12570405 1178
80205,5 76182,4 1643,12 1462297 679 9691587 1840
80205,5 79774,2 2182,01 1108206 334 | 17472629 2057
80205,5 56588,8 1474,09 907319 386 | 15499026 2107
481234 35339,7 1290,43 138017 67 | 12539199 1263
16041,2 13198,7 491,152 22776,1 5 2916802 370
894722 1259935 399901 | 22656464 4823 | 1,71E+408 23935
492620 641552 151323 7261338 2455 | 82077207 12708
70684,2 118807 31297,8 610384 249 | 20859214 3540
52235,9 60675 13449,9 550215 156 8617529 1498
25732,2 32304,3 11110,6 1370037 102 8200879 1701
44915,4 59379,8 23196,2 2013678 321 17556491 1855
52992,5 73335,7 24723,4 1032907 288 | 19428458 2459
31744,7 27648,7 6507,53 418417 125 4175177 846

145382 337408 50611,3 2177445 841 | 22489604 3443
25686,7 63907,4 19909,3 96924,7 32 | 13545322 1119
27618,5 53217 1037,05 54396,9 18 9875785 1034
1323045 1826462 392794 | 18993263 5112 | 1,79E4-08 26161

157023 402344 87853,5 1637349 700 | 45061978 7009
687750 936786 200217 9884102 2443 | 94985470 14031
494860 916414 165839 7996342 2099 | 46837951 7974
97842,7 242870 57614,1 1010954 445 | 32136525 4687

177342 163293 31194,4 1341089 467 | 11789708 2450
61410,3 214859 50293 1107863 345 | 22065391 3304
70598,9 182710 32467,6 2185990 645 | 11144099 1643
61953,6 162020 31512,7 1079633 415 | 11917309 1715
21087,4 92946,5 146423 595595 222 4101715 787
23697,5 69391,6 9867,61 318495 133 3934960 564
76454,2 168386 25464,8 1136600 416 9464850 1361
72255,1 199899 39788,7 1488032 524 | 12559071 1637
909619 1101674 426335 | 14779263 3851 | 1,32E+408 14928
2718794 1702806 1037737 | 51570192 10700 | 2,89E4-08 38055

63873 55623,7 29435,1 847128 544 | 13548352 2637

73810,7 150671 46796,3 864620 436 | 30472886 3538
59871,5 944126 20563,1 1123746 439 8602447 1344
49718,7 99104,2 30312,7 567637 170 7518404 1166
12206,9 35713,1 8899,31 5376,7 5 6685698 800
50776,5 127117 31223,7 184447 134 6453338 948
51432,8 85556 25446,3 86206,8 86 5600404 894
61288,7 134941 28723 5403,44 11 22269971 2200
64305,9 86897,6 21173,7 419495 200 3556432 642
42745,8 117585 23192,7 147077 110 1638183 429
460913 801479 162701 5062784 2270 | 62188974 11500

176630 337056 109941 1522207 546 | 33314664 4676
200121 332936 121891 2242495 1003 | 42618608 6603
88235,5 133476 20320,6 648557 281 11989221 1939
10345,1 146138 2628,28 769734 540 85870,7 23

114146 131232 17790,3 500385 212 | 10496355 1482

152702 194423 48359 4444498 1525 | 24811310 5237
409533 876475 153744 8418839 3311 | 65393661 10510
68326,2 172584 39209,9 1525115 388 | 22852472 3398

Tabulka 5.1: Vstupné udaje
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Os. naklady | Prev. naklady | Ost. ndklady Uéty | Poé. tétov Vklady | Poc¢. vkladov
345601 349121 106899 5256143 1561 | 64054017 8727
57518,3 96080,1 36913 652260 251 | 23370309 3179
10326 8122,36 9760,34 41640 33 6757539 1021
7612,7 8156,52 7990,85 30462,5 23 7027801 922
4390,77 16055,6 5407,73 6830,15 11 3998370 648
3595,31 4239,79 5581,91 106717 8 4685010 625
10223,2 10045 6953,31 17286,7 13 5673869 766
4604,03 6489,92 3632,84 2325,54 1 2886547 476
162856 262891 27114 4098769 981 | 40615219 5280
1243541 621928 122549 | 40241029 5727 | 89524115 14131
147187 100648 12326,6 415063 143 | 22819414 5079
909333 506115 154984 | 13156110 3129 | 1,32E408 17211
897953 668424 139945 | 15529368 3461 | 60421316 8700
85262,5 45907,3 9179,42 541100 254 | 34135633 5386
1209774 680372 138646 | 18636275 5162 | 1,63E4-08 22253
142205 134649 14987,9 1645612 368 | 33425539 5195
582873 650767 176475 6988834 2750 | 77281684 13270
182433 181321 98877,6 1163065 457 | 60548946 8647
139345 170156 48443,9 952486 367 | 23553302 3567
111724 24833,6 29146 638883 235 | 20045301 2240
138712 55052,3 21597 573429 188 | 10816977 2089
420908 688309 121278 4600941 680 7716152 1182
218820 319895 47059,6 915525 388 | 15928236 3203
96927,9 81282,3 34303,3 192752 138 | 17613428 2696
331658 467898 162839 3303239 1337 | 52259928 7797
399903 937983 291966 7326081 3032 | 98481679 15247
157392 540962 150765 2417783 1010 | 35933922 5184
125511 248643 924394 873407 402 | 17843942 2729
70959,5 181281 31495,5 645054 282 | 11700928 1888
72476 146713 49460,9 1143105 418 | 25632900 2990
68476,1 111020 24337,7 507851 245 | 10721896 1677
46789 23554,3 9716,73 185461 12 7317749 1041
16812,8 11817,9 1145,92 99421 42 26436,3 23
16814,7 194124 3427,56 157212 58 1358510 268
59505,8 124566 49233,3 755461 272 | 20002855 2650
60901,3 161392 31244,3 460308 198 | 11346222 1922
700580 1132447 89056,4 8740505 1584 | 1,24E+08 15170
777476 1038393 87793,7 | 10427844 2447 1,3E+08 16993
59429,4 110211 1635,79 479038 208 | 33851615 3242
365804 375990 62984,9 3506427 1347 | 56348759 8116
71155 76666,8 3327,93 1995699 1071 926437 145
67292,3 104677 3182,78 690798 321 4128497 816
39395,3 47784 1462,63 120269 51 | 20537580 1510
25686,7 63907,4 19909,3 96924,7 32 | 13545322 1119
27618,5 53217 1037,05 54396,9 18 9875785 1034
63552,5 154477 2920,81 1661330 452 | 19819657 3529
427301 639949 201148 9066166 2330 | 83283649 12392
156177 170471 41366,3 2761633 854 | 25434093 3499
337642 654059 133294 6604983 1835 | 44328135 7553
377148 455522 184802 7779614 2296 | 86963697 11150
329378 561379 151210 6742462 1925 | 58425886 8412
57671,4 146919 10868,7 608040 163 6164547 1083

Tabulka 5.2: Vstupné tudaje,

pokracovanie tab. (5.1)



KAPITOLA 5. DEA MODELOVANIE

DMU; | Efektivnost % | v1 | v2 | vs | w1 | u2 | us | ug | nenulové prvky
1 100,00 7
5 100,00 7
7 100,00 7

14 100,00 7
15 100,00 7
50 100,00 7
60 100,00 7
64 100,00 7
68 100,00 7
74 100,00 7
93 100,00 7
95 100,00 7
97 100,00 7
100 100,00 7
57 99,30 0 0 0 4
59 98,94 0 0 0 4
36 95,17 0 0 0 4
4 94,22 0 0 0 4
58 94,00 0 0 5
6 93,98 0 0 5
8 93,25 0 0 5
2 92,08 0 0 0 0 3
62 89,62 0 0 0 0 3
52 88,56 0 6
63 81,72 0 6
69 78,02 0 0 5
16 71,50 7
70 70,38 0 6
61 70,32 0 0 5
66 69,57 0 6
28 68,58 0 6
9 67,66 0 0 0 4
20 67,30 0 0 0 0 3
99 67,30 0 0 0 0 3
35 65,31 0 0 5
37 63,57 0 0 5
65 62,29 0 0 0 4
54 61,33 7
10 60,63 0 6
56 60,60 0 6
104 60,55 0 6
40 60,38 0 0 0 0 3
102 59,62 0 6
53 59,20 0 6
30 59,13 0 0 5
12 59,12 0 0 5
3 58,67 0 0 0 4
38 57,72 0 6
19 56,75 0 0 0 0 3
98 56,75 0 0 0 0 3
84 56,10 0 0 5
17 56,04 0 6
55 55,83 0 6

Tabulka 5.3: Vystupné data
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KAPITOLA 5. DEA MODELOVANIE

DMU; | Efektivnost % | v1 | v2 | vs | w1 | u2 | us | ug | nenulové prvky
80 55,76 0 0 0 4
101 55,21 0 6
92 54,38 7
67 53,74 0 6
105 53,31 0 6
72 52,93 0 0 5
11 52,63 0 6
25 52,27 0 0 5
27 50,86 0 0 5
33 50,37 0 6
22 50,01 0 0 5
94 43,64 7
71 48,49 0 6
91 48,20 0 6
29 48,00 0 6
103 47,67 0 0 5
13 47,63 0 6
18 46,66 0 6
43 46,48 0 0 0 0 3
89 46,46 0 6
48 46,41 0 0 5
46 45,64 0 6
96 44,12 0 0 5
75 43,98 0 0 5
34 43,85 0 0 5
21 43,34 7
23 43,08 7
32 42,25 7
31 41,06 7
86 41,02 0 0 0 4
81 40,98 0 0 5
85 39,25 0 0 5
49 38,97 0 6
24 38,62 7
79 38,42 0 0 5
73 37,99 0 6
88 37,74 0 6
83 36,92 0 6
90 36,59 0 0 5
78 35,44 0 0 5
26 32,66 0 6
106 32,65 0 6
47 32,40 0 6
39 32,36 0 6
82 27,39 0 0 5
87 26,93 0 0 5
51 26,20 7
44 25,23 0 0 5
7 24,55 0 6
76 23,79 0 0 5
41 23,22 0 0 5
42 21,73 0 0 5
45 17,03 0 0 5

Tabulka 5.4: Vystupné déta, pokracovanie tab. (5.3)
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KAPITOLA 5. DEA MODELOVANIE

DMU, v1 Vg v3 ul U us Uyq

1 | 4,47E-08 | 4,55E-08 | 2,08E-05 | 2,18E-08 | 6,53E-07 | 8,53E-10 | 1,28E-07

2 | 4,73E-07 | 5,61E-20 | 1,67E-05 | 4,47E-08 | 2,19E-17 | 6,73E-23 | 1,04E-18

3 | 2,86E-06 | 1,92E-05 | 4,14E-04 | 1,33E-14 | 2,39E-13 | 1,20E-16 | 9,14E-04

4 | 1,97E-16 | 2,27E-05 | 1,45E-04 | 6,38E-07 | 5,69E-14 | 5,95E-08 | 4,84E-15

5 | 5,72E-07 | 3,25E-07 | 5,66E-04 | 1,60E-07 | 9,09E-04 | 1,19E-08 | 1,83E-05

6 | 4,11E-06 | 5,57E-06 | 1,03E-04 | 4,76E-07 | 2,83E-17 | 2,36E-08 | 1,44E-17

7 | 2,99E-07 | 2,82E-06 | 5,54E-04 | 2,45E-07 | 2,79E-04 | 2,42E-10 | 3,16E-04

8 | 2,06E-19 | 1,80E-05 | 2,81E-04 | 5,99E-19 | 1,36E-04 | 2,92E-08 | 4,41E-04

9 | 9,07E-17 | 4,64E-05 | 7,89E-04 | 1,26E-18 | 4,00E-15 | 5,75E-08 | 1,38E-03
10 | 8,72E-07 | 1,74E-07 | 3,04E-26 | 1,42E-08 | 4,36E-05 | 2,78E-10 | 1,14E-06
11 | 1,22E-06 | 2,69E-07 | 1,50E-06 | 1,15E-08 | 8,09E-05 | 9,68E-25 | 1,92E-05
12 | 8,61E-06 | 5,51E-07 | 1,04E-05 | 8,03E-21 | 3,59E-04 | 5,06E-23 | 1,42E-04
13 | 1,22E-05 | 2,68E-06 | 1,49E-05 | 1,15E-07 | 8,07E-04 | 3,84E-24 | 1,92E-04
14 | 1,22E-05 | 1,92E-05 | 5,73E-06 | 6,25E-07 | 1,05E-04 | 5,08E-09 | 5,38E-05
15 | 1,51E-05 | 4,00E-06 | 3,68E-06 | 2,87E-07 | 7,24E-04 | 1,07E-08 | 1,10E-06
16 | 1,04E-05 | 1,89E-06 | 1,26E-05 | 1,82E-07 | 5,08E-04 | 1,84E-08 | 9,05E-06
17 | 1,00E-05 | 2,10E-05 | 1,58E-05 | 3,83E-07 | 1,47E-03 | 4,46E-22 | 2,56E-04
18 | 3,69E-06 | 7,36E-07 | 4,26E-06 | 3,48E-08 | 2,39E-04 | 3,30E-19 | 5,52E-05
19 | 2,33E-05 | 3,38E-18 | 2,02E-05 | 1,57TE-19 | 4,44E-16 | 4,19E-08 | 1,68E-16
20 | 3,36E-05 | 3,22E-16 | 7,00E-05 | 4,10E-16 | 1,57E-13 | 1,39E-17 | 6,51E-04
21 | 4,57E-07 | 8,49E-08 | 6,13E-07 | 6,73E-09 | 2,49E-05 | 5,98E-10 | 2,73E-06
22 | 3,46E-06 | 2,21E-07 | 4,19E-06 | 5,26E-17 | 1,44E-04 | 4,83E-18 | 5,70E-05
23 | 8,84E-07 | 1,64E-07 | 1,19E-06 | 1,30E-08 | 4,82E-05 | 1,16E-09 | 5,29E-06
24 | 1,16E-06 | 2,11E-07 | 1,40E-06 | 2,04E-08 | 5,67E-05 | 2,06E-09 | 1,01E-06
25 | 5,46E-06 | 3,50E-07 | 6,61E-06 | 5,83E-26 | 2,28E-04 | 9,03E-26 | 8,99E-05
26 | 3,98E-06 | 8,75E-07 | 4,87E-06 | 3,76E-08 | 2,64E-04 | 3,68E-23 | 6,25E-05
27 | 8,93E-06 | 4,08E-22 | 8,98E-06 | 9,21E-08 | 7,86E-05 | 1,32E-26 | 1,15E-04
28 | 9,33E-06 | 1,87E-06 | 4,69E-15 | 1,52E-07 | 4,67E-04 | 2,98E-09 | 1,22E-05
29 | 7,65E-06 | 1,53E-06 | 8,83E-06 | 7,23E-08 | 4,95E-04 | 3,23E-19 | 1,15E-04
30 | 2,50E-05 | 5,08E-06 | 5,36E-25 | 3,69E-07 | 1,33E-03 | 1,70E-27 | 9,84E-05
31 | 2,01E-05 | 3,73E-06 | 2,70E-05 | 2,96E-07 | 1,09E-03 | 2,63E-08 | 1,20E-04
32 | 7,26E-06 | 1,32E-06 | 8,77E-06 | 1,27E-07 | 3,55E-04 | 1,29E-08 | 6,32E-06
33 | 8,91E-06 | 1,78E-06 | 3,99E-18 | 1,45E-07 | 4,46E-04 | 2,84E-09 | 1,16E-05
34 | 6,10E-07 | 4,04E-07 | 9,54E-19 | 1,55E-08 | 4,02E-05 | 4,11E-10 | 8,32E-18
35 | 3,89E-08 | 5,25E-07 | 9,94E-18 | 3,87E-09 | 3,27E-05 | 3,61E-10 | 3,59E-14
36 | 1,45E-06 | 1,63E-05 | 5,12E-22 | 2,30E-23 | 1,25E-03 | 9,94E-25 | 1,03E-04
37 | 6,50E-06 | 1,44E-06 | 6,47E-06 | 1,01E-19 | 5,44E-04 | 1,31E-08 | 2,21E-16
38 | 9,76E-06 | 1,95E-06 | 1,13E-05 | 9,22E-08 | 6,32E-04 | 4,27E-25 | 1,46E-04
39 | 9,57E-06 | 1,91E-06 | 1,10E-05 | 9,04E-08 | 6,19E-04 | 2,79E-19 | 1,43E-04
40 | 5,03E-05 | 2,76E-18 | 4,34E-05 | 1,67E-19 | 2,51E-15 | 9,03E-08 | 1,98E-13
41 | 8,95E-06 | 1,98E-06 | 9,41E-06 | 8,01E-26 | 7,47E-04 | 1,61E-27 | 1,39E-04
42 | 1,03E-05 | 2,28E-06 | 1,08E-05 | 4,41E-22 | 8,59E-04 | 2,62E-23 | 1,60E-04
43 | 1,16E-05 | 1,92E-23 | 1,00E-05 | 3,57E-27 | 7,62E-22 | 2,09E-08 | 1,31E-23
44 | 9,46E-06 | 2,09E-06 | 9,94E-06 | 7,96E-20 | 7,89E-04 | 1,45E-23 | 1,47E-04
45 | 1,07E-05 | 2,37E-06 | 1,13E-05 | 7,50E-20 | 8,96E-04 | 3,80E-21 | 1,67E-04
46 | 1,22E-06 | 2,49E-07 | 1,45E-06 | 9,06E-09 | 8,42E-05 | 2,46E-20 | 1,91E-05
47 | 2,66E-06 | 5,41E-07 | 3,16E-06 | 1,97E-08 | 1,83E-04 | 4,99E-27 | 4,15E-05
48 | 2,49E-06 | 5,50E-07 | 2,62E-06 | 2,76E-28 | 2,08E-04 | 5,86E-30 | 3,88E-05
49 | 7,17E-06 | 1,46E-06 | 8,52E-06 | 5,31E-08 | 4,93E-04 | 2,34E-30 | 1,12E-04
50 | 4,04E-05 | 2,09E-06 | 1,05E-04 | 1,44E-07 | 1,65E-03 | 3,56E-09 | 2,52E-05
51 | 6,07E-06 | 1,20E-06 | 8,41E-06 | 5,49E-08 | 4,00E-04 | 6,39E-09 | 5,58E-05
52 | 4,04E-06 | 8,07E-07 | 4,67E-06 | 3,82E-08 | 2,62E-04 | 8,48E-23 | 6,05E-05
53 | 1,31E-06 | 2,62E-07 | 1,51E-06 | 1,24E-08 | 8,49E-05 | 2,06E-19 | 1,97E-05

Tabulka 5.5: Virtuélne ceny
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KAPITOLA 5. DEA MODELOVANIE

DMU, v1 Vg v3 ul U us Uyq
53 | 1,31E-06 | 2,62E-07 | 1,51E-06 | 1,24E-08 | 8,49E-05 | 2,06E-19 | 1,97E-05
54 | 6,53E-06 | 1,21E-06 | 8,78E-06 | 9,63E-08 | 3,56E-04 | 8,55E-09 | 3,91E-05
55 | 1,34E-06 | 7,36E-07 | 2,61E-06 | 3,43E-08 | 8,26E-05 | 3,89E-09 | 8,55E-20
56 | 8,03E-06 | 1,75E-06 | 1,00E-05 | 3,59E-24 | 6,72E-04 | 1,01E-08 | 6,37E-05
57 | 9,80E-06 | 1,11E-04 | 4,15E-21 | 3,01E-23 | 8,48E-03 | 6,94E-25 | 6,99E-04
58 | 4,29E-05 | 2,09E-05 | 6,29E-05 | 6,12E-29 | 4,44E-03 | 1,19E-07 | 2,67E-25
59 | 8,61E-05 | 1,45E-21 | 1,15E-04 | 1,19E-22 | 1,07E-03 | 2,29E-23 | 1,51E-03
60 | 5,06E-05 | 1,66E-04 | 2,02E-05 | 2,64E-06 | 8,00E-04 | 1,02E-07 | 3,72E-04
61 | 3,68E-05 | 1,42E-05 | 6,92E-05 | 4,89E-22 | 7,97E-18 | 9,01E-08 | 2,51E-04
62 | 1,03E-04 | 1,44E-17 | 1,44E-04 | 7,54E-21 | 6,85E-16 | 3,13E-22 | 1,88E-03
63 | 3,86E-06 | 6,056E-07 | 7,83E-06 | 9,90E-08 | 1,34E-04 | 6,90E-09 | 1,05E-20
64 | 2,97E-07 | 5,36E-07 | 2,43E-06 | 2,21E-08 | 8,56E-06 | 3,07E-10 | 2,54E-06
65 | 3,83E-07 | 2,58E-06 | 5,55E-05 | 4,20E-25 | 4,07E-22 | 6,63E-27 | 1,23E-04
66 | 1,00E-07 | 1,67E-06 | 4,23E-07 | 1,17E-08 | 1,04E-04 | 1,65E-09 | 2,62E-20
67 | 5,30E-07 | 5,48E-07 | 1,13E-06 | 1,84E-08 | 4,22E-05 | 1,76E-09 | 3,64E-16
68 | 7,56E-07 | 1,22E-05 | 4,08E-05 | 9,00E-08 | 2,90E-04 | 6,21E-09 | 1,24E-04
69 | 1,33E-24 | 1,36E-06 | 5,31E-07 | 8,13E-09 | 8,29E-05 | 1,23E-09 | 7,51E-27
70 | 3,45E-06 | 1,78E-06 | 1,80E-05 | 1,59E-07 | 2,41E-17 | 6,07E-09 | 4,60E-05
71 | 1,06E-06 | 2,34E-07 | 1,30E-06 | 1,00E-08 | 7,03E-05 | 5,58E-21 | 1,67E-05
72 | 3,06E-06 | 6,77E-07 | 3,22E-06 | 1,01E-22 | 2,56E-04 | 5,94E-23 | 4,77E-05
73 | 4,32E-06 | 8,79E-07 | 5,13E-06 | 3,20E-08 | 2,97E-04 | 5,82E-18 | 6,74E-05
74 | 2,80E-07 | 3,06E-05 | 7,16E-06 | 9,26E-08 | 1,46E-03 | 2,64E-08 | 2,98E-05
75 | 3,54E-15 | 1,70E-05 | 2,97E-06 | 9,10E-08 | 1,04E-03 | 6,21E-20 | 9,16E-05
76 | 1,32E-06 | 1,82E-07 | 2,63E-06 | 4,91E-08 | 1,73E-05 | 1,10E-23 | 1,31E-20
77 | 2,94E-06 | 5,99E-07 | 3,50E-06 | 2,18E-08 | 2,02E-04 | 3,38E-20 | 4,59E-05
78 | 6,63E-06 | 1,46E-06 | 6,96E-06 | 4,71E-21 | 5,53E-04 | 5,73E-23 | 1,03E-04
79 | 1,65E-06 | 3,65E-07 | 1,73E-06 | 9,47E-19 | 1,38E-04 | 1,08E-22 | 2,57E-05
80 | 1,61E-06 | 3,78E-07 | 4,28E-15 | 1,26E-16 | 1,33E-04 | 5,97E-20 | 1,02E-05
81 | 3,74E-06 | 7,60E-07 | 7,80E-24 | 5,52E-08 | 1,98E-04 | 3,14E-26 | 1,47E-05
82 | 3,60E-06 | 7,96E-07 | 3,79E-06 | 2,33E-19 | 3,01E-04 | 1,97E-20 | 5,61E-05
83 | 6,88E-06 | 1,40E-06 | 8,18E-06 | 5,10E-08 | 4,74E-04 | 2,10E-21 | 1,07E-04
84 | 6,48E-06 | 1,44E-06 | 6,46E-06 | 5,14E-26 | 5,42E-04 | 1,30E-08 | 1,78E-23
85 | 8,43E-06 | 1,86E-06 | 8,86E-06 | 1,64E-20 | 7,03E-04 | 2,10E-23 | 1,31E-04
86 | 5,11E-15 | 3,42E-05 | 2,00E-05 | 4,93E-07 | 2,23E-13 | 4,36E-08 | 2,77E-15
87 | 3,28E-15 | 8,46E-05 | 3,59E-10 | 4,88E-07 | 5,11E-03 | 1,91E-17 | 2,63E-04
88 | 3,96E-05 | 8,70E-06 | 4,84E-05 | 3,74E-07 | 2,62E-03 | 5,02E-17 | 6,22E-04
89 | 6,75E-06 | 1,47E-06 | 8,43E-06 | 3,56E-16 | 5,65E-04 | 8,45E-09 | 5,35E-05
90 | 9,17E-06 | 5,87E-07 | 1,11E-05 | 7,89E-18 | 3,82E-04 | 3,83E-18 | 1,51E-04
91 | 7,80E-07 | 2,05E-07 | 2,48E-06 | 2,84E-08 | 2,00E-05 | 1,63E-09 | 1,19E-22
92 | 6,07E-07 | 2,99E-07 | 2,49E-06 | 2,28E-08 | 2,51E-05 | 1,13E-09 | 5,75E-06
93 | 2,50E-06 | 3,88E-07 | 4,95E-04 | 7,31E-08 | 1,98E-04 | 1,41E-08 | 1,37E-04
94 | 1,82E-06 | 4,32E-07 | 2,74E-06 | 2,63E-08 | 1,07E-04 | 2,24E-09 | 1,52E-05
95 | 4,22E-06 | 8,56E-07 | 1,91E-04 | 2,04E-07 | 5,51E-04 | 1,24E-09 | 7,40E-06
96 | 8,35E-06 | 2,70E-06 | 4,88E-05 | 9,90E-26 | 8,73E-04 | 5,36E-27 | 1,97E-04
97 | 1,94E-06 | 1,02E-05 | 2,99E-04 | 4,19E-08 | 1,79E-04 | 4,65E-08 | 2,05E-05
98 | 2,33E-05 | 3,38E-18 | 2,02E-05 | 1,57E-19 | 4,44E-16 | 4,19E-08 | 1,68E-16
99 | 3,36E-05 | 3,22E-16 | 7,00E-05 | 4,10E-16 | 1,57E-13 | 1,39E-17 | 6,51E-04
100 | 4,54E-06 | 1,77E-07 | 2,34E-04 | 3,42E-07 | 3,84E-05 | 5,80E-09 | 8,49E-05
101 | 1,80E-06 | 3,60E-07 | 9,96E-18 | 2,93E-08 | 9,01E-05 | 5,75E-10 | 2,35E-06
102 | 3,03E-06 | 1,66E-06 | 5,90E-06 | 7,75E-08 | 1,86E-04 | 8,77E-09 | 7,67E-16
103 | 2,13E-06 | 4,32E-07 | 1,28E-14 | 3,13E-08 | 1,13E-04 | 1,29E-17 | 8,36E-06
104 | 2,14E-06 | 4,27E-07 | 9,41E-13 | 3,47E-08 | 1,07E-04 | 6,81E-10 | 2,78E-06
105 | 2,26E-06 | 4,53E-07 | 7,06E-16 | 3,68E-08 | 1,13E-04 | 7,22E-10 | 2,95E-06
106 | 1,01E-05 | 2,01E-06 | 1,16E-05 | 9,49E-08 | 6,50E-04 | 5,56E-21 | 1,50E-04

Tabulka 5.6: Virtualne ceny, pokracovanie tab. (5.5)
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KAPITOLA 5. DEA MODELOVANIE

DMU; Ej(vj,uj) y?u — x?v x?v y?u
1 1,000 1,1356E-04 1,000E+00 | 1,000E+00
2 0,743 1,7762E-01 6,000E-01 | 5,133E-01
3 0,316 -1,6517E-02 2,415E-02 7,630E-03
4 0,503 -1,7369E-02 3,494E-02 1,757E-02
5 0,991 -3,6993E-04 4,121E-02 4,084E-02
6 0,752 -1,3022E-02 5,257E-02 3,955E-02
7 0,911 -3,2745E-03 3,680E-02 3,353E-02
B 0,455 1,6676E-02 3,058E-02 | 1,391E-02
9 0,263 -8,4929E-03 1,153E-02 3,035E-03
10 0,077 7, 7647E+00 §8,411E+00 | 6,465B-01
11 0,072 2,9656E+00 3,197E+00 | 2,316B-01
12 0,048 -6,2752E-01 6,592E-01 3,172E-02
13 0,069 -2,6507E-01 2,847E-01 1,964E-02
14 0,159 -1,9645E-01 2,336E-01 3,716E-02
15 0,122 4,2762E-01 4,870E-0L | 5,934E-02
16 0,076 -4,8010E-01 5,197E-01 3,960E-02
17 0,093 -1,2509E-01 1,380E-01 1,288E-02
18 0,063 -1,0064E4-00 1,074E4-00 6,766E-02
19 0,033 -4,0414E-01 4,180E-01 1,383E-02
20 0,387 -1,5461E-02 2,521E-02 9,752E-03
21 0,069 7,7349E+00 8,308E+00 | 5,734B-01
22 0,041 1,7763E-+00 1,852E+00 | 7,549E-02
23 0,071 ~3,9350E+00 4,236E+00 | 3,000B-01
24 0,062 -3,2948E4-00 3,512E+00 2,167E-01
25 0,041 1,1620E 100 1,2I3E+00 | 5,034BE-02
26 0,060 -6,2395E-01 6,639E-01 3,992E-02
27 0,041 -1,0145E4-00 1,058 400 4,363E-02
28 0,084 -6,2865E-01 6,865E-01 5,781E-02
29 0,051 -6,3108E-01 6,653E-01 3,420E-02
30 0,054 -2,9285E-01 3,096E-01 1,673E-02
31 0,050 -1,9890E-01 2,094E-01 1,046E-02
32 0,062 -5,0718E-01 5,405E-01 3,331E-02
33 0,052 -7,9581E-01 8,395E-01 4,371E-02
34 0,049 -8,5148E4-00 8,954E+00 4,394E-01
35 0,064 -2,0391E401 2,177TE+01 | 1,383E+00
36 0,050 -5,8662E-01 6,173E-01 3,072E-02
37 0,046 -9,3746E-01 9,830E-01 4,558 E-02
38 0,074 -4,0217E-01 4,345E-01 3,230E-02
39 0,030 -6,1787E-01 6,369E-01 1,905E-02
40 0,032 -1,8126E-01 1,872E-01 5,924E-03
41 0,015 -6,4745E-01 6,572E-01 9,734E-03
42 0,013 -5,2839E-01 5,352E-01 6,826 E-03
43 0,032 -5,8663E-01 6,060E-01 1,940E-02
44 0,028 -4,3463E-01 4,470E-01 1,239E-02
45 0,010 -4,8470E-01 4,894E-01 4,731E-03
46 0,048 -3,2732E4-00 3,440E+00 1,664E-01
47 0,027 -2,2463E4-00 2,309E+4-00 6,256E-02
48 0,034 -2,4714E4-00 2,558E4-00 8,675E-02
49 0,057 -4,0767E-01 4,325E-01 2,480E-02
50 0,279 -4,4529E-02 6,175E-02 1,722E-02
51 0,053 -3,6073E-01 3,809E-01 2,019E-02
52 0,117 29,0128E-01 1,021E+00 | 1,198E-01
53 0,075 3,0116E+00 3,254E+00 | 2,429B-01

Tabulka 5.7: Vysledky testov
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KAPITOLA 5. DEA MODELOVANIE

DMU; Ej(vj,uj) y?u — x?v x?v y?u
54 0,065 -7,7263E-01 8,261E-01 5,344E-02
55 0,076 2,0823E+00 2,254E+00 | 1,714B-01
56 0,045 -7,3963E-01 7,744E-01 3,472E-02
57 0,033 -1,9693E-01 2,037E-01 6,823E-03
58 0,041 -1,6005E-01 1,668E-01 6,790E-03
59 0,032 -1,0970E-01 1,134E-01 3,649E-03
60 0,055 -1,0999E-01 1,164E-01 6,408E-03
61 0,037 -1,4015E-01 1,455E-01 5,322E-03
62 0,034 -7,3454E-02 7,603E-02 2,574E-03
63 0,215 -4,5758E-01 5,829E-01 1,253E-01
64 0,365 1,6721E+00 2,632E+00 | 9,595B-01
65 0,109 -2,3816E-01 2,674E-01 2,925E-02
66 0,123 _2,8823E+00 3,286E+00 | 4,034E-01
67 0,132 -2,5864E4-00 2,980E+400 3,936E-01
68 0,212 -1,5497E-01 1,967E-01 4,176 E-02
69 0,186 -2,4154E4-00 2,967E+400 5,520E-01
70 0,201 -2,5877E-01 3,241E-01 6,530E-02
71 0,060 -3,5027E4-00 3,725E+00 2,218E-01
72 0,038 1,9937E+00 2,072E+00 | 7,840BE-02
73 0,041 29,7955E-01 1,021E+00 | 4,155E-02
74 0,051 -5,8060E-01 6,121E-01 3,147E-02
75 0,048 -4,3558E-01 4,577E-01 2,212E-02
76 0,042 2,4630E+00 2,571E+00 | 1,075B-01
s 0,034 -9,6847E-01 1,003E4-00 3,421E-02
78 0,027 -7,0153E-01 7,212E-01 1,966 E-02
79 0,035 -3,3030E4-00 3,422E+00 1,185E-01
80 0,040 -5,8828E4-00 6,130E+00 2,477E-01
81 0,027 -3,0813E4-00 3,166E+00 8,470E-02
82 0,018 _1,9038E+00 1,939E+00 | 3,488E-02
83 0,037 -6,4173E-01 6,662E-01 2,447E-02
81 0,046 29,9075E-01 1,038E+00 | 4,744E-02
85 0,040 -4,9349E-01 5,141E-01 2,059E-02
86 0,051 -1,9475E-01 2,052E-01 1,043E-02
87 0,088 2,2801E-02 2,511E-02 | 2,221E-03
88 0,064 -6,8233E-02 7,289E-02 4,659E-03
89 0,033 -9,9783E-01 1,032E4-00 3,405E-02
90 0,030 -6,3953E-01 6,596E-01 2,009E-02
91 0,155 -1,6350E4-00 1,934E4-00 2,993E-01
92 0,179 -1,5652E4-00 1,907E+-00 3,419E-01
93 0,957 -1,8077E-03 4,167E-02 3,986 E-02
94 0,004 1,2164E+00 1,343E+00 | 1,264B-01
95 0,594 -3,0817E-02 7,585E-02 4,503E-02
96 0,256 -5,5033E-02 7,393E-02 1,890E-02
97 0,593 -1,3977E-02 3,434E-02 2,036E-02
98 0,033 -4,0414E-01 4,180E-01 1,383E-02
99 0,387 -1,5461E-02 2,521E-02 9,752E-03
100 0,763 -1,6702E-02 7,058E-02 5,388E-02
101 0,064 -3,9582E4-00 4,230E+00 2,719E-01
102 0,095 -7,9180E-01 8,747TE-01 8,292E-02
103 0,065 ~2,6320E+00 2,816E+00 | 1,840E-01
104 0,064 _3,6328E+00 3,880E+00 | 2,468E-01
105 0,063 2,9847TE+00 3,184E+00 | 1,992E-01
106 0,080 -2,1645E-01 2,352E-01 1,876E-02

Tabulka 5.8: Vysledky testov, pokracovanie tab. (5.7)

69
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DMU; Ej(vj,uj) y?u - x7Tv x?v y7.Tu
1 1,000 0,000 1,000 1,000
2 0,921 20,079 1,000 0,021
3 0,587 -0,413 1,000 0,587
4 0,942 -0,058 1,000 0,942
5 1,000 0,000 1,000 1,000
6 0,940 -0,060 1,000 0,940
7 1,000 0,000 1,000 1,000
8 0,933 -0,067 1,000 0,032
9 0,677 0,323 1,000 0,676
10 0,606 20,394 1,000 0,606
11 0,526 0,474 1,000 0,526
2 0,501 -0,400 1,000 0,591
13 0,476 -0,524 1,000 0,476
14 1,000 0,000 1,000 1,000
15 1,000 0,000 1,000 1,000
16 0,715 -0,285 1,000 0,715
17 0,560 -0,439 1,000 0,560
18 0,467 -0,533 1,000 0,467
19 0,568 20,432 1,000 0,568
20 0,673 0,327 1,000 0,673
21 0,433 -0,567 1,000 0,433
22 0,500 ~0,500 1,000 0,500
23 0,431 20,569 1,000 0,431
24 0,386 -0,614 1,000 0,386
25 0,523 -0,477 1,000 0,523
26 0,327 -0,673 1,000 0,327
27 0,508 -0,492 1,000 0,508
28 0,686 -0,314 1,000 0,686
29 0,480 -0,520 1,000 0,480

30 0,591 -0,409 1,000 0,591
31 0,411 20,589 1,000 0,411
32 0,423 20,577 1,000 0,423
33 0,504 20,496 1,000 0,504
34 0,439 -0,561 1,000 0,439
35 0,653 -0,347 1,000 0,653
36 0,952 -0,048 1,000 0,952
37 0,636 -0,364 1,000 0,636
38 0,577 -0,423 1,000 0,577
39 0,324 -0,676 1,000 0,324
40 0,604 20,396 1,000 0,604
a1 0,232 20,768 1,000 0,232
12 0,217 20,783 1,000 0,217
43 0,465 0,535 1,000 0,465
44 0,252 -0,748 1,000 0,252
45 0,170 -0,830 1,000 0,170
46 0,457 -0,543 1,000 0,456
47 0,324 -0,676 1,000 0,324
48 0,464 -0,536 1,000 0,464
49 0,390 -0,610 1,000 0,390
50 1,000 0,000 1,000 1,000
51 0,262 -0,738 1,000 0,262
52 0,886 0,114 1,000 0,886
53 0,592 ~0,408 1,000 0,592

Tabulka 5.9: Vysledky testov
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KAPITOLA 5. DEA MODELOVANIE

DMU; Ej(vj,uj) y?u - x7Tv x?v y7.Tu
54 0,613 20,387 1,000 0,613
55 0,558 20,442 1,000 0,558
56 0,606 -0,394 1,000 0,606
57 0,993 -0,007 1,000 0,993
58 0,940 -0,060 1,000 0,940
59 0,990 -0,010 1,000 0,990
60 1,000 0,000 1,000 1,000
61 0,703 20,297 1,000 0,703
62 0,896 20,104 1,000 0,896
63 0,817 20,183 1,000 0,817
64 1,000 0,000 1,000 1,000
65 0,623 20,377 1,000 0,623
66 0,696 -0,304 1,000 0,696
67 0,537 -0,463 1,000 0,537
68 1,000 0,000 1,000 1,000
69 0,780 -0,220 1,000 0,780
70 0,704 -0,296 1,000 0,704
71 0,485 -0,515 1,000 0,485
72 0,529 20,471 1,000 0,529
73 0,380 20,620 1,000 0,380
74 1,000 0,000 1,000 1,000
75 0,440 -0,560 1,000 0,440
76 0,238 20,762 1,000 0,238
T 0,246 -0,755 1,000 0,246
78 0,354 -0,646 1,000 0,354
79 0,384 -0,616 1,000 0,384
80 0,558 -0,442 1,000 0,558
81 0,410 -0,590 1,000 0,410
82 0,274 -0,726 1,000 0,274
83 0,369 20,631 1,000 0,369
81 0,561 20,439 1,000 0,561
85 0,393 20,607 1,000 0,393
36 0,410 20,590 1,000 0,410
87 0,269 -0,731 1,000 0,269
88 0,377 -0,623 1,000 0,377
89 0,465 -0,535 1,000 0,465
90 0,366 -0,634 1,000 0,366
91 0,482 -0,518 1,000 0,482
92 0,544 -0,456 1,000 0,544
93 1,000 0,000 1,000 1,000
04 0,487 0,513 1,000 0,486
95 1,000 0,000 1,000 1,000
96 0,441 20,559 1,000 0,441
o7 1,000 0,000 1,000 1,000
98 0,568 -0,432 1,000 0,568
99 0,673 -0,327 1,000 0,673
100 1,000 0,000 1,000 1,000
101 0,552 -0,448 1,000 0,552
102 0,596 -0,404 1,000 0,596
103 0,477 0,523 1,000 0,477
104 0,605 -0,394 1,000 0,605
105 0,533 20,467 1,000 0,533
106 0,326 0,674 1,000 0,326

Tabulka 5.10: Vysledky testov, pokracovanie tab. (5.9)
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Kapitola 6

Z.aver

Diplomova prace je venovand DEA-modelom, ich zostrojeniu pomocou
uloh linedrneho programovania a naslednému rieseniu tychto tloh. V tejto
praci je uvedeny len zlomok modelov, ktoré sa pouzivaju v praxi. Modely su
vacsinou odvodené zo zakladnych modelov typu BCC alebo CCR, preto nie
je problém s modifikdciou programu, ktory riesi zakladné tlohy.

Taziskom naSej prace bolo vytvorit program na riesenie velkého mnoz-
stva tloh linedrneho programovania, ktoré maju velky rozmer. Na tvorbu
programu sme pouzili primarne-dualny algoritmus pomocou, ktorého rie-
sime problémy tykajice sa zakladnych modelov typu BCC a CCR. Program
sme aplikovali na konkrétne idaje z praxe a ziskané vysledky sme potom
podrobili dodatoénym testom. Vypodcitané virtudlne ceny sa daji pouzit na
analyzu efektivnosti jednotlivych DMU. My sme tieto vysledky sme analy-
zovali z hladiska poc¢tu nenulovych prvkov. Na zaklade tychto vysledkov by
sme mohli urobif rozsiahlu analjzu efektivnosti ako je uvedené v [3].

V budtcnosti by na [2] mali byt dostupné data, s pomocou ktorych
bude mozné realizovat porovnévanie a testovanie algoritmov, pretoZe ana-
Iyza tychto tdajov sa uz uskutocnila.
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