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Uvod

Ocenovanie finan¢nych derivatov je v praxi ¢asto skimany problém. Existuje viacero
pristupov k ich rieseniu. Zakladom pre vic¢sinu metdd je Black-Scholesova parcidlna di-
ferencidlna rovnica. Tato rovnica bude vychodiskom aj v tejto praci. Jej odvodenie a
niektoré vysledky v ocenovani eurépskych call opcii priblizime v prvej kapitole. Nasim
ciefom je odvodit oceniovaciu rovnicu, v ktorej do ceny derivatu zahrnieme transakéné
néklady a riziko vyplyvajice z vlastnictva spominaného derivatu. V tejto praci nadvia-
zeme na model odvodeny M.Kratkom v praci [1], ktory sa ako prvy zaoberal s oboma
spominanymi faktormi. Uk4dZeme, Ze tento model je zavisly na volbe jednotiek.

V druhej kapitole navrhneme dve nové metddy zahrnutia rizika do ocenovania deri-
vatov a odvodime k nim prislichajice parcidlne diferencidlne rovnice. Do oboch modelov
zaradime aj transakcéné naklady a ukadzeme, ze takto navrhnuté modely budu invariantné
vzhladom na zmenu jednotiek.

V tretej kapitole sa zameriame na vlastnosti jedného z modelov, ktoré nam umoznia
v Stvrtej kapitole navrhnaf stabilni numerickti schému na rieSenie daného modelu a uka-
zeme, ze dana numerickd schéma ma podobné vlastnosti ako skiimany model. Nakoniec

uvedieme niektoré vysledky numerickej aproximacie hodnoty derivatov aktiv.

Dakujem svojmu vedticemu diplomovej prace RNDr. Danielovi Sevéovicovi, CSc. za

odborné vedenie a cenné rady, ktorymi mi pomohol k napisaniu tejto prace.



1 Klasické modely ocenovania derivatov aktiv

V prvej kapitole pripomenieme niektoré zakladné definicie, predpoklady a vztahy
medzi nimi. Dalej uvedieme zdkladny model ocefiovania derivatov, Black-Scholesovu par-
cidlnu diferencidlnu rovnicu a jej rieSenie pre niektoré derivaty. Uvedieme aj Lelandov
model predstavujuci rozsirenie Black-Scholesovho modelu o transakéné naklady. Podrob-

nejsie sa touto problematikou zaoberuji napr. prace [3] a [4].

1.1 Zakladné pojmy

Zakladnym pojmom v tedrii finanénych trhov je opcia. Opcia je pravo na ktpu alebo
predaj aktiva za vopred dohodnutt cenu. Eurdopska call opcia je kontrakt, v ktorom
kupujuci ziskava pravo, nie povinnost, kupit akciu v presne uréenom case (expiraény
¢as, ozna¢me T') za vopred dohodnutt cenu (expira¢na cena, oznac¢me E). Vypisovatel

. . . 7 . X ./ v /. v ’ . .
opcie je povinny vyhoviet kupujicemu, pri¢om za tato sluzbu dostane prémiu (cenu opcie)
v case podpisania kontraktu. Eurdpska call opcia ma v expirac¢nom case hodnotu zavisli
od ceny akcie S. Ak je vtedy cena akcie menSia ako expiraCné cena, tak vlastnik opcie

7’ . 7 4 Lt . v AV z X . LRV .
neuplatni svoje pravo kupit akciu za cenu E, pretoze méze ziskat akciu lacnejSie priamo
na trhu. V opa¢nom pripade, ked je cena akcie vicsia ako expiracné cena, tak vlastnik
opcie uplatnenim svojho prava a néaslednym predajom akcie na trhu ziska rozdiel medzi
cenou akcie a expirac¢nou cenou. Teda ak hodnotu eurdpskej call opcie v ¢ase expiracie

oznacime V,.(S,T) (t.j. value of european call), tak dostédvame
Vee = max(S — E,0). (1.1)

Eurdpska put opcia je kontrakt, v ktorom kupujici ziskava pravo, nie povinnost, pre-
dat akciu v presne uréenom case za vopred dohodnutt cenu. Vypisovatel opcie je po-
vinny vyhoviet druhej strane, pri¢om za tuto sluzbu dostane prémiu (cenu opcie) v ¢ase

podpisania kontraktu. Eurépska put opcia ma v expiracnom c¢ase hodnotu zavisla od ceny
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akcie S, ktora oznacime V,,(S,T),

Vep = max(E — S, 0).

Vec Vep

S S

Obr. 1: Payoff diagram pre eurépsku call opciu (vlavo) a pre eurépsku put opciu (vpravo).

1.2 Black-Scholesov model

Black-Scholesov model je vybudovany na zdklade velkého mnoZstva teoretickych
predpokladov, ktoré vyrazne zjednodusuji pohlad na realitu. Zakladnym predpo-
kladom Black-Scholesovho modelu je, ze akcia, na ktora je derivat vypisany, sleduje

log-normalny proces
dS = pSdt + oSdw, (1.2)

kde S je cena akcie, t je Cas, pu je oCakdvanad navratnost akcie, o je jej volatilita, dS
predstavuje zmenu ceny akcie za maly casovy okamzik dt a dw oznacuje zmenu Wiene-
rovho procesu za ¢as dt. Wienerov proces je spojity systém nahodnych premennych
{w(t),t > 0}, pre ktory plati:

1.  w(0)=0,

2. dw = ¢V/dt, pricom ¢ mé normalizované normalne rozdelenie,

3.  prirastky dw pre rdzne Casy st navzajom nezavislé.

Na odvodenie Black-Scholesovej formuly potrebujeme este Itéovu lemu.
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Lema 1.1 (Itéova lema)
Nech f(xz,t) je hladkd funkcia premennych x, t, pricom premennd x je rieSenim sto-

chastickej diferencidlnej rovnice
dx = p(z, t)dt + o(z,t)dw,

kde dw je diferencidal Wienerovho procesu. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany

vztahom

0 0 0 92
df = o(z, t)%dw - <a—{ + u(x,t)a—i - %&(m)a—gj) dt.

Poznamka: Pre diskrétnu verziu Itoovej lemy dostavame

0 0 0 92
Af=ol, t)a—iﬁw + <a—{ + u(x,t)a—i - %&(m)&%) At.

Ak predpokladdme, ze cena derivatu V' (S,t) je hladkou funkciou premennych S, t a
premennd S sleduje log-normélny proces, tak podla Itoovej lemy dostavame pre strednii

hodnotu zmeny ceny derivatu za c¢as dt stochasticku diferencialnu rovnicu

OV OV 1, 0V

Dalej vytvorime portfélio P pozostévajice z jedného derivatu a § akeii
P=V+6S.

Zmena hodnoty portfélia za maly ¢asovy interval dt, pricom dj = 0 (hovorime o takzva-

nych samofinancovanych stratégiach), je
dP = dV +4dS,

po dosadeni rovnice (1.3) dostavame stochastickt rovnicu pre portfélio

(
OV 1, 0PV v
dP—(at +50°8 852)dt+<853+55>d5.

Jediny ndhodny prvok v tejto stochastickej rovnici je dS, ktory vsak mézeme vhodnym

zvolenim ¢ vynulovat. To sa ndm podari, ak zvolime

ov

0= ——.
oS
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Potom pre zmenu hodnoty portdlia dostavame uz deterministicktl diferencidlnu rovnicu
v tvare
1 0?V

_ av 2 Q2

Pozndmka: Takyto sposob zaistovania portfélia sa nazyva spojity ¢ hedging, pri ktorom
musi investor spojite menit pocet akcii v portféliu. Zarovernn musia byt akcie dokonale

delitelné a musi existovat moznost vlastnit zaporné mnozstvo akcii (short position).

Aby na trhu nevznikol priestor pre arbitraz (bezrizikovy zisk bez vlastnenia penazi, ktory
je mozny len po kratku dobu, pretoze uc¢astnici trhu ho svojim vyuzivanim eliminujt), musi
byt prirastok portfélia rovny prirastku, ktory by sme ziskali investovanim do bezrizikového

dlhopisu, teda
dP = rPdt,

kde 7 je bezrizikovy trok dlhopisu. Nasledovnym dosadenim do (1.3) dostavame Black-

Scholesovu parcialnu diferencialnu rovnicu

oV 1 , ,0%V oV
2 4z _ - = 0. 1.
Y +20 S 552 T(V 8SS) 0 (1.5)

Priklad: Ak ma akcia sledujuca log-norméalne rozdelenie v ¢ase t hodnotu S = 0, tak
podla (1.2) sa prirastky ceny akcie nulové a preto bude dalej cena akcie stale nulova. To
znamena, ze uz v danom case ¢t pozname hodnotu, ktortt bude mat derivat v ¢ase expiracie
a preto sucasna hodnota derivatu pri cene akcie S = 0 musi byt bezrizikovym trokom

diskontovana hodnota, ktort nadobudne derivat v ¢ase expiracie, teda
V(0,t) = V(0,T)e "T0,

Potom pre eurdpsku call opciu dostavame
Vee(0,t) = 0.

Ak cena akcie rastie nad vsetky ohranicenia, tak cena call opcie je rovna cene akcie znizenej

o diskontovani expira¢nu cenu

Vee( S, 1) =S — BEe "™ ak S — oo.
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Tym sme definovali okrajové podmienky pre eurépsku call opciu, pricom este mame
koncovit podmienku (1.1). Pre eurdpsku call opciu existuje explicitné rieSenie Black-

Scholesovho modelu v tvare

Ve = SN(dy) — Ee "IN (dy), (1.6)
kde
In(S/E) + (r +02/2)(T —t)
dy = do=dy —ovVT —t
1 a\/ﬁ s 2 1—0
a

N(u) = %/ e 2y

Hodnotu eurdpskej put opcie v ¢ase expirdcie mozeme vypocitat pomocou takzvanej

put-call parity
S = Vee(S,T) 4+ Vo, (S, T) = E,

teda portfélio zlozené z jednej akcie, jednej put opcie a minus jednej call opcie méa v Case
expiracie hodnotu FE, nezavisle na cene akcie. Takze dané portfélio musi maf v kazdom

case hodnotu dlhopisu s nominalnou hodnotou F, vyplacanou v case expiracie a preto
Vip(S,t) = Be ™™D 1V, (S, ) — S.

1.3 Lelandov model

Moznost nakupovat a predévat lubovolné mnozstvo akcii za cenu S je jednym z pred-
pokladov Black-Scholesovho modelu, ktory nie je mozné na skutoénom trhu zabezpedit.
Preto predpokladdme, Ze na trhu moZzeme nakupovat akcie za cenu S, a predavat za

cenu Sy;q. Ako cenu akcie S oznac¢ime priemer cien Syg, a Spiq. Potom
Sask =S (1+C/2),
Sbid - S(l - 0/2),

kde C' reprezentuje konstantné percentualne naklady na predaj a kiipu jednej akcie. Teda

ak uvazujeme nakup alebo predaj akcie za cenu S, tak musime pocitat s dodato¢nymi
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nakladmi vo vyske —S jednotiek. Dalej predpokladdme, Ze cena akcie sleduje log-normalny

proces
dS = pSdt + oSdw.

Syntetizujeme derivat V' volbou portfélia zlozeného z 0 akcii a jedného bezrizikového
dlhopisu B s bezrizikovou mierou névratnosti r, pri¢om portfélio je zaistované samofinan-

covanou stratégiou. V case ¢ mame
‘/t == 5tSt + Bt.

Ak casovy interval medzi dvoma zaistovaniami portfélia oznacime At, tak pre zmenu

hodnoty portfélia od ¢asu t do t + At dostavame

C
Viear — Vi = 6(Siens — St) + (Bterm — B+ §|5t+At — Ot| St At

kde prvy ¢len pravej strany rovnice predstavuje zisk (resp. stratu) sposobeny zmenou ceny
akcie, druhy ¢len urok ziskany z dlhopisu a posledny ¢len predstavuje transakéné naklady
vyplyvajice zo zmeny poctu akcii v portféliu, teda stcin dodatoénych nakladov na nakup
alebo predaj jednej akcie a poc¢tu akcii, ktoré nakupujeme alebo preddvame. Tuto rovnost

modZeme prepisat do diferenéného tvaru

ov o 1 0?V C
—A 025? At = 0N BAt + —S|A
55 S+ (875 5052> t=0AS+r t—|—25| Jl,
pri¢om na ¢len AV sme aplikovali Itéovu lemu (1.1). Volbou poctu akcii v portféliu
ov
b= — 1.7
55 (1.7)
eliminujeme ¢len AS, avSak v rovnici stale ostane stochasticky ¢len AJ, teda
C o 1 0?V
BA A 0?5 At. 1.
rBAt + S |Ad| = < 8t S 557 ) t (1.8)

Podla (1.7) je mnozstvo akcii v portféliu funkciou aktualnej ceny akcie S a ¢asu, teda

aplikovanim Itdovej lemy dostavame

0V

aZ na Cleny rdadu At a mensie. Odvolanim sa na zdkon velkych ¢isiel a s prihliadnutim

na fakt, Ze pre o¢akévani hodnotu |Aw| plati

Bllowl =/ 2a¢,
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dostavame pre At — 0

0*V
052

0*V

052

El|Auw] = 30252

1 1 2 C
- Ao~ = 2 \/— At.
2C’S| 0| 2005 JAL t

Nasledovnym dosadenim do (1.8) ziskame Lelandov model na oceriovanie finanénych

derivatov v tvare

v o1, 0%V . (O*V \/5 C 1% B
a+§“5w<1 Slg“(w covai) TT\%as V) =0 ()

pricom sme do rovnice dosadili aj vztah

B =V —-4S.

Pozndmka: V nelinedrnych modeloch oceniovania derivatov zahrnujtcich transakéné na-
klady sa vo vSeobecnosti nedaju pouzit vysledky ako je napriklad put-call parita, ktora
je dosledkom linearity zakladného Black-Scholesovho modelu. Tato metéda vychadzala
z rozdelenia derivatu na dva subderivaty tak, aby v case expiracie davali spolu poza-
dovany derivat. Kazdy z tychto subderivatov sme potom syntetizovali samostatne, ¢im
mohol nastat pripad, Ze sme z jedného portfélia akcie predévali a do druhého sme akcie
nakupovali, pricom by postacovalo presunut akcie z jedného portfélia do druhého bez

toho, aby sme museli platif transakéné néklady.



2 Riziko zahrnujica metdéda ocenovania

V klasickych modeloch na ocenovanie finan¢énych derivatov sa stretavame s mnohymi
predpokladmi, ktoré viac, ¢i menej oddaluji samotny model od reality. Kazdy investor
na op¢nom trhu je vystaveny transakénym néakladom, ¢i uz vo forme poplatkov za ob-
chodovanie, alebo vo forme rozdielu v cene, za ktortt méze akciu predat, alebo kupit.
Napriek tomu sme sa v Black-Scholesovom modeli stretli s predpokladom o neexistencii
transakénych nékladov. Rovnako neexistuje na svete investor, ktory by mohol splnit dalsi
predpoklad Black-Scholesovho modelu, a to predpoklad o moznosti nepretrzitého hedgo-
vania portfélia, ani investor, ktory by bol schopny vytvorit bezrizikové portfélio. Teda
na skutoénom trhu investor snaziaci sa syntetizovat derivat vlastni rizikové portfélio a
preto by mal byt kompenzovany za riziko, ktorému sa drzanim tohto portfélia vystavuje.

V tejto kapitole priblizime Black-Scholesov model k realite zavedenim transakénych na-
kladov, s ktorymi sme sa uz stretli pri Lelandovom modeli. Navyse zavedieme diskrétny cas
hedgovania, ktory vsak vystavuje investora riziku, pretoze na rozdiel od Black-Scholesovho
modelu nebude mozné synteticky vytvorit bezrizikové portfélio. Preto do modelu zave-
dieme aj rizikovii prémiu, ktora predstavuje kompenzaciu za riziko, ktorému sa investor
drzbou stochastického portfélia vystavuje. Dalej sa budeme podrobnejsie zaoberat volbou

rizikovej prémie.

Zékladnym predpokladom je finan¢ny derivat vypisany na akciu S, nevyplacajicu

dividendy. Pricom akcia sleduje log-norméalny proces
dS = pSdt + oSdw,

kde p  predstavuje trend, teda stredni hodnotu relativnej zmeny ceny akcie
za cas dt,
o je standardnd odchylka relativnej zmeny ceny akcie a
dw je Wienerov proces, pricom dw = ¢v/dt , ¢ ~N(0,1),

teda ¢ mé normalizované norméalne rozdelenie.
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Standardnym postupom pri ocefiovani ostéva vytvorenie syntetického portfélia P z jed-
ného derivatu V a ¢ akcii S, teda P = V + §S. Aplikovanim diskrétnej verzie Itéovej
lemy 1.1 na hodnotu finan¢ného derivatu V' dostavame

B oV 1 5 20V oV
AP = AV 4008 = - Nt 4 30° 8¢ 5 Mt 4 5 +8 ) AS.

Ocakavané zmena hodnoty portfélia musi pokryt nérast hodnoty o bezrizikové ztroce-
nie, ako aj zarocenie o rizikovi prémiu, ktora kompenzuje investorovi riziko vyplyvajice
z vlastnenia stochastického portfélia. Narast hodnoty musi zaroven pokryt aj transakéné
naklady vyplyvajice z potreby hedgovania portfélia. Teda

_ OV L 0OV
AP = SEAL+ SPSMRS AL (V 4 35) AS

= rpeSAt+rPAt+ Rizikova premia.

V tomto momente nechavame rizikovii prémiu vo vSeobecnom tvare, pretoze neskor

sa budeme zaoberat niekolkymi modelmi zohladiiujicimi réznu volbu rizikovej prémie.

2.1 Transakéné naklady

V Black-Scholesovom modeli sme sa stretli s predpokladom, Ze investor moze predavat

a nakupovat Tubovolné mnozstvo akcii za cenu S. Na trhu je vSak cena, za ktort investor
nakupuje rozna od ceny, za ktortit moze akciu predat. Navyse musi investor platif rézne
poplatky (napr. provizie) spojené s nakupom a predajom akcii. Ozna¢me

C  transakéné naklady na jeden kontrakt,

Susk cenu, za ktort investor predava akcie,

Spiq cenu, za ktort investor nakupuje akcie.
Na trhu st transakéné naklady zavislé aj od poctu akeii, s ktorymi obchodujeme. V tomto
modeli predpokladame konstantné transakéné naklady vyplyvajice z rozdielu v cene na-

kupnej a predajnej ceny, potom je C' definované vztahom
Sbid - Sask =CS.

Pouzitd miera transakénych nakladov z Lelandovho modelu sa riadi vztahom

2
rrc = C\/;O‘S

ol
952

1

= (2.1)
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Pozndmka: Takto definované transakéné naklady zahfnaja iba naklady vyplyvajice z roz-
dielu v cene predaja a ndkupu akcii. Nato, aby sme rozsirili model o transakéné poplatky
vo vyske k% z ceny akcie staci uvazovat nové transakéné naklady na jeden kontrakt v tvare

C=C+Ek.

2.2 Prémia za vystavenie sa riziku

Ako by mal byt kompenzovany investor za nenulovt varianciu portfélia? Opatrne po-
vedané, ¢im je viicSia variancia portfdlia, tym by mala byt viicSia aj prémia za podstiipené
riziko. V tejto Casti uvedieme tri modely zohladmujice riziko v cene derivatu. Klasicky
RAPM model bol odvodeny v [1]. Dalej navrhneme dva modely s cielom ziskat metédu
ocenovania zohladnujicu riziko, ktora bude zaroven invariantné vzhladom na zmenu jed-

notiek.

RAPM-K model
Prvym modelom zohladiiujicim riziko bol model Milana Kratku publikovany v préci

[1], kde zvolil pre rizikovi prémiu tvar
E[AP] =rPAt+ (rre + rvar) At

kde

Var(AP)
TvAR = A—t’

pricom R predstavuje averziu k riziku daného investora a ry g je rizikova prémia poci-
tana v absolutnych jednotkach, ktorou mé byt investor kompenzovany za ¢as dt. Pozna-
menajme, ze transakéné naklady v takto zvolenom modeli nie su v sulade s Lelandovym
modelom. Navyse, ako neskor ukdzeme, tato volba rizikovej prémie sposobuje zavislost
modelu na zmene jednotiek, v ktorjch ohodnocujeme dant akciu a derivat. Model ozna-
¢ime RAPM-K.

’ , , o . v . . 2
Poznamka: Gréckym pismenom I' dalej oznacujeme funkciu gTZ.
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Variancia portfélia medzi dvomi zaistovacimi bodmi moze byt odhadnuté ako

Var(AP) = E[(AP— E[AP))]

_ v 1 22 2 ?
= E (<ﬁ+5)aSAw+§JSF(¢ 1)At>
_ l442 2 0_\/ ’ 2 @2

= 205FAt+ 0S+5 o=S*At

a rizikovil prémiu dostaneme v tvare

_l 4 Qa2 8_\/ 222
T’VAR—2RJSI‘At+R(aS—|—5 oS-,

SI-RAPM-P model
Z dovodu odstranenia spominanych nedostatkov uvazujeme model, ktory oznacime
ako SI-RAPM-P. Neskér ukazeme, Ze tento model je nezavisly na zmene jednotiek (scale

invariant). Pre stredntt hodnotu zmeny portfélia predpokladame tvar
E[AP] =rPAt+ T’VAR‘P|AT, + TTCSAt,

v ktorom 7y 4g predstavuje rizikovi prémiu, o ktort sa navysuje bezrizikovy trok ako kom-
penzacia za vystavenie sa riziku. Absolitna hodnota portfélia v rovnici je z dévodu, aby aj
v pripade portfélia so zapornou hodnotou predstavovalo ry 4z kompenzaciu za vystavenie
sa riziku. Investor vlastni takéto portfélio napriklad v pripade, ked sa snazi syntetizovat
call opciu. Teda rizikova prémia musi zvySovat hodnotu zaporného portfélia a preto musi

v takomto pripade zniZovat tirokova mieru portfélia.

Jednym z dovodov zavislosti modelu RAPM-K od volby jednotiek je aj volba rizikovej
prémie. Mozeme sa lahko presvedc¢it, Ze ak zmenime jednotky z kortin na haliere, tak rizi-
kova prémia RAPM-K modelu vzrastie az 10 000 nasobne. V nasom modeli predstavuje
rizikova prémia navysenie bezrizikového troku, teda predstavuje trok, ktory nemdze zavi-
sief od volby jednotiek. Nemozeme predsa ziadat, aby mal maf investor hodnotiaci svoje
portfélio v halieroch vicsiu rizikova prémiu, ako ten, ktory pocita v korunach. Preto je
rozumnejsie predpokladat, Ze rizikova prémia je funkiou relativnej zmeny hodnoty port-

félia a nie len samotnej hodnoty portfélia. V nasom modeli rizikovii prémiu odhadneme
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= P

Obr. 2: Priklad vplyvu rizikovej prémie na hodnotu deterministického portfélia (hrubsia
krivka) a bez prémie (tenka krivka).

linearnou funkciou variancie relativnej zmeny hodnoty portfélia, pricom konstantna zlozka
. 7’ v . ’ X v . . 7
je nulova, pretoze je rozumné predpokladat, ze s nulovou variancou investor nedostava

ziadnu rizikova prémiu. Teda
AP
Var (%)

=R ,
TVAR N

kde R je koeficient averzie k riziku. S rastiicou averziou k riziku pozaduje investor vicsiu
kompenzéciu za podstupované riziko. Rizikova prémia moze byt odvodend podobnym

postupom ako v predchadzajicom pripade a to v tvare

_R 4 Q412 R v 222
TVAR—ﬁUSPAt—Fﬁ(ﬁ—F(; o“5”.

SI-RAPM-S model

Alternativna volba rizikovej prémie je

Var (AL
TVAR = R—aTA(tS ) ;

kde ¢len % predstavuje pocet akcii, ktoré sme ziskali (stratili) prave vdaka ndhodnému
riancou tohoto ¢lenu. Aj v tomto modeli predstavuje R averziu investora k riziku. Model
ozna¢ime ako (SI-RAPM-S). KedZze 7y 4r v tomto modeli predstavuje pocet akeii, ktorymi
by mal byt investor kompenzovany, tak by mal za ¢as dt dostat ry 4zSdt v petiaznych jed-

notkach a preto pre stredni hodnotu portfélia predpokladdme tvar

E[AP] =rPAt + TVARSAt + TTc;SAt.
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Rizikovil prémiu odvodime podobne ako v modeli RAPM-K a to v tvare

_1 4 Q212 2 ov ?
’/’VAR—§RO'SFAt+RO' %4—5 .

2.3 Optimalna hedgovacia stratégia

Investor obchodujtci na trhu v konkurenc¢nom prostredi je prave konkurenciou niteny
pouzivat stratégiu, ktord mu zabezpeéi miniméalnu cenu, za ktort je schopny syntetizovat
derivat. Ak investor zvoli ¢as hedgovania blizky nule, minimalizuje tym riziko vyplyva-
juce z vlastnenia stochastického portfélia, ale netimerne tym zvysi transakéné naklady.
Na druhej strane, ak investor minimalizuje transakéné naklady, tak narasta riziko z vlast-

. /71 . v . 9 . /1 ’ . . . ¥ /v
nenia portfélia. Teda investor volbou ¢asu zaistovania portfélia musi minimalizovat stcet
rizikovej prémie a transakénych nakladov. DalSie znizenie tohto suc¢tu dosiahne investor

v uvedenych modeloch pomocou ¢ hedgingu.

RAPM-K model

Ak predpokladdme konkurenc¢né prostredie, tak investor musi minimalizovat hodnotu
derivatu. V modeli RAPM-K to investor dosiahne volbou ¢asu zaistovania tak, Ze mini-

malizuje sucet rizikovej prémie a transakénych nakladov

1% 2 1 2 C

r +rpe=R|—=—= +6| 029* + ZRo*S T2 At + \/j— I'|oS. 2.2
van e = R (G5 +0) ¥4 5 21T 2.2)
Na néjdenie optimélneho hedgovacieho ¢asu postacuje polozit deriviciu vyrazu (2.2),

chapaného ako funkciu At, rovnd nule a dostaneme optimalny hedgovaci prirastok ¢asu
3
k2 C /2
ANt = ———— | k=1 —=1/—
0252 | T |3 RV m

Désledok 2.1 Optimdlnu hedgovaciu stratégiu moZeme interpretovat tak, Ze pri kazZdej
zmene akcie o prirastok

AS ~ +0S\/At = +08 skr = £k|| 73

oS|I

je nutné pristipit k hedgovaniu portfolia.
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SI-RAPM-P model
Ak predpokladdme konkurenéni hedgovaciu stratégiu, ktort investor v modeli
SI-RAPM-P dosahuje volbou ¢asu zaistovania portfélia, tak hladame prirastok ¢asu, ktory

minimalizuje hodnotu portfélia, teda minimalizujeme ¢len

rP + TVAR‘P| —+ TTcs

R [0V 2 R 2 C
=rP+— == +6) o*S*+ == 'S T At \ﬁ— r 2, 2.3
r —|—‘P|(85+)O’S +2‘P|aS /- _At| | oS (2.3)

Na najdenie optimalneho hedgovacieho ¢asu opéft postacuje polozit derivaciu vyrazu (2.3),

chapaného ako funkciu At, rovnd nule a dostaneme optimalny hedgovaci prirastok ¢asu
k2 [ |P| \3 c 7\
At = — L , E=1|—=1/—
o \ ST RV 7

Désledok 2.2 Zmeny v modeli ovplyvnia aj hedgovaciu stratégiu, ktori moZeme inter-

pretovat tak, Ze pri kaZdej zmene akcie o

~ _ P
AS ~ £05\/Dt = £kS (S2IFI

je nutné pristiupit k hedgovaniu portfolia.

W=

SI-RAPM-S model
Konkurenc¢né prostredie v modeli SI-RAPM-S znamena minimalizaciu hodnoty port-
félia volbou ¢asu zaistovania. Teda investor musi volbou ¢asu zaistovania portfélia mini-

malizovaf ¢len
oV 2 1 2 C

rvarS +rreS=R| == +9 0‘253—|——R0‘453F2At—|—\/j—_ I'|oS% (24
van +rres = 1 (Ge +6) o%5% 4 2o ITlos (24)
Na najdenie optimalneho hedgovacieho ¢asu opét postacuje polozit derivaciu vyrazu (2.4),

chapaného ako funkciu At, rovnd nule a dostaneme optimalny hedgovaci prirastok ¢asu

2 S il‘?
o?|ST|3 RV
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Désledok 2.3 Optimdlnu hedgovaciu stratégiu moZeme interpretovat tak, Ze pri kazdej

zmene akcie o

2\ 3
AS ~ +oSv/ A\t = £k (S—)

I

je nutné pristipit k zaisteniu portfolia.

2.4 Rovnica RAPM modelu

Ocenovaciu rovnicu daného modelu ziskame dosadenim optimélneho hedgovacieho
¢asu do rizikovej prémie, do transakénych nakladov a nasledovnym dosadenim riziko-
vej prémie a transakcénych nakladov do rovnice pre ocakavani zmenu hodnoty portfélia.
Pre najdenie riesenia tychto rovnic potrebujeme eSte pociatocné a okrajové podmienky.
Tieto st totozné s tymi, ktoré sme uvazovali v zakladnom Black-Scholesovom modeli.

Takze pre model RAPM-K dostdavame ocenovaciu rovnicu v tvare

w1, sty [ OV
E+§JSF<1—3R/€P3>—T(V %S). (2.5)

Podobne pre model SI-RAPM-P odvodime ocenovaciu rovnicu

Vo1, ,( s \® oV

A I 2 - ~ 2 5). 9.

o +205 3Rk <|V—S% r|V 55 (2.6)
A pre model SI-RAPM-S ziskame oceriovaciu rovnicu

ov. 1 5 4 9 1y ov

Poznamka: V tejto praci oznacujeme trefou odmocninou funkciu definovant ako

x3 = |z|3sign(z).

2.5 Skéalova invariantnost modelu

V tejto Casti ukdzeme zavislost, ¢i nezavislost jednotlivych modelov, reprezentova-
nych ocenovacimi parcidlnymi diferenciadlnymi rovnicami, na zmene jednotiek, v ktorych
ohodnocujeme finan¢ény derivat. Nezavislost ocenovania vzhladom na zmenu jednotiek
predstavuje dolezitt vlastnost modelu, pretoZze hodnota derivatu nemoze zavisiet na tom,

¢i cenu akcie uvadzame v halieroch, v korunach, alebo v desiatkach kortun.
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Oznacme cenu akcie v inych jednotkach S , pricom S = kS , kde K predstavuje pomer
medzi novymi a pévodnymi jednotkami. Potom cena derivatu v novych jednotkéch musi

byt V(S,t) = kV(S,t). Pre takéto oznacenie dostavame derivovanim

V(S,t)  AV(S,t)
T = K (2.8)
avV(S,t)  aV(S,1)

e (2.9)
k(S 1) = D(S,1). (2.10)

Vztah medzi hodnotou portfélia pred a po zmene jednotiek dostavame priamo zo vzta-

hov (2.8) az (2.10)

AV (S, t) ~

P(S,t) =V(S,t) — 5

EAACILN - <V(s £) — 8V8(§’t)S>IHP(S,t). (2.11)

Skélov4 invariantnost modelu znamend, ze ak V (S, t) je rieSenim prislusnej ocetiova-
cej rovnice, tak aj ‘7(§ ,t), definované v (2.8), vyhovuje tejto rovnici. Teda ak hodnota
derivatu je rieSenim ocenovacej rovnice, tak aj hodnota derivatu po zmene jednotiek je

opéif jej rieSenim.

Veta 2.1 Model RAPM-K, reprezentovany oceniovacou rovnicou (2.5), je zdvisly

na zmene jednotiek, v ktorych ohodnocujeme derivdt a akciu.

Dékaz: Nech V (S, t) je riesenim ocefiovacej rovnice (2.5) a V (S, t) definované v (2.8)
je taktiez rieSenim, potom po dosadeni vztahov (2.8) az (2.10) do ocefovacej rovnice
pre V dostévame

WV 1 sqp 2, ~iri WV .\ _
<8t+05 ( _ 3RI%k F)—r(V— 5))_

Po vydeleni s k a od¢itani ocefiovacej rovnice pre V(S,t) dostaneme
BRRT (1 r75) =0,

Vzhladom na nenulovost I' = 832 je tato rovnica splnend len pre trividlne skalovanie
k = 1. To je ale v spore s poziadavkou na invariantost modelu pre lubovolné gkalovanie,

teda aj pre k # 1. O
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Veta 2.2 Model SI-RAPM-S, reprezentovany ocerniovacou rovnicou (2.7) je nezavisly

na zmene jednotiek, v ktorych ohodnocujeme derivdt a akciu.

Dokaz: Nech V(S,t) je rieSenim ocetiovacej rovnice (2.7), potom dosadenim vztahov

(2.8) az (2.11) do ocetiovacej rovnice pre V' dostaneme

B ov 1 , 4 9 1
0 = E+§USF<1—3RI<: (sr)3)—rp
_ N
L LS 1_3%2(5 p> P
Kk Ot K2 K K

x| =

(%‘: L2gep (1—3Rk;2 <§f)3’)—r15>,

¢o predstavuje ocenovaciu rovnicu pre \7, preto aj 17(5 ,t) je rieSenim rovnice (2.7). Teda

ocenovacia rovnica je skalovo invariantna. 0

Veta 2.3 Model SI-RAPM-P, reprezentovany ocerovacou rovnicou (2.6) je nezdvisly

na zmene jednotiek, v ktorych ohodnocujeme derivdt a akciu.

Dokaz: Dokaz vety je analogicky ako dokaz predchadzajtcej vety. O



3 Vlastnosti SI-RAPM-S modelu

V tejto kapitole sa zameriame na vlastnosti a spravanie sa rieSenia modelov zahr-
nujucich riziko. V naSej analyze sa konkrétne budeme zaoberat modelom SI-RAPM-S,
reprezentovanym ocetiovacou rovnicou (2.7). Postup, ktory uvedieme, sa da aplikovat aj
na ostatné RAPM modely, avsak vedie k podstatne zlozZitej$im tloham, pricom ich vysle-

dok neposkytuje novy pohlad, ani vysvetlenia v oblasti oceriovania derivatov.

3.1 Nelinearny parabolicky operator

Pri odvodeni vlastnosti modelu potrebujeme niektoré definicie a vety z oblasti neline-

arnych parabolickych operatorov. Nasledujtce definicie a vety st prevzaté z [2].

Definicia 3.1 Uvazujme nelinedrny diferencidlny operdtor

0% ) ou

Lul=F (m,t,u(m,t), %(m,t),@(x,t) — a(:c,t). (3.1)

Funkciu F(x,t,u,p,r) vystupujicu v (3.1) nazgvame eliptickou vzhladom na funkciu
u(z,t) v danom bode (x,t), ak je spojite diferencovatelnou funkciou svojich premennych

a navyse plati

oF
E(Jf, t,u,p, T) > O,

kde pouZivame oznacenie p = % ar= %. Hovorime, Ze F je eliptickd na oblasti F, ak
je eliptickou funkciou v kaZdom bode oblasti E. Dalej hovorime, Ze nelinedrny operdtor

definovany v (3.1) je parabolicky prdve vtedy, ked F je eliptickd.

Veta 3.1 (Princip mazima a porovndvania rieseni [2, Veta 12])
Nech D je interval, D C R, a nech E = D x (0,T]. Predpokladajme, Ze u je riesenie

L(u) = f(x,t) v oblasti E spliajice pociatocné a okrajové podmienky

u(z,0) = gi(z) v D,
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u(z,t) = ga2(x,t) na 0D x (0,7T).

Dalej predpokladdme, Ze funkcie z a Z splriaji nerovnost
LZ) < f(z,t) < L[z] v E,

a L je parabolickd vzhladom na funkcie Ou+ (1 —0)z a Qu+ (1 —0)Z pre 0 <0 < 1. Ak
2(2,0) < g1(z) < Z(2,0) v D, 2z<gy<ZnadD x(0,T),

potom z(z,t) < wu(x,t) < Z(x,t) v E.

3.2 Model SI-RAPM-S ako nelinearny parabolicky operator

V predchadzajtcej kapitole sme odvodili parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre hodnotu
finan¢ného derivatu zahriujicu riziko v tvare variancie poctu ziskanych (stratenych) ak-
cii z dévodu rizikovosti portfélia. Ocenovaciu rovnicu SI-RAPM-S modelu (2.7) mdzeme

prepisat do tvaru L[V] = 0, kde

B v v\ oV
L[V]:F<Svt7v7%7852) _'_Eu
pricom
v v\ 1, ,0°V 82V 3 oV
Fstv. 20 20 ) = 252522 (1 _3pi2 (522 ) — _ 2 ).
(S”V’85’852) 205852< Sk <5852)) T<V 855)

Néjst hodnotu derivatu znamena najst funkciu V/(S,t) spliiajicu koncové podmienky

a vyhovujiicu ocefiovacej rovnici (2.7). Ulohu mézeme jednoduchou zdmenou premennych

7 =T —t previest na nelinearnu parabolickt tlohu L[V] = 0 s poc¢iato¢nou podmienkou,
kde

ov 02V ov

LV]=F (S,T—T,V, 75" W) ~ 5

teda na tlohu v tvare, ktory potrebujeme na aplikovanie Vety 3.1. Podla definicie 3.1 je

L[V] parabolickym operatorom prave vtedy, ked

8F_1 22 2 3
o =508 (1—4Rk: (SF)3)>O,
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teda ak
1 3
ST < (4Rk2) )

Ako vidime délezity vplyv na vlastnosti rieSenia ma prave ¢len ST, ktorého spravanie

budeme dalej skiimat. Ozna¢me G = ST. Po zderivovani ocetiovacej rovnice (2.7) podla

ceny akcie dostavame

2
0 = 82(1 25G< 3R/<2G%) <V—8—VS) aV)

oS oS or
1, 9 41 oG 0?G 8G ar
= —o2(1-4 3 = = = 2
27 ( RkG)( o5 "%952) "5 " ar (3:2)
Nasledovnym prenasobenim s cenou akcie S a dosadenim vztahu
oG 0 ar
or  or o- o) = SE

do rovnice (3.2) ziskame parcialnu diferencialnu rovnicu pre funkciu G = ST'(S, 7) v tvare

2
oG 8G)_T58G oG o, (3.3)

2
+5 25 or

%a2 (1 - 4Rk2G%) (2585 o

ktora je parabolickou diferencidlnou rovnicou prave vtedy, ked

1 3
SI' =G < (4Rk:2) )

Désledok 3.1 Nech G(S, 1) je rieSenim (3.3) a nech existuje 1y také, Ze

1 3
G(SaTO) <a< <4Rk’2) )

potom pre kaZdé T > 1y je taktieZ G(S,7T) < a, pretoZe G = const je riesenim (3.3) a teda

mozZeme pouZit Vetu 3.1.

Désledok 3.2 Nech V(S, 1) je riesenim rovnice (2.7), pricom ezistuje Ty také, Ze

RV 1\°
G(S, 7'0) = 5852 (S 7'0) <m) y

potom pre T > Ty predstavuje oceriovacia rovnica (2.7) parabolicki parcidlnu diferencidlnu

rovnicu a teda mozeme aplikovat Vetu 3.1 (princip mazima a porovndvania riesent).
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Pozndmka: Riesenie V (S, 7) rovnice (2.7) spliiajice nerovnost

O*V 1\°
G(S,m) = S@(S’ ) < a< (4Rk2)

je napriklad funkcia V' (S,7) = ce™"", ak ¢ < a.

Poznamenajme, Ze s vynimkou vyssie spomenutého dlhopisu, ziaden bezny derivat

nesplna pozadovani podmienku

1 \?
SI'<a< <4Rk2)

ani na pociatku, ani v ¢ase blizkom k expiracii. Na odstranenie tohto problému nahradime

model SI-RAPM-S v ¢ase blizkom c¢asu expiracie Black-Scholesovym modelom, vlastnosti
ktorého nam zabezpedcia pokles ¢lenu ST pod Iubovolnt konstantu a moznost pokracovat
s modelom SI-RAPM-S. Tato zmena v modeli spésobi zmenu spravania sa investora v ¢ase

blizkom expiracie, ktort je mozné pozorovat aj na readlnom trhu.

Definicia 3.2 Definujme cas prepinania modelu ako ¢as Tgpiren taky, Ze pre rieSenie zd-

kladného Black-Scholesovho modelu V (S, 7) a pre S > 0 plati

0*V 1—¢\°
SW (S, Tswitch) S (4Rk2) 5
pre dostatocne malé € > 0.

Teda nakoniec dostévame model

1, 0%V o2V \ 5 oV v

kde spojitd, rastuca funkcia m(7) reprezentuje sposob zmeny ocenovania. Pri¢om pre

nejaké v > 0 plati

_ O pre T S Tswitch
m(7) = { 3RE? pre T > Tewiten +V (3.5)

Teda na intervale [0, Tyicn] uvazujeme Black-Scholesov model, ktory od ¢asu Teyien + vV
plynule nahradime modelom SI-RAPM-S. V praktickej analyze postacuje uvazovat sko-
kovita funkciu m(7) s v = 0, pri¢om hlavna zmena je v nespojitosti parcidlnej derivacie

rieSenia podla ¢asu v bode Tyuiten-
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Dosledok 3.3 Ak hodnota derivdtu v case expirdcie je ohranicend, teda
a<V(S,T)<b,
potom hodnota derivdtu ziskand rieSenim nami navrhovaného modelu bude splriat

ae’t <V(S,t) < bel

Priklad: Pre eurépsku call, ale aj put opciu ziskame derivovanim vztahu (1.6) podla ceny
akcie rovnicu pre ST
1 1
— _N(d) < ————
o/ 2m(T —t) (@) < o/ 2m(T —t)

a teda Cas prepinania modelu je v okamihu ked 7 = Touisen,

1 (4Rk2)6
Tswitch = 5 o .

ST,, = ST, =

2ro2 \ 1 —¢

R| C | o e | Teiwten 100

0.6 | 1% | 0.3 {0.05 14.38
0.6 | 1% | 0.3 | 0.01 11.23
0.6 1% | 0.5 ]0.05 5.18
0.6 | 1% | 0.5 | 0.01 4.04

0.6 | 2% | 0.3 | 0.05 230.02
0.6 | 2% | 0.3 ]0.01 179.60
0.6 | 2% | 0.5 {0.05 82.81
0.6 | 2% | 0.5 ]0.01 64.65

Tabulka 1: Priklady ¢asu prepinania modelu pre eurdpske put a call opcie s réznymi
parametrami



4 Numericka analyza SI-RAPM-S modelu

V tejto kapitole navrhneme metddu na numericky vypocet hodnoty derivatu. Pred-
pokladame, Ze derivat vyhovuje ocetiovacej rovnici (3.4). Kedze podla tohto modelu cena
derivatu medzi prepinacim a expiracnym c¢asom vyhovuje Black-Scholesovmu modelu,
ktorého rieSenie na [0, Teywiten] vieme néjst v explicitnom tvare a navySe vlastnostami
jeho numerickej aproximécie sa zaoberd napriklad praca [5], tak sa zameriame iba na
¢as T > Tewiten. Leda pouzijeme transformaciu 7 = T — Typiren — t. Pociatoéni podmienku
pre 7 = 0 ziskame rieSenim Black-Scholesovej diferencidlnej rovnice, t.j. vypocitanim

VBS(57 T — Tswitch)'

4.1 Taylorov polyném

Definicia 4.1 Nech o € R a f(x) € R pre z patriace otvorenému okoliu bodu o
(tj. x € O(a)) a zdroven f(x) md v bode a deriviciu aZ do rddu n, potom polynom

definovany vztahom

of(a)
or

(x —a)+ ...+ 19"/ ()

T(a) = fla) + Sy

nazyvame Taylorov polyném.

Veta 4.1 Nech a« € R a f(z) € R pre x € O(a) a zdroveri f(x) md v bode o derivdciu
aZ do rddu n. Dalej nech P,(z) je polyndm rddu n, potom existuje také okolie bodu c,

oznacme O(a), Ze pre vietky x € O(a)
Tn(x) = f(2)] < |Pafz) = f(2)].

Teda Taylorov polyném predstavuje najlepsiu moznu lokalnu aproximéaciu hladkej funkcie

polynémom stupna n.
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4.2 Numericka schéma

Na numerické rieSenie pouzijeme tzv. metédu sieti, kde dant oblast pokryjeme de-
lenim (siefou), pricom celé rieSenie odhadneme iba v uzloch delenia. Parcidlne derivacie
aproximujeme konec¢nymi diferenciami.

Priestorovy interval [Syin, Smaz] rozdelime rovnomerne na n+ 1 deliacich intervalov s kro-

kom h = S’"“fl—jrf”", pricom deliace body oznaéime S;, i =0,1,...,n + 1.

Casovy interval [0,T] rozdelime podobne na m deliacich intervalov s krokom [ = %,

s oznaCenim deliacich bodov 7;, j = 0,1,...,m, ¢im ziskame spominant sief s uzlami

v bodoch (S;,7;), i=0,1,..,n+1, j=0,1,...,m.

Rozvinme funkciu V(S;, 7) do Taylorovho polynému prvého radu v bode 7;, teda

V(s ~ V(S ) + DD

po dosadeni 7 = 7;_; dostavame aproximéciu derivicie podla ¢asu pomocou spétnej
diferencie
oV (Si,m) _ VI(Si7) =V(Si,7j-1) _ V(Si,7j) = V(S 7j-1)
8’7’ Ty — Tj—1 { )

Pre aproximéciu derivacie podla ceny akcie rozvinieme funkciu V(S,7;) do Taylorovho

polynému druhého radu v bode 5;, t.j.

oV (S;, 1) 10?V(S;, ;)

V(Si_l, 7']') ~ V(SZ, 7']') + T](Si_l — SZ) + QTj(SZ_l — SZ')2, (41)
aV(SZ',T' 102‘/ ShT'

V(Si-i-la 7']') ~ V(SZ, 7']') + TJ)(SH-I — SZ) + 5%(514_1 — 52)2 (42)

Po od¢itani rovnice (4.1) od rovnice (4.2) dostavame aproximdciu prvej derivicie podla
ceny akcie v tvare centralnej diferencie

8V(Si,7j) ~ V(Si+1,Tj) - V(Si_l,Tj) o V(SZ‘_H,T]') - V(Si_l,Tj)

os Sii1 — Sii1 2h

S¢itanim rovnic (4.1) a (4.2) dostaneme aproximéciu druhej derivacie podla ceny akcie,
ktorti budeme oznacovat ako I

Fj . 82V(Si,7'j) ~ V(Si_l,Tj) — 2V(Si,7'j) + V(SZ‘_H,T]')
a8 T h2

Pre jednoduchost zapisu budeme pouzivat zapis V (S;, ;) = Vij .
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Pri numerickych vypoctoch pozname hodnoty funkcie na pociatocnom ¢asovom reze
a na okraji uvazovaného priestorového delenia, na ich zéklade spoc¢itame hodnoty na na-
sledujicom ¢asovom reze. Jednoduchou numerickou schémou na vypocet hodnoty funkcie
je nahradenie parcidlnych derivacii ich aproximaciami v tvare kone¢nych diferencii, pri-

¢om nelinearnu cast nahradime konecénymi diferenciami na zndmom ¢asovom reze, teda

dostavame
1, Vi, =2V + V) 101
0 = S (1 () (5T}
A 7 v v/ — vt
i 4]_ 1—1 +1 . i 7 )
7’<VZ S oh ) l : (4.3)

Veta 4.2 Nech existujii konstanty a,b € R také, Ze pre pociatocni podmienku plati
a<V2<bprei=0,1,.,n, okrajové podmienky splriaji pre vietky j

b
(14 rl)I

0y Y € <
(L7l = % = (L+rl)d " (147l —

J
Vn-i—l S

1

a nech pre riesenie numerickej schémy (4.3) plati ST = G < o < 5.

Potom existuge h,, také, Ze pre riesenie ziskané numerickou schémou (4.3) s priestorovgm
krokom h < h,, plati

a ; b ,
<V < ———mbe "V
(1+rl)7 = = (1+7rl) <

ae—rl] ~

pre 7=0,1,...m a 1=1,2,...,n.

V predchadzajtcej kapitole sme ukazali, ze predpoklad Vety 4.2, t.j. G < (F1k2)3, riesenie
ocetiovacej rovnice (3.4) splita. Tto podmienku viak numerickou schémou (4.3) nie sme
schopny zabezpecit. Dokaz tejto vety neuvedieme, pretoZe v nasledujicej casti odvodime

schému, ktora zabezpeci splnenie problematického predpokladu Vety 4.2.
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4.3 Alternativna numericka schéma

V predchéadzajtcej kapitole sme ukazali, ze ¢len ST' vyrazne vplyva na spravanie sa
rieSenia. Pre zistenie jeho vlastnosti sme odvodili parcidlnu diferencidlnu rovnicu (3.3)
pre G = ST'. Vo Vete 4.2 sme ukazali, Ze tento ¢len zohrava dolezita ulohu aj v nume-
rickej analyze modelu. Preto uvazujeme pre G samostatni numericktl schému, odvodent

z diferencialnej rovnice (3.3)

oS 052 s or

Prvym krokom je logaritmické transformacia premennej S, teda ozna¢me novi funkciu

2
102 (1 _ 4R/{;2gé> <258_G + 528_G) _ Tga_G _9G _ 0.
2
G(S,7) = H(z,7), (4.4)

kde z = In(S). Postupnym derivovanim funkcie podla jej premennych dostavame

oG OH

S%(Sv 7_) = %(ZE,T), (45)
0*°G O*H o0H

S2w(5, T) = W(%T) - %(%7)7 (4.6)

Pism = D) (4.7

pricom plati
VS >0 G(S,7) <k <= VreR H(z,7)<k.

Dosadenim vztahov (4.4) az (4.7) do rovnice (3.3) ziskame

1, 21\ (OPH | OH OH 0OH
f@f““@(w+a'”%‘a‘“

Numerickt schému uvazujeme az pre takto transformovani rovnicu, pricom rozdelenie

priestorového intervalu [Syuin, Smaz] je ekvivalentné s rozdelenim transformovaného pries-
torového intervalu [Ziin, Tmaz], kde Tmin = In(Smin) & Tmaz = I(Spmaz). Rovnako, ako
pri predchadzajicej numerickej schéme nahradime derivacie ich aproximaciami pomocou
kone¢nych diferencii. Nelinearnu ¢ast rovnice odhadneme tdajmi z predchadzajtceho ca-
sového rezu, potom pre ¢len GG dostavame nasledovni numerickii schému

0 — %0,2 (1 B 4Rk2(Hf_1)§) <Hij—1 - 2}1;3 +H,, n Hz?}12_hHg—1>
Hl, - L, -

2h l ’

s pociatocnou podmienkou H a okrajovymi podmienkami H} a H;_,.

-Tr

(4.8)
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Veta 4.3 Nech 1 > € > 0 a existuju konstanty a,b < (411;;2)3 take, Ze pre i = 0,1,...,n
plati a < H? < b a zdrovern pre j = 0,1,...,m plati a < Hg <b,a< Hi+1 < b (teda
pociatocné, aj okrajové podmienky si ohranicené).

Potom pre riesenie ziskané numerickou schému (4.8) s priestorovym krokom

202¢

h <hy, = >
2|r| + o2 (1 — 4Rk2a§)

plati:
a<H <b, pre j=0,1,...m a i=12,..n.

Dokaz: Dokaz uvedieme pomocou matematickej indukcie. Pre j = 0 je veta trividlne

splnena na zaklade jej predpokladov. Nech veta plati pre j — 1. Ozna¢me

N =1—4RK*(HI )3,

7

Pre takéto oznacenie dostavame

: . 1—¢
N =1—4RK*(H/™")5 > 1 — 4RK?5 > 1 — ARK’ —e.
% ( A )3 = Pz 4Rk2 €
Dalej preusporiadame numericki schému na tvar
) ) ) /1 ] 1 . l
H =g ! H  —H)Y ([ Z02N— — 22N — 4+ r—
7 7 + ( i—1 z) (20 )\z h2 20 )\z 2h +r2h
; al L1 - l
Hl —H) (z0°N =+ 20N — —r— . 4.9
+ ( i+1 2)(20 2h2+20 P9k T2h ( )

Nech sa maximum na ¢asovom reze j nadobuda v uzle k. Ak k = 0, alebo kK =n + 1, tak

priamo z predpokladu na ohranic¢enie okrajovych podmienok dostavame
HZJ < max(H’) = Hg <b.

Teda nech sa maximum nadobtda vo vnitornom bode uvazovaného delenia, potom

HJ_, — H] <0,
Hiﬂ - HIZ <0.

Ak navyse plati

2 2
207\ O A+ 27“h > 0, (4.10)
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2(72)\4‘i + 02)\]-i — 2rl

RS .
I I 20, (4.11)

tak vzhladom na (4.9) dostavame
H! <max(H’) = H] < H ™" <b.

Podmienky (4.10) a (4.11) st splnené, ak

202\
~|2r — 2N
pricom
202\ 202\ 20%

- hmv

2 =] = 2+ PN 2+ 02 (1 4R )

teda pre h < h,, st splnené. Analogicky mozeme dokazaf aj platnost nerovnosti a < H?

na ¢asovomo reze j. 0

Teda pre ¢len H(In(S),7) = G(S5,7) = ST sme navrhli takd numerickd schému, pre
ktoru plati

vz?] mkin G(Sk77—0) < G(SmTy) < m?X(G(SvaO))a

za predpokladu, Ze na pociato¢nom casovom reze plati

max(G(Sk, 7)) < Loc)s
fTWIR T =\ YRz )

Pripomenime, Ze prave takato vlastnost sme potrebovali na zabezpecenie predpokladov
vety maxima pre numerickii schému (4.3), ktora teraz upravime tak, Ze v nelinedirnom
&lene z predchédzajiceho asového rezu 1 — 4RE2(S;1?1)3 nahradime cast ST rieSenim
numerickej schémy (4.8), ktoré oznacime ako GG. Teda chceme navrhntit numerickt schému

pre rovnicu

1, 282V< 9 ;) oV oV
- e ]_ _— _— _— —_—— = .
205 532 3RE*G's r{V 855 57 0
Opét pristapime k logaritmickej transformdacii premennych x = In(S) a oznacime

U(z,7) = V(S,7), potom pre U ziskame rovnicu v tvare

1, (U oU - U\ U
27 (axz_ax)(l_?’RkH)_r Vo) o 7Y
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Nahradenim parcidlnych derivacii ich aproximéaciami v tvare konecnych diferencii dosta-

neme

_ L, 20779\ UL, =20} + U}, Ul — UL,
0 = 5o (1 3REX(HY) )( - -

. (U?- Ul - Uz_1> ) (Uf - Uz*)
! h l '

Ak oznacime N = 1 — 3Rk*(H/)3, tak dostaneme kone¢nti numericki schému

; - ; 1 - 1 .
2 2 2
(1, 1,1 -
Pri oznaceni
= 1 l 2)\jl
a; = tri+o iﬁ?
b=y A"h2+<r 27N ) o
; 1 - 1 AN
d = ——?N— —(r—202N | —
Z 27 M2 <T 27 ) on
mozeme pouzit maticovy zapis
aj ¢ 0 0 0 Ul Ui~ - bUg
b a & .. 0 U Uyt
0 v o . i upo|_ | u
0;_2 '0 : _ : -
0 0 .. by apy Gy Urj%—l Urj%—l .y
0 0 ... 0 ¥ a U; Uit = U

Veta 4.4 Nech 1 > € > 0 a existuju konstanty c,d € R také, Ze pre pociatocni podmienku
plati ¢ <U? < d pre i =0, 1,..,n, okrajové podmienky splriaji

C : d c . d
—C _<Ui< <UI,, < —"
(147rl) — bo < (1+r)7 " (1+7rl)7 — Unir < (14 rl)i

pre 7 =0,..,m a nech su splnené predpoklady Vety 4.5.

Potom pre riesenie ziskané numerickou schémou (4.12) s priestorovym krokom

2
L < 20 <h.

1

2| 4 02 <1 — RK? min (4&5,361%))
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plati
c ; d

Ty ———— < U < ——— ~de"
Uy T S ey T

pre 3 =0,1,...m a 1=1,2,...,n.

Dokaz: Dokaz uvedieme opif pomocou matematickej indukcie. Pre j = 0 je veta trivialne

splnenda. Nech veta plati pre j — 1, podla Vety 4.3 dostavame

X =1—3RK*(H!)5 >e.

7

Dalej preusporiadame numericki schému na tvar

. . . /1 ] 1 ] [
14+ DU =it I UN 2PN — 4+ 0PN — —r—
( +T)Uz Uz + (Uz—l Uz)<20 zh2+20 z2h TZh)
. (1,1, [
) U 20PN — — —o N — —
+ (U, -1U)) <20 A 72 50 A o7 +r2h) :

Nech sa maximum na ¢asovom reze j nadobuda v uzle k. Ak k£ = 0, alebo k =n + 1, tak
priamo z predpokladu na ohranic¢enie okrajovych podmienok dostdvame

d

J < N=U) < ——
U; _msaX(Us) Ul < A5 i)

Teda nech sa maximum nadobtida vo vnitornom bode uvazovaného delenia, potom
Ui, — Ul <0,
Ul_, - Ul <o.

Ak navyse plati

-l 1 l
202)&? — 0’2)\§E -+ 2’/“% Z O,
2oLy ozl o lsy

ih2 zh h - Y

¢o mozeme ukéazat podobne ako vo Vete 4.3, tak dostavame
Ul d

J < N=Ul < 2k < -
Ui _mBX(US) Ui < 1+rl = (1+rl)

Analogicky mozeme dokézat aj platnost druhého ohranicenia, t.j. ¢(1471)~7 < U/, na ¢a-

sovom reze j. 0
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Dosledok 4.1 V limitnom pripade, pre l — 0 resp. m — oo dostavame: Nech pociatocnd

podmienka spliia a < U(z,0) < b pre Vo € [Tpmin, Tmaz] @ 0krajové podmienky splriaji
ae”"T < U(pmin, 7) <be™ | ae”"T < U(Tpaz, T) < be”T,

nech si navyse splnené predpoklady Vety 4.3, tak pre vsetky (x,7) € [Tmin, Tmaz| X [0, T]
plati

ae”"T < U(x,7) <be .

Zhrnutie: Pre ststavu parcidlnych diferencialnych rovnic

2 1
502528 v (1 _ 3Rk2Gé) (v _ 8—‘/5) N _y

932 25 or

1 oG oG oG 9G
—0? (1 —4RK*Gs ) (255 + 5° —rS—g — =
"( RkG><SaS+5852) "S55 "oy O

s prislichajicimi pociatoénymi a okrajovymi podmienkami, sme po ich logaritmicke;j

transformacii navrhli stabilny systém numerickych schém

‘ h2 ‘2h  2h

N

2)\] 2)\]__ .

T i <2 Zh2 on "o
ORI SR

N 252 _

vi) (2‘7 g h2 27 ion T2h)
1 1,0

U] <§ 5 27]3 —|—T—),

= <Hz_1—Hz>( T 2Aji+ri)
1
2

(1+r)U) =U" + (U, -

9 i

Ulﬁ

J
+ Ul on T "on

kde

N = 1—4RK*(H ™) q
n = 1—3RK*(HI)s.
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4.4 Vysledky numerickych vypoctov

V tejto Casti uvedieme niektoré vysledky ziskané rieSenim modelu (3.4) s funkciou m(r)
a v = 0. Na Cas od expiracie do ¢asu t ., pouzijeme explicitné riesenie Black-Scholesovho
modelu, inak pouZijeme systém numerickych schém (4.8) a (4.12) na rieSenie S-FRAPM-S
modelu. Na riesenie numerickych schém sme navrhli program uvedeny v prilohe, ktory po
zadani pociatoénych podmienok, okrajovych podmienok a ostatnych parametrov umoz-
nuje najst numerickl aproximéciu ceny derivatu podla SI-RAPM-S modelu. Zamerali sme
sa na najdenie hodnoty eurdpskej call opcie, pricom porovnanie tohto odhadu s riesenim

Black-Scholesovho modelu je uvedené na nasledovnom obrazku:

Vec

S

Obr. 3: Porovnanie ceny eurdpskej call opcie vypocitanej podla modelu (3.4) (hruba
krivka) a Black-Scholesovho modelu (tenka krivka).

4.5 Volatility smile v SI-RAPM-S modeli

Jedingm nejednoznacnym parametrom Black-Scholesovho modelu je variancia log-
normélneho procesu, ktort vSak mozeme ziskaf spitne, ak pozndme hodnotu derivatu
na trhu pri danej cene akcie. Takto ziskand volatilita sa nazyva implikovana volatilita.
racnej ceny. Ked spocitame implikovant volatilitu opcii pre rozne expira¢né ceny, zistime,
7e tieto s vyznamne rozne, pricom bezne tvoria konvexni funkciu expiracnej ceny podo-

bajuicu sa usmevu, preto volatility smile. Pripomenme, Ze volatilita v Black-Scholesovom
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modeli sa vzfahuje na cenu akcie a teda nemoze zéavisiet od derivatu s ktorym obchodu-
jeme.
Poznamenajme, ze SI-RAPM-S model predstavuje modifikaciu Black-Scholesovho modelu,

kde konstantni volatilitu v ocenovacej rovnici nahradime vyrazom
5 = o (1 - 3Rk2(5r)%) . (4.13)

Poznamka: Vzhladom na invariantnost modelu na zmenu jednotiek moézeme ziskat hod-
notu eurépskych opcii s Tubovolnou expirac¢nou cenou priamo z hodnot opcie s jednotkovou
expiracnou cenou a to jednoduchou zmenou jednotiek, pretoze transforméaciou S = %S
ziskame derivat s jednotkovou expira¢nou cenou v novych jednotkach. Teda ak V,.(S,t, F)

oznacCime cenu opcie v Case t, s expiracnou cenou F, pri cene akcie S, tak dostavame
Vee(S,t, E) = E X Vo(S/E,t,1).

Ked pozname hodnoty eurépskych call opcii na trhu, méZeme pomocou tejto rovnosti
spétne spocitat hodnotu opcie s jednotkovou expirac¢nou cenou ako funkciu ceny akcie,
ktora je podla nasho modelu konvexnou funkciou ceny akcie rovnako ako je tomu v Black-
Scholesovom modeli. Napriek tomu sa niekedy vyskytne na trhu pripad, ked ceny opcii
implikuji nekonvexny tvar. Prave na vyhladéavani nekonvexnych priebehov hodnoty opcii
su zalozené aj niektoré aktivne stratégie obchodovania, ktoré vychadzaja z predpokladu,

ze ide len o kratkodoby vykyv v cene opcii.
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Porovnanie volatility vypocitanej podla (4.13) (na obrazku vpravo) a implikovane;j

volatility ziskanej z numerického riesenia pomocou vztahu (1.6) (na obrazku vlavo) pre

rozne hodnoty parametra m = 3Rk

m=0.9
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Zaver

Ako sme ukéazali, Black-Scholesov model vyrazne zjednodusuje realitu a to hlavne
predpokladmi o nulovych transakénych nakladoch a existencii bezrizikového sveta. V na-
Sej praci sme sa zaoberali modelmi ocenovania zahrnujicimi transakéné naklady a riziko.
Prvy model uvazujici oba faktory bol uvedeny v praci [1]. Ukdzali sme, Ze tento mo-
del je zavisly na volbe jednotiek, v ktorych ohodnocujeme. Dalej sme navrhli dva nové
modely invariantné vzhladom na zmenu jednotiek. Oba spominané modely zahriiuju ri-
ziko aj transakéné néklady vyplyvajlice zo zaistovania stochastického portfdlia. Néasled-
nou upravou jedného z modelov sme ziskali numericky riesitelny model, pri¢om parciélna
diferencidlna rovnica reprezentujica dany model spliia princip maxima a porovnavania
rieseni.

Pre tato nelinedrnu PDR sme navrhli systém numerickych schém vychadzajici z me-
tody sieti a aproximacie derivacii pomocou konecnych diferencii. Ukazali sme, ze takto
navrhnuty systém maé podobné vlastnosti ako samotna parciadlna diferenciadlna rovnica.
Nami uvedeny systém spliia princip maxima ako sme dokéazali vo §tvrtej kapitole.

Nakoniec sme ukazali, Zze tento model vysvetluje aj jednu anomaliu Black-Scholesovho
modelu, premenlivi volatilitu akcie. Numericka aproximéacia hodnoty eurépskych call opcii
potvrdila konvexny priebeh implikovanej volatility a teda predstavuje podporu aktivnych
stratégii, ktoré vyhladdvaju nekonvexny priebeh implikovanej volatility a predpokladaji
navrat ku konvexnému tvaru. Ako sme ukazali v tretej kapitole, n4$ model podobne ako
Black-Scholesov model vyluc¢uje moZnost zmien z konvexnej na konkdvnu funkciu ceny
akcie pocas zivota daného derivatu a preto nas model podporuje aj stratégie obchodovania

zaloZené na anomaliach tohto charakteru.
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Priloha

Program na numericky vypocet hodnoty derivatu v programe Mathematica podla nume-

rickych schém (4.8) a (4.12).

Needs["LinearAlgebra‘Tridiagonal‘"];

SIRAPMS[sigma_,r_,R_,k_,HO_,U0_,H1_,Ul_,Hr_,Ur_,

m_,n_,Smax_,Smin_,tau_] :=

Module[{h, 1, 1m, Hol, Hnew, Uol, Unew, xi},

h=N[Log[Smax/Smin]/(n + 1)]; 1=(tau/m);

TR[x_] :=Abs[x] " (1/3)*Sign[x];

x = Table[N[Log[Smin]+i*h], {i,1,n}];
H ol = Table[N[HO[x[[i]]]], {i,1,n}];
Uold = Table[N[UO[x[[i]]]], {i,1,n}];

For[j =1, j <= m, j++,

1;

1m=Table [N[(1-4R*xk"2TR[Hol[[i]11])*1/(2h)*sigma~2],{i,1,n}];
a=Table [N[1+21m[[i]]/h], {i,1,n }];
b=Table [N[-1m[[i]]/h+1m[[i]]/2-r*1/(2h)],{i,2,n 1}];
c=Table[N[-1m[[i]]/h-1m[[i]]/2+r*1/(2h)],{i,1,n-1}];
Hol[[1]1]1-=H1[j*11*(-1m[[1]]/h+Im[[1]1]/2-r*1/(2h));
Hol[[n]]-=Hr[j*1]1*(-1m[[n]]/h-1m[[n]]/2+r*1/(2h));
Hnew=TridiagonalSolve[b,a,c,Hol];

1m=Table [N[(1-3R*k"2TR[Hnew[[i]11]1)*1/(2h)*sigma~2],{i,1,n}];
a=Table [N[1+r*1+21m[[i]]/h], {i,1,n 3}]1;
b=Table[N[-Im[[i]]1/h-1m[[i]]/2+r*1/(2h)],{i,2,n 1}];
c=Table[N[-1m[[i]]/h+1Im[[i]]/2-r*1/(2h)],{i,1,n-1}];
Uold[[1]1]1-=U1[j*1]*(-1m[[1]]/h-1m[[1]]/2+r*1/(2h));
Uold[[n]]-=Ur[j*1]*(-1m[[n]]/h+Im[[n]]/2-r*1/(2h));

Unew=TridiagonalSolve[b,a,c,Uold]; Hol=Hnew; Uold=Unew;

Return[{Table[Exp[x[[i]]],Uold[[i]]},{i,1,n}]];



Navrhnuty program vypocita rieSenie SI-RAPM-S modelu vyhovujice ocenovacej rovnici
(2.7) s prislichajicimi pociatoénymi a okrajovymi podmienkami. Na najdenie rieSenia
eurépskej call opcie vyhovujicej rovnici (3.4) so skokovitou funkciou m(7) definovanou

vztahom (3.5) sme navrhli funkciu

EuropeanCall[X_,r_,R_,C_,sigma_,Smin_,Smax_,tau_,m_,n_,epsilon_]:=
Module [{tswitch,HO0,U0,Hr,Ur,H1,ULl,k},k=(C/R)*(2/Pi)~(1/2);
tswitch=((4R*k~2)/(1-epsilon)) "6/ (2Pi*sigma”2);
If [tswitch>=tau,Return[Table [{Smin+i*(Smax-Smin),
BSEuroCall [Smin+i*(Smax-Smin)/n,X,sigma,r,taul},{i,0,n}]1],
HO[u_] :=BSEuroCallG[Exp[u] ,X,sigma,r,tswitch];
Hr[t_]:=0; H1[t_]:=0;
UO[u_] :=BSEuroCall [Exp[u] ,X,sigma,r,tswitch];
Ur[t_] :=Smax-X*Exp [-r* (t+tswitch)]; Ul[t_]:=0;
Return[SIRAPMS[sigma,r,R,k,H0,U0,H1,U1,

Hr,Ur,m,n,Smax,Smin, tau-tswitch]l];

pricom funkcia BSFuroCall predstavuje rieSenie Black-Scholesovej rovnice a BSEuroCallG

predstavuje ¢len G = ST z Black-Scholesovej rovnice.

NormalCDF [u_] :=(1/2) * (1+Erf[u/Sqrt[2]]);
BSEuroCall[S_,X_,sigma_,r_,tau_]:=
Module[{d1,d2},d1=(Log[S/X]+(r+sigma~2/2)*tau) / (sigma*Sqrt [taul);
d2=d1-sigmax*Sqrt [tau] ;
Return [S*NormalCDF [d1] -X*Exp [-r*tau] *NormalCDF [d2] ]
15
BSEuroCallG[S_,X_,sigma_,r_,tau_]=
Simplify[D[BSEuroCall[S,X,sigma,r,taul,{S,2}]1*S];



Parametre funkcie:

X expiracnd cena,

r drokova miera bezrizikového dlhopisu,
R averzia k riziku,

C transak¢éné néaklady,

m pocCet deleni Casového intervalu,

n pocet deleni priestorového intervalu,
tau C¢as do expiracie,

sigma volatilita akcie,
epsilon parameter vystupujuici v definicii 3.2
Smin,Smax priestorovy interval, na ktorom je

hodnota derivatu aproximovana.



