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Uvod

Data Envelopment Analysis (DEA) metdda patri medzi vyznamné prostriedky ekono-
mického manazmentu. DEA umoznuje vyhodnotit’ efektivnost’ jednotlivych ekonomickych
subjektov v ramci danej skupiny. Existuje vela rozliénych DEA modelov, ktorych hlavnym
cielom je odlisit’ efektivne utvary od neefektivnych. Zaroven, pomocou udajov ziskanych pri
rieSeni uloh, DEA umoznuje urCit’ mieru efektivnosti neefektivnych subjektov. Zatial’ co prva
ulohu plnia DEA modely pomerne jednoznacne, t.j. spolahlivo ur¢ia efektivne subjekty ako
utvary na efektivnej hranici, pri stanoveni miery efektivnosti su vysledky podl'a jednotlivych
modelov vel'mi rozdielne. Pritom nevyhodou mnohych DEA modelov je, Ze miery efek-
tivnosti, ktoré poskytuju, nie su prili§ vhodné na porovnavanie neefektivnych tutvarov medzi
sebou. Prejavuje sa to vyrazne najmé pri ich aplikacii na velké stibory testovanych utvarov.
Ak totiz model aplikovany na 600 utvarov dava také vysledky, Zze 500 Utvarov ma mieru
efektivnosti nad 90%, tak takyto model (resp. miera efektivnosti, ktort poskytuje) nie je prili§
vhodny na porovnavanie efektivnosti utvarov medzi sebou. Z toho dovodu ma zmysel hl'adat’
urCité miery, resp. kritérid, ktoré umoznia lepSie porovnavat’ neefektivne ttvary medzi sebou.

Hlavnym ciel'om tejto diplomovej prace bolo porovnat’ miery efektivnosti u niekto-
rych DEA modelov a pripadne navrhnut’ iné miery, ktoré by lepSie umoznovali porovnavat’
vzajomnu mieru efektivnosti jednotlivych tutvarov. Pritom chceme jednotlivé miery efek-
tivnosti otestovat’ na vel'kom datovom stubore, kde lepSie vyniknt ich vyhody a nevyhody.

Diplomové praca je rozdelend do troch casti. Prva kapitola je uvodom do DEA
modelov a obsahuje niektoré zname zakladné poznatky o DEA modeloch. Bola spracovana
prevazne podla [2]. V druhej a tretej kapitole su uvedené vlastné vysledky. Druha kapitola

obsahuje teoretick¢ vysledky tykajuce sa invariantnosti aditivhych modelov s véhami.
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Poznatky o invariantnosti tychto modelov su dolezité pre ich spravne pouzitie. Hoci inva-
riantnost’ aditivnych modelov bola analyzovana v literatare [1], [7], v tejto préaci sa pokusime
presne definovat’ pojem invariantnosti a dokazat’ invariantnost’ resp. neinvariantnost’ jednotli-
vych aditivnych modelov. Vysledky su uvedené v tabul’ke v zavere kapitoly. Poznamenajme,
ze 2. kapitola je doplnenim diplomovej prace [1], kde sa autorka nevenovala aditivhym
modelom s védhami a aj invariantnost’ bola definovand odliSne. Tretia kapitola obsahuje
niektoré teoretické vysledky a experimentdlne poznatky stvisiace s meranim efektivnosti
pomocou niektorych modelov, pripadne Specidlne navrhnutych mier efektivnosti. Teore-
tickym vychodiskom pre tato Cast’ bola predovsSetkym praca [3]. Vysledky opisané v tejto

kapitole st zhrnuté v Zavere diplomove;j prace.



Zaklady DEA modelov 7

1 Zaklady DEA modelov

Podniky resp. organiza¢né jednotky podrobujuce sa DEA analyze oznacujeme DMUs
podrla anglickej skratky z Decision Making Units. Predpokladdme, Ze tieto utvary st relativne
homogénne, t.j. Ze sa zaoberaju rovnakou ¢innostou a tuto ¢innost mozno charakterizovat’
uréitym poctom vstupov a urcitym poctom vystupov. Vstupy su také veliCiny, ktoré sa pri
danej ¢innosti spotrebovavaju a pre ktoré su ziadanejSie ¢o najmensSie hodnoty. Ako vystupy
oznacujeme tie veliCiny, ktoré su produktom danej ¢innosti a maju byt o mozno najvicsie.
V najjednoduchSsom pripade, ked’ proces je charakterizovany jedinym vstupom a jedinym
vystupom mozno merat’ efektivnost’ podl'a vzorca:

vStup
Ako vSak merat’ efektivnost’ v pripade, ked’ je proces charakterizovany viacerymi vstupmi a
viacerymi vystupmi? V tomto pripade by bolo mozné dosadit’ do predchadzajiiceho vzorca
ako vystup urcity vazeny sucet vystupov a za vstup urcity vazeny sucet vstupov. To znamena,
7Ze vo vazenom sucte vystupov by sme mohli kazdy vystup vyndsobit urCitym kladnym
¢islom, vahou, ktord by vyjadrovala cenu dané¢ho vystupu a takto nasobené vystupy scitat’.
Podobne pre vstupy. Ako vSak volit’ tieto ceny, ked’ hovorime o ¢innostiach prebiehajucich
v nevyrobnych organizaciach? Skor ako odpovieme na tito otazku, zavedieme nasledujuce

oznacenia, ktoré budeme pouzivat’ pocas celej prace.

Uvazujme p organizacnych jednotiek, ktoré oznac¢ime DMU,, oe{1,...p}.
Predpokladajme, ze vSetky utvary sa venuju Cinnosti, ktora je charakterizovana m vstupmi a
n vystupmi. Oznaéme x,; (i=1,...,m) hodnotu i-teho vstupu o-teho utvaru a y, (k=I,...,n)

hodnotu k-teho vystupu o-teho utvaru. Potom hodnoty vstupov o-teho ttvaru tvoria vektor
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vstupov o-teho Utvaru x,=(Xos,....X.n)) a hodnoty vystupov o-teho WUtvaru tvoria vektor
vystupov o-teho Utvaru y,=(Vos,....von)'. Predpokladame, Ze hodnoty vstupov a vystupov pre
kazdy ttvar su nezaporné a kazdy utvar ma hodnotu aspon jedného vstupu a aspoini jedného
vystupu kladnu. Ozna¢me hypotetické ocenenie vstupov a vystupov (t.j. vanutorné ceny alebo
vahy) pomocou vektorov u=(u;,...,u,)" pre vstupy a v=(v,,...,v,)’ pre vystupy. To znamen4, Ze
u; (i=1,...,m) je cena i-teho vstupu a vx (k=1,...,n) je cena k-teho vystupu. Pre pevne uréené

ceny u,v potom mozno ur¢it’ mieru efektivnosti E,(u,v) atvaru DMU, podl'a nasledujuceho

kayok

T
_ Vv
E,(uv) =t = D e

uTxo
Zui‘xoi
i=1

Castokrat vSak ceny u,v nepozname a nie je ani zrejmé, ako ceny volit’ tak, aby sme
2 9

vzorca:

boli spravodlivi voc¢i vSetkym analyzovanym DMU. Uréitym vychodiskom by bolo umoznit’
kazdému DMU, aby si zvolil svoje vlastné ceny, avSak pri splneni urcitych podmienok.
Jednou takou podmienkou je, aby vo zvolenom systéme cien bola miera efektivnosti vSetkych
utvarov v danej skupine ohrani¢end zhora nejakou kladnou konstantou (nezévislou od vyberu
u,v). Ked'’ze sme predpokladali utvary nevyrobného charakteru, ktoré maji vystupy mensie,
alebo rovné ako vstupy, je prirodzené za tito konStantu zvolit’ jednotku. Druhou prirodzenou
poziadavkou je, aby ceny vSetkych vstupov a vystupov boli kladné. Tato poziadavka
vyjadruje skutoCnost’, Ze vSetky vstupy a vystupy povazujeme za vyznamné pre dany proces a
musime ich brat’ do uvahy. Teraz mézeme dovolit' kazdému DMU, zvolit’ si vlastné ceny,
av$ak za predpokladu, Ze tieto ceny spiiiajii obe uvedené poziadavky. To znamena, Ze Gtvar
DMU, hl'ada také kladné ceny u a v, aby v danom systéme cien boli efektivnosti vSetkych
utvarov mensie nanajvys rovné jednej, t.j. aby

Ej(u,v)Sl, Viji=1..,p (1
a zaroven aby FE,(u,v) bolo ¢o mozno najvicSie. PresnejSie povedané, pre utvar DMU,

hl'adame riesenie nasledovnej tlohy:

max E (u,v)

za podmienok Ej(u,v)Sl, Vji=1..,p
u>0
v>0.
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Ak pre Gtvar DMU, existuje optimalne rieSenie u", v’ takejto ulohy, potom zrejme optimalna
hodnota uéelovej funkcie E, =E,(u’,v') € (0,1]. Ak E," =1, tak DMU, je efektivny. Inak je

neefektivny a E," je mierou efektivnosti.

1.1 Koncep¢ény model

V predchéadzajucej Casti uvedené uvahy umozituji sformulovat’ zakladny, koncepcny
model, ktory je vychodiskom pre cely rad DEA modelov. Pouzitie koncepéného modelu pre
analyzu efektivnosti tvarov DMU, (pre V o=I,...,p) znamend pre kazdé pevne zvolené

o€{l,...,p} riesit nasledovnu lohu matematického programovania:

T
(MP), max Y Ty” @)
ueR"veR" U X,
T
. v'y; .
za podmienok —<1, Vj=1l..p 3)
ux,
u>0 4)
v>0

Nech dvojica (u*,v*) je optimalnym rieSenim a E, je optimalna hodnota tcelovej funkcie pre
ulohu (MP),. Ak E,” je rovna jednej, tak DMU, je efektivny, inak je neefektivny a £, udava
mieru efektivnosti.

Poznamenajme, ze tato uloha tzv. zlomkového programovania nemusi mat vzdy
rieSenie kvoli ostrym nerovnostiam v podmienkach kladnosti cien # a v. V DEA modeloch
sa tato podmienka odstrani zmenou otvorene] mnoziny pripustnych rieSeni na uzavretq.
V niektorych modeloch sa kladnost’ cien u,v nahradi nezdpornost'ou cien, v inych modeloch
sa ohrani¢ia zdola malymi kladnymi ¢islami, vdhami. Vol'bou tychto vah sa zaoberame pri
aditivnych modeloch s vdhami. Na odstranenie zlomku z ucelovej funkcie sa pouzivaju dva

spdsoby, ktoré popiSeme v nasledujtcich podkapitolach.
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1.2 CCR model

CCR model je historicky prvym DEA modelom z roku 1978, nazyvame ho podla
autorov Charlnesa, Coopera a Rhodesa. Nasledovnymi upravami ho I'ahko odvodime z mo-
delu (MP),. Najprv si v§imnime, Ze ak (u’,v') je optimalnym rieSenim ulohy (MP),, potom aj
kazdé (c u, ¢ v*), ¢ > 0, je optimalnym rieSenim. Taito nejednoznacnost’ rieSeni mozno
odstranit’ pridanim normaliza¢nej podmienky u’x,=I, &m zaroven odstranime zlomok

z Gcelovej funkcie (2). Podmienku (3) prevedieme na linearny tvar nasledovne:
T

vy,
uTx"Sl :>vaj—uijSO, Vij=1..,p.

J
Ostré nerovnosti (4) nahradime pre linedarne programovanie prijatelnymi neostrymi

podmienkami:

u=>0,v=>0.

Po prevedeni predchadzajucich uprav na modeli (MP) dostaneme tzv. vstupne orientovany
CCR model (lebo sme normalizovali vstupy). Jeho pouzitie predpoklada riesit’ pre V' o=1,...,p

nasledovnu ulohu linearneho programovania:

(CCR1D)," max vy,

ueR",veR"

zapodmienok u'x =1

va_l. —uTx_l. <0, Vj=1..,p

uz0

v=>0.
Podrla tohto modelu je testovany utvar DMU, efektivny, ak existuje také optimalne rieSenie
ulohy (u',v'), Ze u" > 0, v" > 0 a hodnota G&elovej funkcie E, je rovna jednej. V pripade, Ze
E, je mensia ako jedna a u",v" st kladné, E,” mbzeme pokladat’ za mieru efektivnosti. Ak ale
neexistuje kladné optimalne rie§enie (x',v") danej ulohy (CCR I D),, prisluiné E, sa neda

interpretovat’.

! oznadenie pre I - input (v{stupne) orientovany CCR model v D - dualnom tvare
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Ulohu (CCR I D), zapiSeme v primarnom tvare pre testovany utvar DMU, (o€{1,....p})
nasledovne:

(CCRIP), oo O

P
za podmienok 2 Ay, 2y,
=

i Ax; <Ox,

J=1

A20

kde A je p rozmerny vektor a O je realne Cislo.

Symetricky k predchadzajicim tlohdm mézeme zadefinovat’ tlohu pre vystupne orientovany
CCR model (O - output) v dudlnom i primarnom tvare:

(CCR O D), min ul x

o
ueR",veR"

zapodmienok v’y =1
va_I. —uTx_l. <0, Vj=1..,p
u=0
v=0

(CCR O P), piax, @
p
za podmienok 22, Y, 20y,
j=1
y4
22, X <x,
j=1
A=0

Vo vystupne orientovanych modeloch mierou efektivnosti je prevratena hodnota optimalne;j

hodnoty tcelovej funkcie.
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1.3 Aditivnhy model s vahami

Aditivny model s vahami tiez dostaneme Upravami z povodného modelu matema-
tického programovania (MP). V CCR modeli sme nahradili podmienky ostrych nerovnosti (4)
neostrymi nerovnostami. Existuje vSak celd skupina modelov, v ktorych sa (4) nahradza

podmienkou: -

vw' 3)
O<w eR", O<w'eR"
Podmienku (3) upravime na linedrny tvar podobne ako v CCR modeli, teda nahradime ju
rozdielom vaZzenych vystupov a vstupov. Uéelovu funkciu (2) upravime odlisne. V aditivnom
modeli sa maximalizuje rozdiel vaZzenych vystupov a vazenych vstupov.

Po prevedeni predchadzajticich uprav na modeli (MP) dostaneme aditivny model s vdhami
w'a w. Jeho pouzitie predpoklada riesit pre V o=I,...p nasledovni tlohu linearneho

programovania (v literature ozna¢ovany ako dudlny aditivny model):

(Ad D), max vy —u'x,

ueR",veR"
: T T .
zapodmienok vy, —u x,<0, Vj=L.,p
uzw

v>w'.

Prislu$na uloha linedrneho programovania v primarnom tvare:

(Ad P), ?gg —((W+)TS+ +(W_)TS_)
steR",s"eR"

P

za podmienok 2 Ay, —s =y,
j=1
p

lexj +5 =x,

j=1
A=0, s7>0,s =0.

Kde s~ a s' sG m- resp. n- rozmerné vektory doplnkovych vstupnych a vystupnych
premennych. Model (4d D) definuje efektivnost DMU, nasledovne: nech (u',v") je optimalne
rieSenie (4d D), a E," je optimalna hodnota G&elovej funkcie. Potom DMU, je efektivny, ak

E,” = 0. Inak je neefektivny a hodnota E, € (-eo, 0) je ur&itou mierou tejto neefektivnosti.
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Zrejme, &im je E,” visie, tym je prislusné DMU, hodnotené lepsie. Aviak takato miera
efektivnosti ma urcité nevyhody. Jej hlavnym nedostatkom je, ze je zdola neohrani¢end, co
spdsobuje tazkosti pri porovnavani takejto miery efektivnosti s mierou efektivnosti ziskanou
pomocou inych modelov. Prirodzenou snahou je preskédlovat mieru efektivnosti ziskani
pomocou aditivneho modelu tak, aby jej hodnoty boli z intervalu [0,1] (pre efektivne utvary
E, =I), &im by sa utvary dali porovnavat’ podl'a percentudlnej hodnoty miery efektivnosti.
Existuje viac spdsobov, ako uskutocnit’ takéto preSkalovanie a s niektorymi sa zaoberdme

v 3. kapitole tejto prace, kde ukdzeme aj ich vyhody, nevyhody.

Vratme sa k nerovnostiam (5). Ako volit vahy w' a w? Z viacerych moznosti
uvedieme nasledovné:
1) V zikladnom aditivnom modeli vahy w' a w™ polozime rovné jednotkovym vektorom

pozostavajucich zo samych jednotiek (ozn. e, e,), t..

w o=e,

N (6)
w'=e,
2) Normalizované vahy volime ako prevratent hodnotu $tandardnej odchylky, kde o; je
Standardnd odchylka i-teho vstupu a o} " je Standardnd odchylka k-teho vystupu.
1 :
w =—, i=L...m
o (7)
.1
w,=—, k=1..,n
Gk

Poznamenajme, Ze Standardnd odchylka i-teho vstupu o; pre i=/,...,m je odmocnina z va-

riancie i-teho vstupu, ktor po¢itame pomocou nevychylené¢ho odhadu variancie, ¢iZe:

o \/ﬁi(% -x). (VAR)

J=1

kde ix
Ji

_ 1
X, =—
P j=
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3) Véhy zalozené na minimalnych a maximalnych hodnotach vstupov a vystupov:
. 1 .
w; =m, i=1,...m
m i
) ®)

=, k=1,...,
e (m+n)R; "

kde R a R su tzv. rozsahy definované nasledovne:

R = max x, — min X i=Lo,m
jelep U jmlp

Ry

1]
g
)
Eag
N
|

=
=
<

=L..,p 7 J=L...

tj. R; (i=1,...,m) predstavuje rozdiel medzi maximalnou a minimalnou hodnotou i-teho
vstupu vSetkych DMU; (j=1,...,p) a Ri" (k=1,...,n) predstavuje rozdiel medzi maximalnou a

minimalnou hodnotou k-teho vystupu vsetkych DMU; (j=1,...,p).

1.4 Aditivny model s variabilnymi vvnosmi z rozsahu

V klasickej mikroekonomickej tedrii je zavedeny pojem produkénej funkcie pre opis
vstupno - vystupnych vztahov vo firme. Produk¢na funkcia uddva maximalne mnozstvo
vystupu, ktoré moéze byt dosiahnuté kombiniciou danych mnozstiev vstupov. V pripade
viacerych vystupov sa analogicky zavadza pojem mnoZzina technolégii, ktord opisuje mozné
produkcie pri danych vstupoch. DEA metoda nevyzaduje ziadne predpoklady funkcionélnej
zavislosti vystupov na vstupoch. Jediné, ¢o potrebujeme vediet’ je, ako sa spravaju jednotky
vzhl'adom na vynosy z rozsahu. M6zu byt kons$tantné, alebo variabilné vynosy z rozsahu.
Této informacia charakterizuje produkénu funkciu. Ak je produkéna funkcia linedrne rastuca,
hovorime o konsStantnych vynosoch z rozsahu. V praxi to znamend, ze ak zvySime vstupy,
proporcionalne sa zvysia aj vystupy, bez ohl'adu na to kol’ko uz produkujeme. Castejsie viak
vystupuje produkcnd funkcia, ktord je konkavna alebo konvexnd a vtedy hovorime o varia-
bilnych vynosoch z rozsahu. Vtedy sa pri zmene vstupov menia vystupy v zavislosti od
hladiny vstupov. Zmena o jednotku pri nizSom vstupe sa viac odrazi na vystupe, ako zmena
o jednotku pri vyssSej hladine vstupu. Toto sa nazyva klesajiice vynosy z rozsahu a produk¢na
funkcia je konkévna. Podl'a toho, aké vynosy z rozsahu predpokladame u produkénej funkcie,

vyberame model pre konStantné alebo variabilné vynosy z rozsahu.
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Doteraz uvedené modely patria do skupiny konsStantnych vynosov z rozsahu. Lahko sa
modZeme presvedCit, Ze (x,y) a (a x, o y) st tymi modelmi rovnako ohodnotené, t.j. produkcna
funkcia je linearne rastuca.

Ulohu matematického programovania (MP), mozno d’alej modifikovat’ na tvar modelu
s variabilnymi vynosmi z rozsahu zavedenim pomocnej premennej ze R, akéhosi ocenenia
neexistujucich vystupov, ktord "pokazi" linearitu produkénej funkcie tym, ze z o nésobne
zvySenych vstupov sa nevyrobi o-krat viac vystupov, ale o ti premennu z viac (¢i menej),
pritom ak z > (0, model je s rasticimi vynosmi z rozsahu, ak z < (), model je s klesajlicimi

vynosmi z rozsahu. Tejto premennej ze R, prislucha v primérnej ulohe rovnica:
V4
2 A =1,
j=l

ktora ma jasnui geometrickll interpretaciu, s ktorou sa vSak v tejto praci nezaoberame.

Vicsinu modelov mozno formulovat’ v dvoch alternativach - pre variabilné a kon-
Stantné vynosy z rozsahu. V d’alSej kapitole sa zaoberame s vlastnost'ami aditivnych modelov,
preto uvedieme prislusnt ulohu linearneho programovania iba pre aditivne modely s varia-

bilnymi vynosmi z rozsahu. Analogicky sa moze zapisat’ aj CCR model.

Aditivny model s variabilnymi vynosmi z rozsahu (VRTS - variable return to scale)
predpoklada riesit’ pre pevne zvolené oe{1,...,p} nasledovnu ulohu linedrneho programovania

v primarnom tvare:

(AdPVRTS)O min —((W+>TS++(W_)TS_)
AeR?,
sTeR" s eR"

za podmienok Zﬂ,jyj -s" =y,

A>0, s>0,s >0
Kde s~ a s' sG m- resp. n- rozmerné vektory doplnkovych vstupnych a vystupnych

premennych. Vektory w™ a w' s m- resp. n- rozmerné vahy vstupov a vystupov, ktoré

modzeme volit’ rozli¢ne podla (6) az (8).
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Nech E,” je optimalne rieSenie uéelovej funkcie. Potom DMU, je efektivny, ak E,” = 0, inak
je neefektivny. Optimalna hodnota ucelovej funkcie ako ukazovatel’ miery efektivnosti ma

rovnaké nedostatky, ako pri aditivnom modeli s konStantnymi vynosmi z rozsahu (str. 12-13).

Prislu$na uloha linearneho programovania pre aditivny model s variabilnymi vynosmi z roz-
sahu v dudlnom tvare pre Vo=1,...,p:
(Ad D VRTS),

max vy —u'x, +z

ue R",ve R"
ze R

zapodmienok vy —u'x, +2z<0, Vj=1L..,p

uzw, vaw'

Premenna zeR prislucha variabilnym vynosom z rozsahu, ako sme to oddévodnili v pred-
r . c v . 4 - + 4 ) . , . . . .
chédzajicej Casti. Vahy w a w' st rovnako volené, ako v primarnom modeli. Aj efektivitu

skimaného Utvaru DMU, vysvetluje tento dudlny model rovnako ako primarny.

V druhej kapitole sa zaoberdme invariantnostou vazenych aditivnych modelov s kon-

Stantnymi aj s variabilnymi vynosmi z rozsahu, ktoré oznacime Specialne podl'a mien autorov.

Model Pastora a Lowella

V praci [7] J.T. Pastor a C.A.K. Lowell prvy krat popisali aditivny model s vdhami,
kde vdhy w a w' boli $pecidlne volené pomocou vztahov (7). Takyto model budeme
oznacovat’ (PL) spolu s d’al§imi oznafeniami ako sme si uz zvykli: D - dudlny resp. P -

primarny, CRTS - konStantné vynosy z rozsahu resp. VRTS - variabilné vynosy z rozsahu.

Model Coopera a Pastora

V praci [4] W.W. Coopera a kol. je popisany aditivny model s vahami, kde vahy su
Specialne volené podla vztahov (8). Pre dalSiu analyzu tento model budeme oznacovat’
pismenkami podl'a autorov Coopera a Pastora (CP) a d’alSimi pismenami podl'a typu tlohy:
D - dualny resp. P - primarny, CRTS - konStantné vynosy z rozsahu resp. VRTS - variabilné

vynosy z rozsahu.
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2 Invariantnost’ aditivhych modelov s vahami

Invariantnost’ modelu znamend, ze po nejakej zmene parametrov modelu vystup
modelu ostdva nezmeneny. Aké zmeny mozeme urobit’ na vstupoch ¢i vystupoch, aby sa
nezmenilo optimalne rieSenie a preco to potrebujeme?

Je prirodzené ziadat, aby model, pomocou ktorého sa rozhoduje o tom, ¢i niektora
pobocka banky pracuje efektivne alebo nie, nezavisel od toho, ¢i pocitame jej prijmy a
vydavky v halieroch alebo v korunach. Vlastnost’, pri ktorej ddva model rovnaky vysledok pri
vstupoch alebo vystupoch vyjadrenych v zmenenych jednotkdch sa nazyva invariantnost
vzhl'adom na zmenu jednotiek (presnd definicia je uvedena nizSie). To znamend, ze v ta-
komto modeli mézeme vstupy a vystupy vyndsobit’ kladnymi konStantami a napriek tomu
dostaneme rovnaké rieSenie. Invarianciu vzh'adom na zmenu jednotiek s vyhodou vyuzivame
pri numerickom rieseni uloh, kde by velké rozdiely vo velkostiach jednotlivych ukazovatel'ov
sposobovali zna¢né numerické tazkosti. Poznamenajme, Ze invariantnost vzhladom na
zmenu jednotiek nie je samozrejmost'ou u vSetkych DEA modelov. Zatial’ ¢o v prvej kapitole

uvedené CCR modely spiiiaji tato vlastnost’ (vid’ [1]), aditivne modely vo vieobecnosti tato
vlastnost nemaji. V tejto kapitole vSak ukazeme, 7e volba vah w a w' podla vztahov (7) a

(8) zabezpecuje splnenie tejto vlastnosti aj pre aditivne modely.

Zatial' ¢o invariancia vzhl'adom na zmenu jednotiek je velmi ddlezitou vlastnostou,
trochu ind situacia je s tzv. invarianciou vzhl'adom na posun. Invariancia vzh'adom na posun
znamena, Ze sa vysledok nemeni, ak ku niektorému vstupu resp. vystupu pripocitame
konstantu (presné definicia je nizSie). To znamena, Ze tito vlastnost’ umoziuje pouzit’ model
aj pre zaporné znamienka dat. Data so zdpornymi znamienkami st vSak skor vynimocnym

javom a preto invariancia vzhl'adom na posun nie je az takou dolezitou vlastnost'ou, ako
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invariancia vzhl'adom na zmenu jednotiek. Napriek tomu sa vSak v niektorych situdciach
moézu vyskytnut’ data so zapornymi tidajmi a vtedy je potrebné vediet, ¢i prislusny model je
invariantny vzhl'adom na posun. Poznamenajme, ze zatial co CCR modely tuto vlastnost’
nemaju (vid [1]), niektoré aditivne modely ju majt, ako uvidime nizsie.

V tejto kapitole sa zaoberdme s invariantnost'ou vazenych aditivnych modelov s kon-
Stantnymi aj s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Tym doplnime pracu [1], v ktorej sa autorka
J. Petrikova zaoberala invariantnostou CCR, BCC modelov a aditivneho modelu bez vah, aj
s modelmi, ktoré su sucasne invariantné vzhladom na posun aj na zmenu jednotick. Ulohy
linedrneho programovania odvodené v prvej kapitole na rieSenie aditivnych modelov s vdhami
skimame z dvoch hl'adisk, ¢i st invariantné vo vSeobecnosti, ¢ize v zmysle optimalneho
rieSenia aj optimalnej hodnoty ucelovej funkcie, alebo iba v zmysle optimélnej hodnoty

ucelovej funkcie, pomocou ktorej sa rozhoduje o efektivnosti.

Definicia 1.
Model nazveme invariantny vzhl'adom na transformaciu F, G premennych X, Y, kde
F:R" - R",
G:R" > R",
ak prislusné ulohy linedarneho programovania na rieSenie modelu so vstupnymi
parametrami (X,Y) a k nim prislachajice transformované tlohy linedrneho progra-
movania podla transformdcie (F(X),G(Y)) maji rovnaké optimalne rieSenia a rovnakud

optimélnu hodnotu ucelovej funkcie.

Definicia 2.

Model je invariantny vzhladom na posun, ak je invariantny vzhl'adom na

transformaciu:
F(X)=X +a,

G(Y)=Y +b,
kde aeR ", beR".

Definicia 3.

Model je invariantny vzhl'adom na zmenu jednotiek, ak je invariantny vzhladom na

transformaciu:
F(X)=cCx,

G(Y)= DY,
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kde C je kladna diagonélna matica, ¢ize C=diag(cj,...,c,,) s prvkami ¢; > 0, i=1,..m a

D=diag(,,....d,), kde dy> 0, k=1,...,n

Definicia 4.

Model nazyvame klasifikaéne invariantny (k - invariantny), ak prislusné ulohy

linearneho programovania na rieSenie modelu so vstupnymi parametrami (X,Y) a k nim
y
prisluchajice transformované ulohy linedrneho programovania podla transformacie

(F(X),G(Y)) majl rovnakl optimalnu hodnotu ucelovej funkcie.

V praxi "vstupny parameter modelu: X resp. Y" st vektory vstupov x; (i=1,...,m) resp.
vektory vystupov yi (k=1,...,n). Pre vSetky DMUj, j=1,...,p posuvame vstupy o realne Cislo
a; (i=1,...,.m) a vystupy o realne Cislo by (k=1,...,n). Vstupy nasobime kladnym cislom
c; (i=1,...,.m) a vystupy kladnym cislom d; (k=1,...,n). Tymto zavedieme nové oznacenia
pre jednotlivé zlozky transformovanych premennych pri skiimani invariantnosti vzhl'adom

na posun: ~
xﬂ = xﬂ +a;

~ 9
Yie = Vi +b, ©)
i=l.,m k=1.,n, j=1L.,p
a vzhl'adom na zmenu jednotiek:

fﬂ =CX
j>jk =d, Yy (10)
i=lL...m, k=1..,n, j=1..,p.

Kvdli prehl'adnosti teraz zapiSeme vSetky ulohy, ktoré ideme analyzovat’ v zlozZkovom

tvare pre Voe{l,...p}:
(Ad P VRTS), min (Zw s, + ZWk S, )

AeR?,
sTeR" s eR"

za podmienok yjk =y, k=l..n

XA ts =x,, i=Ll..,m

i
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(Ad D VRTS), MaxX Y V¥, — DU, +Z
k=1 i=1

ueR" veR",
zeR

za podmienok kayjk —ZuixﬁJrzSO, Vj=L.,p
k=1 i=

i=1

(Ad P CRTS)O min - w.s. + wrs’
AER, ; o k2=1’ Kok
sTeR", s"eR™

)4
za podmienok Zyjkﬂ,j -8, =y, k=L..n
j=l

P
Zxﬁﬂj +s5 =x,, i=L..,m
j=1

4,20, j=L..p
520, k=1,..,n

s7>0, i=L..m

1

(Ad D CRTY), max Z ViVor — 2 Ui X,
k=1 i=1

ueR",veR"

m

za podmienok kayjk - Zul_xﬁ <0, Vj=1..,p
k=1 i=1

u, 2w,

v
-
I
—

S

:
3

Pri dokazoch invariantnosti vzhl'adom na posun budeme vychadzat' z transformo-
vanych modelov, ktoré oznaéime: (Ad P VRTS ~), (Ad D VRTS ~), (Ad P CRTS ~),
(Ad D CRTS ~), kde vstupy a vystupy st definované podl'a (9) a nové premenné

ako aj nové vahy T
dopocitame.

Analogické oznacCenie plati pri dokazoch invariantnosti vzhI'adom na zmenu jednotiek,
kde v transformovanych tlohach podla (10) vsetky premenné maju striesku.

Ked'Ze tieto tilohy predpokladaji volbu vah w', w' niektorym so sposobov (6) az (8),
v nasledujucom sa zaoberdme modelom s oznacenim "PL" namiesto "Ad", ak ide o vahy (7),

t.j. podl'a Pastora a Lowella, s oznacenim "CP", ak volime vahy podl'a (8), t.j. podl'a Coopera

a Pastora a "ZA" - zékladny aditivny model, t.j. s vahami (6).
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Veta 1.
(PL D CRTS) model je k-invariantny vzhl'adom na zmenu jednotiek.
Dokaz.
Treba dokazat’, ze po transformécii ulohy (PL D CRTS), na ulohu (PL D CRTS "),

¢ize po vynasobeni vstupov a vystupov kladnymi redlnymi c¢islami sa nezmeni
optimalna hodnota ucelovej funkcie prislusnej tlohy (PL D CRTS), linedrneho progra-

movania pre Voe{l,...p}.

Najprv ukaZeme, Ze (u,v) je pripustné rieSenie ulohy (PL D CRTS), vtedy a len vtedy,
ak

(it 9 9)—(”—1 “n 21 V") (11)
4, d

je pripustnym rieSenim ulohy (PL D CRTS ),. O tom sa presved¢ime dosadenim (71)
do podmienok ulohy (PL D CRTS "),, kde pre V' je{1,...,p} plati:

¢o je vzhladom na (710) ekvivalentné s prvou podmienkou pdvodnej ulohy

(PL D CRTS),:

Dalsie podmienky

su ekvivalentné s

i P Vi ~
Lo ez, (12)
¢ k
kde Vahy ‘/f‘\;—, ‘/f‘\}+

su prevratené hodnoty Standardnej odchylky i-teho vstupu a k-teho vystupu po

transformécii podl'a (10).
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Z definicie nevychylen¢ho odhadu variancie ((VAR) str. 13) dostdvame:

P

2 2
(GAi_)z :% ()eji _li)e“) :L > (cixji _%icixli) =
=1

m 1j=1 e m_1j=1
T 1 Y
2 _\2
=cC X .. —— X =\c.O.
i m—l;( Ji p pn 11) ( i )
=0, =¢,0;

Analogicky pre Standardnt odchylku k-teho vystupu plati:

6, =d,o,.
Teda Standardna odchylka transformovanych vstupov (vystupov) podla (10) je
su¢inom transformovacej konStanty a povodnej Standardnej odchylky vstupov
(vystupov). Po dosadeni do vzorcov (7) pre vahy transformovanej Glohy dostadvame, ze

nov¢ vahy su podielom povodnych vah a kladnej transformovacej konstanty:

o 1 1 w,
6, ¢ o0 ¢
1 1 w,

Teraz ukdzeme, Ze hodnota ucelovej funkcie tiez ostdva nezmenend. Po dosadeni do
ucelovej funkcie ulohy (PL D CRTS "), pre 'ubovolné o€ {1,...,p}:

n m
z vkyok - zui‘xoi
k=1 i=1

podla (10) a (11) skalare ¢; a di sa vykratia a mame ta ista ucelova funkciu, ako

povodna uloha (PL D CRTS),.

Tymto sme dostali, ze pre ulohy (PL D CRTS), a (PL D CRTS "), prislusné
ucelové funkcie nadobtdajii rovnaké hodnoty a teda aj ich optimalne hodnoty st
rovnaké, t.j. uloha (PL D CRTS), pre V oe{l,...,p} je k - invariantna. To implikuje, Ze
aj model (PL D CRTS), pre ktory je potrebné rieSit' prislusni tlohu linedrneho
programovania (PL D CRTS), pre vSetky oe{1,...,p} je k - invariantny.
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Dosledok.

Nasli sme bijektivne zobrazenie medzi mnoZinami pripustnych rieSeni oboch uloh,

ozn. . ( ul um vl vn
f: ul,...,um,vl,...,vn)H e d

m

také, ze optimalne hodnoty ucelovych funkcii povodnej ulohy (PL D CRTS), a ulohy
po transformacii (PL D CRTS "), st rovnaké, tym padom sa nezmeni klasifikacia
utvarov na efektivne a neefektivne a nezmeni sa ani miera efektivity pocitand podla

optimalnej hodnoty ucelovej funkcie.

Veta 2.
(PL D VRTS) model je k-invariantny vzh'adom na zmenu jednotiek.
Dokaz.

Prislusnd uloha linedrneho programovania pre tento model sa liSi od ulohy
(PL D CRTS), pripoc¢itanim premennej ze R k Gcelovej funkcii a k prvej podmienke.
Ak budeme postupovat’ ako v Dékaze Vety 1, dostaneme, ze premenna ze R v dokaze
nehrd ziadnu rolu. Teda uloha (PL D VRTS), (o€{l,...,p}) sa zhoduje s ulohou
(PL D VRTS *),, t.j. s lohou po transformdcii premennych podla (70), po vykonani

bijektivneho zobrazenia medzi mnozinami pripustnych rieSeni:

ul um vl vn
f: (ul,...,um,vl,...,vn,z)!—>(,..., T §

¢ c, d, d

m

Tym paddom aj model (PL D VRTS) je k-invariantny vzh'adom na zmenu jednotiek.

Veta 3.
(PL D VRTS) model je k-invariantny vzh'adom na posun.
Dokaz.
Treba dokazat’, ze po transformacii ulohy (PL D VRTS), na ulohu (PL D VRTS ~),,

¢ize po pricitani redlnych ¢isel a; (i=1,...,m) ku vstupom a by (k=1,...,n) k vystupom sa
nezmeni optimalna hodnota ucelovej funkcie.
Najprv ukdzeme, ze (u,v,z) je pripustné rieSenie ulohy (PL D VRTS), vtedy a

len vtedy, ak o
(ul,...,um,vl,...,v z)= (13)

(ul,...,um,vl,...,vn,z +a,u+..+a,u, —bv, —...—bnvn)

m-m



Invariantnost’ aditivnych modelov s vdhami 24

je pripustnym rieSenim transformovanej ulohy (PL D VRTS ~),. O tom sa presved¢ime

dosadenim do podmienok prislusnej ulohy (PL D VRTS ~),, kde pre Vje{l,...,p} plati:

k=1 i=1

n m
= Zkajk - E’uixle +z+au+.+a,u, —bv,—.-byv, <0,
k=1 i=1

¢o je vzhladom na (9) ekvivalentné s prvou podmienkou povodnej ulohy

(PL D VRTS),:

n m
= ZVk(yjk +bk)—2ul.(xﬁ +al.)+z+alul+...+amum -bv,—.—byv, <0
k=1 j

i=1

n n m m m n
= Zkajk +kabk —Zul_xﬁ _Zuiai +z+2{ul_ai —Z‘vkbk <0
k= k= i= i= i= p

n m
<:>kaka —Zuixﬁ +z<0.
k=1 i=1

DalSie podmienky

~ ~— +

u2w,, v,2Ww,
su ekvivalentné s

~— ~+

u, 2w, v, 2w, (14)

kde vahy ~ o~
w,

su prevratené hodnoty Standardnej odchylky i-teho vstupu a k-teho vystupu po
transforméacii podl’a (9).

Z definicie nevychylen¢ho odhadu variancie ((VAR) str. 13) dostdvame:

m—1°3 I=1 m—143 1=l
1 p 1 & 2
:mz(+__;z] o7)
=0, =0

Analogicky pre Standardnt odchylku k-teho vystupu plati:

GNI: = 61:
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Teda Standardna odchylka transformovanych vstupov (vystupov) podla (9) je totozna
s povodnou standardnou odchylkou vstupov (vystupov). Po dosadeni do vzorcov (7)

pre vahy transformovanej lohy dostdvame, ze aj nové vahy su totozné s povodnymi

vahami: 1 1
Wz_ ==—=—= Wz_
i Gi
- 1 1
W;— =—= = W]-: ,
+ +
Gk Gk

Teraz ukdzeme, Ze hodnota ucelovej funkcie tiez ostdva nezmenend. Po dosadeni do

ucelovej funkcie tlohy (PL D VRTS ~), pre l'ubovolné oe{1,...,p}:

n m
vkyok - zuixoi t+z
k=1 i=1

podla (9) a (13) sacty sucinov u;a; a viby sa vynuluji podobne, ako pri dokaze
nemennosti prvej podmienky tejto tlohy a mame ta ista ucelova funkciu, ako pévodna

tloha (PL D VRTS),.

Tymto sme dostali, ze pre ulohy (PL D VRTS), a (PL D VRTS ~), prislusné
ucelové funkcie nadobtdajii rovnaké hodnoty a teda aj ich optimalne hodnoty st
rovnaké, t.j. tloha (PL D VRTS), pre V oe{l,...,p} je k - invariantnd. To implikuje, Ze
aj model (PL D VRTS), pre ktory je potrebné riesit’ prislusnt tlohu linedrneho progra-
movania (PL D VRTS), pre V oe{l,...,p}, je k - invariantny.

Veta 4.
(CP D CRTS) model je k-invariantny vzhl'adom na zmenu jednotiek.

Veta S.
(CP D VRTS) model je k-invariantny vzh'adom na zmenu jednotiek.

Veta 6.
(CP D VRTS) model je k-invariantny vzhl'adom na posun.
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Veta 7.
(ZA D VRTS) model je k-invariantny vzh’'adom na posun.

Dokaz viet 4. - 7.
Kedze tieto modely st totozné s modelmi (PL), iba vahy w™ a w™ sa volia odlisne a to
pri (CP) modeli podl'a (8) a pri (ZA) modeli podl'a (6), staci dokazat’, ze obe vol'by vah
transformované podla (9) st invariantné vzhl'adom na posun (a aplikovat’ Dédkaz
Vety 3) a vahy (8) transformované podla (10) si ndsobkom prevratenej hodnoty
skalara pri zmene jednotiek (a aplikovat’ Dokaz Vety 1).

Uprava vah (8) po transformacii vstupov a vystupov podla (10) pre i=1,....m, k=1,...,n.
Poznamenajme, ze max cez j a min cez j sa vztahuje na je{l,....p}.

"l 1 1

W= -
1
(m+n)|maxx ., —minx | (m+n)|c, maxx, —c minx,
F Jt j Jt t F Jt l J Jt

1 w;

c.(m+n) maxx, —minx, | &
P raa

- 1 1 w,
W, = = :d_
k

(m+n)(maxj;jk—minj/jk) (m+n)(dkmaxyjk—dkminyjk)
j i j i

Uprava vah (8) po transformacii vstupov a vystupov podla (9) pre i=1,...m, k=1I,...n a

cezje{l,...p}:
~ 1 1 _
Wi = = :Wi
(m + n)(m?x ¥, —min ¥, ) (m+ n)(mjax X, +a, —(m}m X, +a, D
~ 1 1

(m+n)(max Y, —miny, ) (m+n)(max Yy b, —(minyjk +b, D
J J J : J

Viéhy (6) st jednotkové vektory, teda nezavisia od vstupov a vystupov, tym padom po
transformacii vstupov a vystupov (podla (9)) véhy (6) ostani nezmenené, ¢o je

potrebné k dokazu Very 7.

Tym su Vety 4 az 7 dokazané.
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Veta 8.
(PL D CRTS) model nie je k-invariantny vzh'adom na posun.

Veta 9.
(CP D CRTS) model nie je k-invariantny vzh'adom na posun.

Veta 10.
(ZA D CRTS) model nie je k-invariantny vzh'adom na posun.

Dokaz viet 8. az 10.
Na priklade ukaZeme, Ze po posune vstupov a vystupov podla (9) sa nezachovaji
optimalne hodnoty ucelovych funkcii uloh (PL D CRTS),, (CP D CRTS), a
(ZA D CRTS),
Uvazujme 3 DMU s dvoma vstupmi a jednym vystupom:

vstup1 [vstup2 [vystup
DMU;4 2 5 1
DMU, 2 6 1
DMU; 7 2 2

Optimalne hodnoty tucelovych funkcii po aplikacii tloh linedarneho programovania

(0=1,2,3) pre analyzované modely:

PL model [CP model |ZA model
DMU;4 0 0 0
DMU, -0.58 -0.083 -1.0
DMU; 0 0 0

Optimalne hodnoty ucelovych funkcii po posune vstupu 1 pri vSetkych atvaroch o 20

jednotiek:
PL model |CP model |ZA model
DMU; -5.95 -0.9 -12.5
DMU, -6.54 -0.98 -13.5
DMUs; 0 0 0

Optimalne hodnoty ucelovych funkcii Utvarov DMU; a DMU, sa zmenili po posune
vstupov pri vSetkych modeloch, dokonca z efektivneho ttvaru DMU;, sa stal neefek-

tivny, tym padom ani jeden uvedeny model nie je k - invariantny vzhl'adom na posun.
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Veta 11.

(ZA D CRTS) model nie je k-invariantny vzh'adom na zmenu jednotiek.

Veta 12.

(ZA D VRTS) model nie je k-invariantny vzh'adom na zmenu jednotiek.

Dokaz viet 11. a 12.

Na priklade ukézeme, Ze po transformacii vstupov a vystupov podla (10) sa neza-
chovaju optimalne hodnoty ucelovych funkcii tloh (Z4 D CRTS), a (ZA D VRTS),.

Uvazujme 2 DMU s jednym vstupom a jednym vystupom:

vstup

vystup

DMU,

1

1

DMU,

10

1

Optimalne hodnoty ucelovych funkcii po aplikacii uloh linearneho programovania pre

analyzované modely:

Optimalne hodnoty ucelovych funkcii po vyndsobeni vstupu pri oboch tUtvaroch

¢islom 2:

ZA D CRTS

ZA D VRTS

DMU,

0

0

DMU,

-9

-9

ZA D CRTS

ZADVRTS

DMU,

0

0

DMU,

-18

-18

Optimélna hodnota ucelovej funkcie utvaru DMU, sa zmenila po vynasobeni vstupu
pri oboch modeloch, tym padom ani jeden uvedeny model, nie je k - invariantny

vzhl'adom na zmenu jednotiek.

Poznamenajme, ze pri tychto dvoch modeloch po zmene jednotiek efektivne utvary
ostantl efektivnymi a nezmeni sa klasifikacia atvarov na efektivne a neefektivne, ako
je to c¢iasto¢ne dokdzané pre variabilné vynosy z rozsahu v préaci [1, str. 28], kde na
k - invariantnost’ postacovala nezmenena klasifikacia, preto su v tej praci tieto modely

oznacené ako k - invariantné vzh'adom na zmenu jednotiek.
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Zhrnutie:
Na zaciatku sme hovorili, ze modely budeme skiimat' z dvoch hladisk, ¢i st
invariantné vo vSeobecnosti, t.j. podla Definicie 1, alebo iba v zmysle optimalneho
rieSenia ucelovej funkcie, t.j. €1 su invariantné v zmysle Definicie 4.

Dosledok predvedenych dokazov Viet 1. az 12. je, Zze ani jeden model, pri
aplikovani prisluSnej dudlnej ulohy linedrneho programovania na vypocet, nie je
invariantny v zmysle Definicie 1. To vyplyva z toho, Ze pri kazdej k - invariantnej
ulohe optimalne rieSenie (u,v) resp. (u,v,z) podvodnej ulohy ddva vo vSeobecnosti inl
hodnotu ucelovej funkcie transformovanej ulohy, alebo sme na kontraprikladoch
ukdzali, Ze sa opti-malne hodnoty tcelovych funkcii zmenili.

Nasledujuca tabulka je zhrnutim toho, ktoré dualne modely st invariantné
(dno) a ktoré nie st invariantné (nie) vzhl'adom na zmenu jednotiek a na posun
v zmysle Definicie 1 a Definicie 4. Pre lepSiu orientaciu uvedieme aj vety (V1,...,V12),

ktoré sa zaoberaju s prislusnymi tvrdeniami.

podla Definicie 4 | podla Definicie 1
model CRTS | VRTS | CRTS | VRTS
PL posun nie V8 |ano V3|nie nie
PL zmena jednotiek [ano V1|ano V2|nie nie
CP posun nie V9 |ano V6|nie nie
CP zmena jednotiek [ano V4|ano V5|nie nie
ZA posun nie V10 [ano V7|nie nie
ZA zmena jednotiek |nie V11 |nie V12 |nie nie

Pre uplnost’ sa teraz pozrime na primarne modely. Z teérie duality vieme, Ze optimalne
hodnoty ucelovych funkcii primarnych a prisluSnych dualnych uloh sa rovnaju (ak existuju,
ale to predpokladdme). Z toho vyplyva, ze tie ist¢ primarne modely budu k - invariantné,
ktorych dudlne tlohy st k - invariantné. Ale ktoré su pri k - invariantnych modeloch prislusné
bijektivne zobrazenia medzi pripustnymi rieSeniami povodnych a transformovanych primér-
nych tloh?

Najprv analyzujeme k - invariantné modely vzhl'adom na zmenu jednotiek, teda (PL) a
(CP) model s konitantnymi aj s variabilnymi vynosmi z rozsahu. Ucelova funkcia pri
primarnych ulohéch je:

m n
min  — E WS, + E w. s |
P
AR, i=1 =1

sTeR", §7eR™
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Vieme, Ze jej optimalna hodnota musi byt rovnakd, ako pred tansformovanim vstupov a
vystupov podla (10) a pre vahy pri oboch vol'bach ¢i podla (7) alebo (8) plati (pre i=1,....,m a
k=1,...,n):

N
Ao W e W

w =—, w =—Fk,

c, d,

tym padom musime prispdsobit’ transformované doplnkové premenné tak, aby hodnota

ucelovej funkcie ostala nezmenena. Preto ich volime nasledovne:

A—

S;=c¢;s;, § =d.s]. (15)
Ostava ukazat, ze (15) je pripustnym rieSenim, tj. Ze vyhovuje kazdej podmienke
(Ad P CRTS) a (Ad P VRTS) pri vol'be vah podla (7) a (8).

Nech oe{1,...,p} je pevne zvolené. Vynasobme kladnym skaldrom dj (k=1,...,n) k - tu rovnicu

povodnej podmienky:

P
zyj'k)’j —5; = yok/dk
=

Z toho podla (10) a (15) dostaneme nasledovné podmienky transformovanej ulohy pre
k=1,...n:

P

Zyj'k)’j ~8; = Do

Jj=1

Z tejto rovnice vidno, Ze nielen (715) vyhovuje prvej podmienke transformovanej tlohy, ale
premenné A, j=1,...,p ostanii nezmenené.

Po prevedeni podobnych Uprav na podmienke pre i=/,...,m:
P
Zxﬁlj +s; =x,,
j=1

¢ize vynasobenim kladnym skaldrom c¢; (i=1,...,m) dostaneme d’alSiu podmienku transfor-
movanej ulohy.
Kedze A, j=1,...,p ostali po transformécii nezmenené, tak spifiajii podmienku pre variabilné

vynosy z rozsahu: 12
j=

YA =1

1
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Tymto sme nasli nasledovné bijektivne zobrazenie medzi mnoZinami pripustnych rieSeni

primarnych uloh také, Ze optimalne hodnoty ucelovych funkcii pdvodnych uloh a transfor-

movanych (podla (10)) pre (PL) a (CP) modely su rovnaké:
s s

- ot +
s s
. - - + + 1
f: (S1 yees S, 58] ,...,sn,ﬂ,l,...,ﬂ,p)H( perey— 2 L ,2,1,...,/1}, }
1

s >
Cl cm

S

Teraz hl'adame bijektivne zobrazenie medzi mnozinami pripustnych rieSeni pre vSetky
primarne aditivne modely s variabilnymi vynosmi z rozsahu, teda pre modely (PL), (CP) a
(ZA) tak, aby optimélne hodnoty ucelovych funkcii pdvodnych tloh a transformovanych
posunom, tj. podla (9), boli rovnaké. Ugelova funkcia primarnej ulohy analyzovanej pri

invariancii vzhl'adom na posun je:

min  — vai‘?j‘ +ZVT/;§,: .
_JAern T =1
s'eR",s"eR

Vieme, Ze jej optimalna hodnota musi byt rovnakd, ako pred tansformovanim vstupov a

vystupov podla (9) a vahy pri vSetkych volbach (podl'a (6), (7) alebo (8)) s invariantné

vzhl'adom na posun, t.j.: - -

wo=w,, W, =w,.
Preto hodnoty doplnkovych premennych s; (i=1,...m) a s, (k=1,...,n) ostani nezmenené.
Ako sa zmenia 4;, j=1,...,p?

Do podmienok transformovanej Glohy (4d P VRTS ~), pre k=1,...,n ai=1,...,m:

~

~ b~
yjkj‘j =5 = Vor

M*u

J=1

>

=]

~

ﬂ,j +5, =X,

l

=

Ji
dosad’'me podrla (9):

Z(yjk +bk)/Tj —5; =V, +b

~
I
—_

(xﬁ +al.))uj +5, =x,+a,

M-

~.
Il
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a upravme rovnice nasledovne:

- - _ o _ 6
2x44/1.+2ai s =x <+ai<:>2x../1.+aiz/l.+s. =x,+a,.

Ked'Ze rieSime tlohy s variabilnymi vynosmi z rozsahu, tak mame podmienku

P

2/1_,- =1,

j=1

ktort ked” dosadime do rovnic (76), mozeme zjednodusit’ od¢itanim by a @;. Tym dostaneme

podmienky ulohy (4d P VRTS),, ak aj premenné A, j=I,...,p ostani nezmenené. Teda to
hl'adané bijektivne zobrazenie je samo do seba.

Tymto sme ukézali, Ze na rozdiel od dudlnych tloh priméarne lohy s variabilnymi

vynosmi z rozsahu su invariantné vzhl'adom na posun v zmysle Definicie 1 t.j. aj optiméalne

rieSenie aj optimalna hodnota ucelovej funkcie st invariantné vzh'adom na posun.

Nasledujtca tabul’ka je zhrnutim toho, ktoré primdrne Glohy na rieSenie prislusnych
modelov st invariantné (dno) a ktoré nie su invariantné (nie) na zmenu jednotiek a na posun

v zmysle Definicii I a 4.

podla Definicie 4 | podla Definicie 1
model CRTS | VRTS |CRTS| VRTS
PL posun nie ano nie ano
PL zmena jednotiek| ano ano nie nie
CP posun nie ano nie ano
CP zmena jednotiek| ano ano nie nie
ZA posun nie ano nie ano
ZA zmena jednotiek| nie nie nie nie
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3 Meranie efektivnosti

V tejto kapitole diplomovej prace popiSeme rad experimentov s modelmi uvedenymi

v predchéadzajucich Castiach. Najprv analyzujeme vstupne orientovany CCR model, v druhe;j

Casti sa zaoberame s aditivnymi modelmi s vahami. Pritom nds bude zaujimat’, ako jednotlivé

modely meraji efektivnost. Modely aplikujeme na data, ktoré si dostupné na internetovej

stranke [5] a st uvedené aj v prilohe v Tabulke 1. St to realne data jednej slovenskej finan¢ne;j

inStitacie a jej 106 pobociek. Pri kazdej pobocke st dané 3 vstupy:

OsobNakl
PrevNakl
OstatNakl
a 4 vystupy:
Ucty
PocUct
Vklady
PocVkl

osobné naklady,
celkové naklady spojené s prevadzkou filialky,

ostatné prevadzkové néklady,

suma vsetkych typov uctov,
celkovy pocet vsetkych tctov,
suma zostatkov vsetkych typov vkladov spolu ku koncu mesiaca,

pocet vSetkych typov uctov agendy vkladov spolu ku koncu mesiaca.

Konkrétne vypocéty boli uskutocnené pomocou programu [6], ktory rieSi ulohy

pomocou Simplexove] metdody. Vyhoda tohto programu je, Ze rieSi aj ulohy vécsieho

rozmeru. Dalsia vyhoda oproti volne dostupnym DEA rieSitelom je, Ze poita pomocou

vlastnej aritmetiky na tol’ko platnych (desatinnych) miest, kol’ko je potrebné pre najpresnejsSie

vysledky.
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3.1 Vlastnosti (CCR I D) modelu

Pri experimentoch s vystupne orientovanym dudlnym (CCR I D) modelom nas hlavne
zaujimalo, aky pocet Utvarov ma pri rieSeni programom [6] niektoré ceny pre vstupy alebo
vystupy nulové a nakol’ko je tento pocet ovplyvneny zvolenou metddou rieSenia (Simplexova

metoda).

3.1.1 Analyza vysledkov pre (CCR I D) model

V prilohe v Tabulke II st uvedené optimalne hodnoty ucelovych funkecii pre vSetkych
106 pobociek v percentach, ktoré vyjadruju tzv. technicki mieru efektivnosti. Kvoli prehl’ad-
nosti uvddzame iba tie ceny uy,...,u; pre vstupy a v,,..., vy pre vystupy, ktoré su nulové.
Niektoré nenulové ceny su aj radovo 10 °, z toho dévodu by ta tabulka bola neprehladné a
pre analyzu vysledkov ani nie je potrebné ich poznat’.

Vsimnime si, ako sme definovali efektivnost a mieru efektivnosti po (CCR I D)
modeli na str. 10: "testovany utvar DMU, je efektivny, ak existuje také optimalne rieSenie
tlohy (u',v'), 2e u” > 0, v' > 0 a hodnota ucelovej funkcie E, je rovna jednej. V pripade, Ze
E, je mensia ako jedna a u,v" st kladné, E,” mbzeme pokladat’ za mieru efektivnosti. Ak ale
neexistuje kladné optimalne riedenie (x,v") danej ulohy (CCR I D),, prisluiné E, sa neda
interpretovat’."

Z tabulky II je vidiet, ze iba 3 pobocky: ¢.7, €.60, ¢.68 mdzeme podla tohto vyhlasit’ za
efektivne a d’alSich 10 optiméalnych hodnot ucelovych funkcii za miery efektivnosti a to pri
pobockach ¢.: 16, 21, 23, 24, 31, 32, 51, 54, 92, 94, lebo iba pre tieto utvary su vsetky zlozky
vektorov cien 1" a v" kladné. Co s ostatnymi pobotkami? Ako uréit, & neexistuje pre ne iné,
kladné optimélne rieenie (1",v)? Sancu najst optimalne rieSenia s men$im po&tom nulovych
cien u,v mame, pretoze sme na rieSenie pouzili Simplexovli metddu, ktord poskytuje tzv.
bazické rieSenia, v ktorych je maximalny pocet nulovych zloziek. Z teorie linearneho prog-
ramovania vSak vieme, ze ak uloha ma nejednoznacné rieSenie, potom okrem bazickych
rieSeni ma aj rieSenia s vyS$§im poctom nenulovych zloziek, ako poskytuje bazické rieSenie.
Teda moZze nastat’ situdcia, ze uloha ma aj rieSenia so vSetkymi zlozkami kladnymi, iba my

sme to nenaSli kvoli pouzitiu Simplexove] metddy. Preto sme navrhli dvojkrokova metddu
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popisanu v d’alSej Casti, ktora v druhom kroku hl'ad4 optimalne rieSenie s kladnymi zlozkami

rieSenia (pomocou znamej optimalnej hodnoty ucelovej funkcie zistenej v prvom kroku).

3.1.2 Dvojkrokovy (CCR I D) model

V predchadzajucej casti sme dospeli k vysledku, Ze pouzitd metéda na rieSenie
(CCR I D) modelu je "neefektivna", tj. zo 106 utvarov ur¢il mieru efektivity objektivne
(zapoc€itanim vSetkych vstupov a vystupov pomocou kladnych vah) pre 13 utvarov, to
znamena, ze iba pre 12% z nich. Pri ostatnych poboc¢kéach niektoré ceny u; (i=1,2,3) a niektoré
Vi (k=1,2,3,4) st nulové. Nasledujiicim sposobom mdzeme zistit’, ¢i neexistuju aj rieSenia so
vSetkymi zlozkami kladnymi.

Riesenim ulohy (CCR I D), (0o€{1,....,p (=106)}) dostaneme nejaké optimdalne rieSenie
(u",v"). Oznaéme optimalnu hodnotu G&elovej funkcie pre toto optiméalne riesenie £, . Dalej
hl'addme iné optimalne rieSenie tlohy také, aby ceny u,v boli kladné, ak je to mozné. Ked'ze
sme v optime, tak hodnota uéelovej funkcie sa nemeni, preto v'y, polozime rovné optimalnej
hodnote E,", ktort sme nasli v prvom kroku. Tym dostaneme d’al$iu podmienku. Ostatné
podmienky ulohy (CCR I D), sa nemenia. Novou ucelovou funkciou sa snazime maxima-

lizovat’ minimalnu hodnotu z cien u; (i=1,...,m) a vy (k=1,...,n), t.].

max [min(ul,...,um,vl,...,vn )]

u,v

Tento zapis je ekvivalentny so zapisom prijatelnym pre linedrne programovanie:

max Y

YeR
¥Y<u,.,¥Y<u,
Y<v,.,.¥<v,.

Teda v druhom kroku rieSime nasledovnu tlohu linearneho programovania pre V oe{1,...,p}:

() max b 4

YeR,ucR", veR"

za podmienok  We<u
Ye<v
v'y,=E

MT)C =

o

vaj—uij <0, Vj=L..,p.
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Ak optimalne rieSenie ¥ tejto lohy je kladné, tak dostaneme aj kladné ceny u,v, ktoré sme
hl'adali, aby sme sa mohli rozhodnit’ o tom, ¢i optimalna hodnota ucelovej funkcie ulohy
(CCR I D), udava mieru efektivnosti pre Gtvar DMU,. Ak optimalne ¥ = 0, tak tuloha
(CCR I D), nema kladné optimalne rieSenie u,v. Z toho vyplyva, Ze neexistuje maximum pre
ulohu (CCR I D),, v ktorej podmienky nezapornosti cien u,v nahradime ostrymi nerov-
nostami:
u>0,v>0,
aké vlastne h'addme. Existuje iba suprémum.

Prislusnd tuloha linedrneho programovania na rieSenie (‘¥) modelu v primarnom tvare pre
Y oel!l,...p}:
¥ P), min r+ qE::

sTeR™,s*eR",
AeR?,reR, qgeR

za podmienok els +elst =1

kde ¢’ je vektor jednotiek.

V prilohe v Tabulke III su uvedené vysledky tejto dvojkrokovej metddy. Takto sme
dostali presné informécie o vSetkych pobockach, z ktorych iba pre 26 existuju kladné ceny.
Z toho 14 DMU je efektivnych a pri 12 pobockach mézeme povedat’, Zze optimalna hodnota
ucelovej funkcie udava presnu technicktl mieru efektivnosti. V ostatnych pripadoch je miera
efektivity menSia, ako udana hodnota, ked’ze niektoré vstupy alebo vystupy neboli brané do
uvahy kvoli ich nulovej cene.

Zhodou okolnosti pre vSetky pobocky s optimalnou hodnotou ucelovej funkcie rovnou
jednej, t.j. pre efektivne utvary vysli nenulové ceny, ale to nie je samozrejmostou, ako sa

modzeme presvedcit’ na nasledovnom priklade:
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Priklad 1.

Uvazujme 2 DMU s dvoma vstupmi a jednym vystupom:

vstup1 [vstup2 |vystup
DMU; 2 5 1
DMU, 2 6 1

Pouzita tloha na rieSenie (CCR I D) modelu urc¢i pre obe pobocky optimalnu hodnotu
ucelovej funkcie rovnu jednej napriek tomu, Ze DMU, spotrebovava vacsie mnozstvo
vstupu 2 na vyprodukovanie rovnakého mnozstva vystupu ako DMUj, teda by nemala
byt efektivna. PreCo ohodnoti tento model evidentne neefektivny utvar ako efektivny?

Problém je v podmienkach nezdpornosti cien. Vstupy 2 pre oba DMU su s nulovou

cenou:
ui u2 \Y
DMU; 0.5 0 1
DMU, 0.5 0 1

tym padom tento vysledok nestaci na urcenie efektivity. Pozrime sa na vysledky po

vykonani druhého kroku, t.j. rieSime (‘¥) model.

ui u2 \
DMU, 0.14| 0.14 1
DMU, 0.5 0 1

Nase oc¢akéavania sa splnili, DMU, je efektivna, lebo sa nasli kladné ceny, ale pre
DMU, neexistujt, tym padom optimalna hodnota ucelovej funkcie, ktora ostala rovna

jednej, neudéava efektivnost’ pre ten utvar DMU,, ale miera efektivity je menSia.

Zhrnutie:
Z vysledkov uvedenej analyzy (CCR I D) modelu vidiet’, Ze tento model neumoziiuje
zmerat’ mieru efektivnosti pre vSetky utvary, lebo pri nulovych optiméalnych cenach
u,v je prislusnd miera efektivnosti mensia, ako optiméalna hodnota tcelovej funkcie.
Ani dvojkrokovy model vel'mi nepomohol, sice poc¢et vhodne ohodnotenych utvarov
sa zdvojnasobil. Na naSom subore dat u 75,5% utvarov je efektivnost zmerana

nedostatocne.
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3.2Porovnanie aditivnych modelov s vahami

V tejto podkapitole sa zaoberame experimentmi s aplikaciou aditivnych modelov.
V prvej kapitole (str. 13) sme uviedli, ze aditivne modely vyzaduju preskalovanie ziskanej
optimalnej hodnoty ucelovej funkcie, resp. definovanie uplne novej miery efektivnosti pomo-
cou ziskanych optiméalnych rieSeni. V nasledujicej Casti uvedieme 3 spdsoby na vypocet

miery efektivnosti. Nasledne porovname aditivne modely s vahami podl'a rozlicnej vol'by véh.

3.2.1 Porovnanie z hPadiska merania miery efektivnosti

Pri rieSeni CCR modelov optimalna hodnota t¢elovej funkcie prislusnej ulohy linear-
neho programovania priamo udava mieru efektivnosti (resp. jej prevratenu hodnotu), samo-
zrejme iba vtedy, ked’ optimalne rieSenie (u*,v*) je kladné. Pri aditivnych modeloch percen-
tudlnu hodnotu miery efektivnosti musime dopocitat, kedze optimalna hodnota ucelovej
funkcie takuto informaciu priamo neposkytuje. Preto sa snazime zvolit' také transformacie
ziskanej optimalnej hodnoty tcelovej funkcie alebo optimélnych rieSeni uloh, aby sme mieru
efektivnosti pre neefektivne DMU dostali do intervalu /0,1) a pre efektivne utvary rovné
jedne;.

Pozrieme sa na rieSenie aditivnych modelov s vdhami a s variabilnymi vynosmi z roz-
sahu. Autori prace [3] navrhli tri r6zne spdsoby na vypocet miery efektivnosti podla udajov
ziskanych pri rieSeni modelu (4d VRTS). Prva miera efektivnosti je pocitana pomocou
optiméalnej hodnoty ucelovej funkcie, kym druhd resp. tretia metdéda vypoctu miery
efektivnosti nepouziva optimalnu hodnotu ucelovej funkcie, ale je pocitand pomocou

optimalnych rieSeni primarnej resp. dualnej ulohy.

I. Miery efektivnosti zaloZzené na optimalnych hodnotach ucelovej funkcie.

Ozna¢me optimalnu hodnotu ucelovej funkcie pre o-ty (o€{l,...p})
utvar Eo*. DMU, je efektivny, ak E0*=0. Pre neefektivne utvary Eo* < (. Mieru

efektivnosti M1 (e),” pre ttvar o dopo&itame pomocou vzt'ahu:

MI(e), =1+¢€E,,

% oznaéenie: M - miera efektivnosti, 1 - uvedena ako prva v poradi, € - parameter vypoctu
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II.

kde € >0 je skalovaci parameter zvoleny tak, aby MI(€), € [0,1] pre V DMU,, napr.:
1

€= ‘min(El*,...,E;} '

(17)

Nami navrhnutd transformdcia optimalnej hodnoty ticelovej funkcie do pozado-
vaného intervalu /0, 1] je pomocou exponencialnej funkcie. Tento vypocet miery efek-
tivnosti bol zovSeobecneny v praci [3] pomocou tzv. funkcie kontrastu ozn. f(7).
Funkcia kontrastu pre > 0 ma vlastnosti:

f0)=1, f(r)>0, f'(r)<0, f"(r)>0, limf(r)=0,

ktoré spinaju nasledovné konkrétne funkcie:
f(r):exp(_ﬁr)a
1
f(r)

- 1+yr?

b

kde B >0, y> 0 st tzv. parametre kontrastu.
Ak E,” je optimalna hodnota u&elovej funkcie utvaru DMU,, potom d’alsie dve mozné

miery efektivnosti podl'a konkrétnych funkcii kontrastu pocitame:

M2(B), =exp(BE; )

1
M3 =
(7)0 14 7/(E: )2

Miera efektivnosti zalozend na optimalnych rieSeniach primarneho modelu.

Oznaéme optimalne riedenie alohy (4d P VRTS),: (A, s, s '). Pomocou A"

zaved'me tzv. virtualny Gtvar DM U], ktorého vstupy a vystupy dopocitame:
p * p *
) :zl/ljxj’ Vs =21,/1jyj.
J= J=

Podl'a podmienok ulohy (4d P VRTS), dostdvame:

* +

X,=Xx,—S o, Y=Y, s .

Mieru efektivnosti DMU, ur¢ime z miery efektivnosti virtualneho utvaru DMUy. Ak su
vstupy a vystupy DM U, kladné, potom spolu s podmienkou nezapornosti doplnkovych

premennych implikuji:
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I11.

Pomery: X,
E'=—, i=1...m
xoi
Yok
E'=——, k=1l,..,n
Yk

nazyvame parcidlnou zlomkovou efektivnostou prislichajicou vstupom resp.
vystupom DMU,. Tieto hodnoty st v intervale /0,1]. V pripade, Ze vstupy x,; st
nulové, E;* polozime rovné jednej a ak vystupy y,, st nulové, E;” polozime rovné nule.
Vazenll agregovanu mieru efektivnosti pomocou vah y;, > 0 (i=1,...m) a 1 > 0

(k=1,...,n) definujeme:

m

M4(u,n), =Y 1, EF + Y n,E}.
i=1 k=1

m

Podmienku: Zﬂi Y, =1,
i=1 k=1

ktora zabezpeci, aby miera efektivnosti M4(u,n), patrila do intervalu [0,1], s ohra-

ni¢eniami pre i=/,....m a k=1,...,n:
u, >0, n, >0,

spifaju nasledovné vol'by véh u;, n:

i wo=n= (18)
kde m (n) je pocet vstupov (vystupov),
g MW
1) l iw,‘ +iw,f S iwi‘ +i‘w,+ ’ (19)
P pam i1 =1

kde w;, wi' st definované podl'a vzorcov (7), (8):

Miera efektivnosti zaloZena na optimalnych rieSeniach dualneho modelu.

Ozname optimalne rieSenie ulohy (A4d D VRTS), trojicou (u,v,z), pomocou

ktorej mieru efektivnosti M35, pre o - ty Gtvar definujeme:

T
1% +z
YRtz g
u x
M5o: T !
\%

T >
u'x,—z
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V prilohe v Tabulke IV st uvedené optimalne hodnoty tcelovych funkcii a vysledky

vSetkych vypoctov pre miery efektivnosti (M1 az M5 v percentdch) pre model (PL VRTS),
¢ize pre aditivny model s variabilnymi vynosmi z rozsahu a pomocou vah (7). Hodnoty
parametrov vypoctu pre prislusné miery efektivnosti su v druhom riadku Tabulky IV uvedené
bud’ podla ¢iselného oznaenia vzorca, podl'a ktorého sa pocitali ((17), (18), (19)), alebo je
doplnend konkrétna hodnota (8 =1, y=1). Poznamenajme, Ze vo vzorci (19) vihy w™ a w™ boli
pocitané podla (7), ked’ze ide o (PL) model. Cisla (typu bold) napravo od hodnédt téelove;
funkcie a mier efektivnosti v Tabulke IV udéavaji rating (R) pobociek, t.j. poradové cislo
utvaru pri zostupnom usporiadani podl'a prislusného vypoctu miery efektivnosti. Ked'ze 34
pobociek je vzdy efektivnych (Gcelova funkcia je nulovéa a miera efektivity je 100%), tie maji
ratingy rovné jednej a pre d’alSie pobocky st ratingy od 35 do 106.
Je zrejmé, Ze ratingy Utvarov pri mierach MI(g), M2(B), M3(y su rovnaké pre akukol'vek
volbu parametrov & f, ¥ a rovnaju sa aj ratingom pobociek podl'a optimalnej hodnoty
ucelovej funkcie, lebo st monoténnou transformaciou prave tej hodnoty. Miery M4 (oba
sposoby) a M5 viak poskytujdi iplne iné ratingy pre jednotlivé ttvary.”

Vysledky predchadzajucich vypoctov kvoli ahSiemu porovnaniu jednotlivych mier
efektivnosti zhrnieme v nasledujucej tabul’ke, kde:

1. riadok:  pocet efektivnych ttvarov, t.j. s efektivitu rovnou 100%,

2. riadok:  najmenSia dosiahnut4 miera efektivnosti (v %),
3. riadok:  aritmeticky priemer mier efektivit neefektivnych utvarov (v %),
4. riadok:  pocet neefektivnych utvarov s mierou efektivity nad 50%,
5. riadok:  percentudlny pocet neefektivnych utvarov, ktorych miera efektivity je nad
50%.
miera efektivity:] M1(e) | M2(B) | M3(y) | Ma(un) | Mdwn) | M5
parametre vypoCtu M:| ¢ <(17)| B=1 =1 (une (18) | wn < (19)
pocet efektivnych 34 34 34 34 34 34
najmensia miera ef. v % 0 1 4 39 16 14
priemer neefektivnych v % 78 43 55 70 78 60
pocet (50% < M < 100%) 66 27 40 66 59 47
v % pocet nad 50% z neef. 92 38 56 92 82 65

%S ratingmi sa podrobnejsie zaoberame v d’alsej podkapitole pri porovnavani aditivnych modelov z hradiska

vol'by vah.
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Aké su nedostatky jednotlivych mier efektivity?

Ako prvé si v§imnime, do akého intervalu patria miery efektivity. Predpokladali sme
hodnoty z intervalu /0, 1] (v percentach od 0% do 100%). Z tohto hl'adiska najhorsie vysledky
dava vypocet M4(u,mn) s parametrami vypoctu u,n zvolené podla (18), kde najmenSia miera
efektivity je 39%. Tento nedostatok je ale I'ahko odstranite'ny pomocou d’alSej transformacie,

kde pre vSetky DMU, (0o=1,...,p) prepocitame miery efektivity M, nasledovne:

M, —min(M,,...M )

M;jew - maX(M1,...,Mp )_ min(Ml’""Mp)’

(20)

¢im vSetky miery efektivity zmensSime, okrem efektivnych utvarov, t.j. ktoré maju efektivitu
rovni 100%, lebo tie hodnoty po tejto transformacii ostani nezmenené. Je zrejmé, ze
transformacia resp. preSkalovanie (20) je tiez monotdnna operacia. To znamend, Ze nezmeni
poradie testovanych utvarov pri ich usporiadani podla prislusnej miery efektivnosti.

Dalsi nedostatok vypoétov je vidiet' v predchadzajucej tabul’ke z treticho az piateho
riadku. Cisla uvedené v tychto riadkoch udavaju, ako nerovnomerne st rozdelené miery
efektivnosti neefektivnych utvarov. Napriklad pri vypocte miery efektivnosti Mi(g) az 66
utvarov zo 72 neefektivnych (tj. 92%) ma vySe 50% - nu mieru efektivity, preto je aj
aritmeticky priemer mier efektivnosti neefektivnych ttvarov taky vysoky (78%). A kedze iba
podla tohto vypoctu je dosiahnutd predpokladana dolna hranica intervalu miery efektivity

(najmensia miera efektivity je 0), tak ani transformaciou (20) to nevylepSime.

Rovnomerné rozdelenie mier efektivit vSetkych ttvarov cez cely interval [0, 1] chceme
dosiahnut’ z toho dovodu, aby sa dali 'ahSie porovnavat pobocky medzi sebou. Tie vysledky
neodzrkadl'uju to, akou efektivitou pracuje ta ktora pobocka, ¢ize ako vyuziva svoje vstupy na
vyprodukovanie vystupov vo vSeobecnosti, ale slizia jedine na porovnanie Utvarov medzi
sebou, s ktorymi pracujeme. Preto nie su vyhodné také vysledky, podla ktorych by vSetky
pobocky mali mieru efektivity nad nejakym percentom (napr. tych 39%), lebo vo vSeobec-
nosti sme si mohli mysliet, Ze to nie je az taky zly vysledok, aj ked’ v porovnani s ostatnymi
td pobocka je na poslednom mieste. Preto ten interval od 39% do 100% roztahujeme az
k nule. Nerovnomerné rozdelenie nevyhovuje z podobného dovodu, aj ked’ najmensSia miera
efektivity je nula, ale ak 92% neefektivnych Gtvarov ma mieru efektivity nad 50%, tak ani tie

utvary nie st medzi sebou vhodne porovnané.
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Z tejto analyzy vyplyva, ze jednoznacne najlepSie vysledky davaja vypocty podla
funkcii kontrastu (t.j. miery M2(B), M3(y)). Pytame sa pre¢o? VSimnime si, Ze ich parametre
B a ymozeme zvolit’ 'ubovolne a pomocou nich mézeme dosiahnut’ rozloZenie mier efektiv-
nosti ako ndm vyhovuje. Pri tychto konkrétnych vypoctoch pre (PL VRTS) model:

- pre Be (0,1), ye (0,1) dostaneme vela vysokych mier efektivnosti,
- pre B >1, y>1 opacne, Cize malé miery efektivity,

- pre =1, y=I je pomerne rovnomerné rozdelenie vysledkov.

Pre =105 =1, B=2ay=0.5 y=1, y=2 prislusné miery efektivnosti su v prilohe
v Tabulke V. Hodnoty su zoradené podl'a mier efektivnosti, aby sme ich mohli prehl'adnejSie

znazornit’ v nasledujucich Grafoch I all .

Na Grafe I vidime na vodorovnej osi vyneseny pocet pobociek (0 az 106), ale kvoli
prehl’adnosti Gtvary su zoradené podla mier efektivnosti. Na zvislej osi st miery efektivity
M2(B) (v percentach) pre B= 0.5, =1, B=2.

Neefektivnych ttvarov je 72, z toho pri B = 0.5 od sedemnasteho v poradi maji Gtvary nad
50% mieru efektivity, pre B = 2 od 62 - ho utvaru v poradi maji len nad 50% mieru
efektivity, ¢o je iba 10 utvarov s mierou efektivity nad 50%. Pre = [ je to priblizne

rovnomerne rozdelené.
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Podobné tdaje st v Grafe II pre mieru M3(y), kde y=0.5, y=1a y=2:

Graf 11

100

M3(p

miera efektivnosti

80

100

Nasledujtica tabul’ka znazornuje zhrnutie hodndét mier efektivnosti po odstraneni

prvého nedostatku, ¢iZze po vykonani transformacie (20), t.j. miery efektivnosti sme previedli

na cely interval [0,1]. PrisluSna tabulka s prevedenymi hodnotami mier efektivnosti je

v prilohe ako Tabulka VI.

miera efektivity:] M1(e) | M2(B) | M3(y) | M4(un) M4 (1) M5

parametre vypoCtu M:| ¢ <(17)| B=1 =1 (une (18) | wn < (19)
pocet efektivnych 34 34 34 34 34 34
najmensia miera ef. v % 0 0 0 0 0 0
priemer neefektivnych v % 78 43 54 51 74 53
pocet (50% < M < 100%) 66 26 36 43 56 44
v % pocet nad 50% z neef. 92 36 50 60 78 61

Ako si mozeme vSimnut’, aj druhy nedostatok, ¢ize nerovnomerné rozdelenie mier
efektivnosti sa zlepsil a to najviac pre mieru M4(u,n) s parametrami podl'a (18). Tym padom

aj tato metdda na vypocet miery efektivnosti sa stala porovnatelnd s metodami vypoctov

podl’a funkcii kontrastu.
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3.2.2 Porovnanie z hl’adiska vol’by vah

V 2. kapitole sme ukazali, ze aditivne modely s vdhami w a w' volené podla (6), nie
st k — invariantné vzh'adom na zmenu jednotiek a preto nie su vhodné na pouzitie. Ale ak su
vahy volené podla vzorcov (7) resp. (8), tak takéto modely su k — invariantné vzhl'adom na
zmenu jednotiek. NavySe v pripade, ze pouzivame modely s variabilnymi vynosmi z rozsahu,
su k — invariantné aj na posun, ¢o rozsiruje moznosti ich pouzitia. V predchadzajicej Casti
sme popisali niekol'’ko mier efektivnosti, ktoré umozituju porovnavat vysledky ziskané pre
aditivne modely pri rozli¢nej volbe vah podla (7) (model Pastora a Lowella) a (§) (model
Coopera a Pastora).

V prilohe v Tabulke VII st uvedené optimalne hodnoty Ucelovej funkcie a miery
efektivnosti M1 az M5 pre vSetky pobocky pre model (CP VRTS) podobne ako v Tabulke IV
pre (PL VRTS) model. Uvadzame aj ratingy pobociek. Parametre vypoctu mier efektivnosti
M2(PB) a M3(y) sme zvolili tak, aby bolo pozadované rovnomerné rozdelenie mier efektivnosti
splnené. Preto B = 30 a v = 1700. Ten velky rozdiel vo vol'be parametra kontrastu y pri
r6znych modeloch je z toho ddévodu, Ze optimalne hodnoty Gcelovych funkcii pri (PL) modeli
su z intervalu (-5, 0], kym pri (CP) modeli st rddovo 107 a pri vypoéte podla vzorca M3(y
pre vhodné vysledky treba parameter, ktorym sa nasobi kvadraticka hodnota tc¢elovej funkcie
volit' kompenzujuco. Pri vypocte miery efektivnosti M4(u,1) pomocou vzorca (19) sme
pocitali vahy w' a w™ podl'a (8), ked’ze analyzujeme (CP) model.

Pre TahSie porovnanie uvddzame podobnu suhrnnu tabulku aj pre (CP) model, aki

vidime pre (PL) model na str. 41.

miera efektivity:] M1(e) | M2(B) | M3(y) | M4(un) M4 (1) M5
parametre vypoltu M:| e «<(17)| B=30 | y=1700 | un «>(18) | 11 <>(19)

pocet efektivnych 34 34 34 34 34 34
najmensia miera ef. v % 0 3 4 43 16 14
priemer neefektivnych v % 78 53 57 72 76 61
pocet (50% <M < 100%) 66 39 40 69 58 50

v % pocet nad 50% z neef. 92 54 56 96 81 70
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Aj tieto vypocCty maji rovnaké nedostatky, ako pri (PL) modeli, preto aj tieto hodnoty
transformujeme pomocou (20) na pozadovany interval (Tabulka VIII v prilohe) a uvadzame

zhrnutie vysledkov:

miera efektivity:] M1(e) | M2(B) | M3(y) | M4(un) M4 (1, 1) M5

parametre vypo&tu M:| e «<(17)| B=30 | y=1700 | u,n «>(18) | 11 <>(19)
pocCet efektivhych 34 34 34 34 34 34
najmensia miera ef. v % 0 0 0 0 0 0
priemer neefektivnych v % 78 52 55 51 72 54
pocet (50% < M < 100%) 66 36 38 41 56 46
v % pocet nad 50% z neef. 92 50 53 57 78 64

Najvyraznejsie zlepSenie nastalo tiez pri pocitani miery efektivnosti pomocou vzorca

M4(u,n), kde parametre u, 17 volime podla (18).

Vratme sa k ratingom pobogiek.” Kvoli prehladnosti a Fah§iemu porovnavaniu oboch
aditivnych modelov (s réznymi volbami vah) podla toho, aké poradové cCisla priradia
jednotlivym pobockam, v Tabulke IX su uvedené iba ratingy pobociek. Ked’ze pre optimalnu
hodnotu ucelovej funkcie a miery efektivnosti pocitané pomocou nej su ratingy rovnakeé,
v Tabulke IX su tie hodnoty uvedené iba raz. Daliie ratingy su pocitané podl'a mier
efektivnosti M4 (dva spdsoby) a M5. Zmeny v ratingu pri pouziti (PL) a (CP) modelu su
zhrnuté do nasledujtcej tabulky.

1. riadok:  pocet utvarov, kde nastala zmena v ratingu podl'a rézneho modelu (pri danej
miere efektivnosti)

2. riadok:  maximalny rozdiel v ratingu zo vSetkych 106 pobociek medzi vysledkami (PL)
modelu a (CP) modelu

3. riadok:  priemerny rozdiel v ratingu podla roznej vol'by modelu pre vSetky neefektivne

utvary

9 Po zoradeni utvarov podl'a mier efektivnosti sme si v§imli, ze pre dve krat dve pobo&ky st miery efektivnosti
rovnaké a to pri pobockach ¢.19 a ¢.98, druha dvojica pobociek ¢.20 a ¢.99, preto tie dvojice maju rovnaké

poradové Cisla. Az potom sme zistili, ze aj data (vSetky vstupy a vystupy) pri tychto pobockach su rovnaké.
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M1-M3 | M4,(18) | M4,(19) | M5
poCet zmenenych 48 64 62 47
maximalny rozdiel 6 15 25 8
priem. rozdiel vSetkych neef. 1.3 3.5 3.8 1.4

Dalsia tabul’ka udava podet utvarov, pri ktorych je zmena v ratingu o 0,1,2 atd’. az 25

miest. Prazdne miesta a chybajuce stlpce pri zmene v ratingu st s nulovym poctom.

zmena o 0111234 |5|6|7]|8[9]10[13|15(21(22|25
M1-M3 24| 24| 10| 9| 2| 1| 2

M4,(18) 8l 13/ 13| 11| 7| 4| 6| 3| 1 3| 1 2

M4,(19) 10| 13| 10| 9| 15| 5| 1| 1 2| 1] 1] 1 1 1 1
M5 25| 25| 10| 4| 4| 2 1 1

Z uvedenych tabuliek je vidiet, Ze zmeny v ratingu pri pouziti (PL) resp.(CP) modelu
pri vypocte miery efektivnosti podl'a M1, M2, M3 a M5 si bezvyznamné. Priemernd zmena
v ratingu je menej ako 1.5 poradia. Pritom je pravdepodobné, Ze zmena o 1 ¢i 2 miesta je
spOsobend tymi par utvarmi, pri ktorych je zmena o troSku vécSia. V Tabulke IX st
zvyraznené tie utvary, kde s najvacsie zmeny. Zaujimavé je, ze utvary, u ktorych dochadza
k va¢§im zmenadm v ratingu, maju lepsi rating v modeli (CP) ako v (PL) pri vSetkych
pouzitych mierach s vynimkou miery M4 pocitanej podl'a (19). Ked’Zze tie utvary s velkou
zmenou Vv ratingu pri roznych modeloch st odlisné, nadarmo by sme hl'adali v pdvodnych

datach nijaké napaditosti.
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Zaver

Ciel'om tejto diplomovej prace bolo porovnat’ niektoré¢ DEA modely z hl'adiska mera-
nia miery efektivnosti, pripadne navrhnit’ nové miery, pritom jednotlivé miery efektivnosti
otestovat’ na velkom datovom subore. Kvdli spravnemu pouzitiu modelov sme v 2. kapitole
dokazali ich invariantnost’ resp. neinvariantnost’ vzhl'adom na zmenu jednotiek a na posun.
V 3. kapitole sme najprv analyzovali jeden z najjednoduchSich DEA modelov, vstupne
orientovany CCR model. Zial’ vysledky pre tento model ukézali, Ze je nepouzitelny. Pre vyse
tri Stvrtiny utvarov CCR model zmeral efektivnost’ nedostatocne. Ani nami navrhnuta dvoj-
krokova metdda na zlepSenie vysledkov nepomohla, ked’Zze také optimalne rieSenie, aké
model Ziada z definicie miery efektivnosti jednoducho neexistuje. Aditivne modely z tohto
hl'adiska su rozumnejSie definované, hlavnému ciel'u DEA modelov, t.J. ur€eniu miery efek-
tivnosti vzdy vyhoveji. Jedinym nedostatkom tejto metddy je, Ze z rieSenia Ulohy linedrneho
programovania pre prislusné aditivne modely miery efektivnosti priamo nevyplyvaju. Ziskané
optimélne hodnoty treba nejakym spdsobom preskalovat’ alebo pretransformovat. Takychto
moznosti je vSak viac, ktoré¢ sme aj my doplnili jednym sposobom vypoctu miery efektivnosti
(M2(B)). Z vysledkov vyplyva, ze nasa miera efektivnosti je aj jednou z najlepsSich. Hlavnym
nedostatkom niektorych vypoctov miery efektivnosti bolo nerovnomerné rozdelenie vysled-
kov. Totiz DEA metodou hl'adame pre jednotlivé Gtvary takt mieru efektivnosti v ramci danej
skupiny skiimanych tutvarov, ktord odzrkadl'uje ako efektivne pracuje t4 ktord pobocka
v danej skupine. Nehl'addme mieru efektivnosti vo vSeobecnosti, ¢ize ako premeni Gtvar svoje
vstupy na vystupy, iba porovnavame utvary medzi sebou. Teda vysledkom DEA metddy by
predovsetkym malo byt poradové €islo (rating) pobociek. V poslednej podkapitole tejto praci
sme vSak dospeli k vysledku, Ze aj to poradové Cislo zavisi od typu modelu a aj od zvoleného

vypoctu miery efektivnosti.
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TABULKA 1
(vstupné data)
pobocka | OsobNakl | PrevNakl | OstatNakl | Ucty | PocUct [ Vklady | PocVkI

1 2582618 2530099 37027.4| 34359033 8381| 281921703 37523

2 1122877 1244833 28099.8| 20602647 3061| 71228122 9630

3 32082.1 24944 .4 1038.01 171113 37] 4446894 642

4 48123.4 34386.4 1502.1 304461 95| 12570405 1178

5 80205.5 76182.4 1643.12] 1462297 679] 9691587 1840

6 80205.5 79774.2 2182.01] 1108206 334| 17472629 2057

7 80205.5 56588.8 1474.09 907319 386 15499026 2107

8 48123.4 35339.7 1290.43 138017 67| 12539199 1263

9 16041.2 13198.7 491.152]  22776.1 5] 2916802 370
10 894722 1259935 399901| 22656464 4823| 171343585 23935
11 492620 641552 151323] 7261338 2455| 82077207 12708
12 70684.2 118807 31297.8] 610384 249] 20859214 3540
13 52235.9 60675 13449.9 550215 156 8617529 1498
14 25732.2 32304.3 11110.6] 1370037 102 8200879 1701
15 44915.4 59379.8 23196.2] 2013678 321] 17556491 1855
16 52992.5 73335.7 24723.4] 1032907 288] 19428458 2459
17 317447 27648.7 6507.53] 418417 125 4175177 846
18 145382 337408 50611.3] 2177445 841] 22489604 3443
19 25686.7 63907.4 19909.3] 96924.7 32| 13545322 1119
20 27618.5 53217 1037.05| 54396.9 18 9875785 1034
21 1323045 1826462 392794| 18993263 5112] 178836421 26161
22 157023 402344 87853.5| 1637349 700 45061978 7009
23 687750 936786 200217] 9884102 2443] 94985470[ 14031
24 494860 916414 165839 7996342 2099| 46837951 7974
25 97842.7 242870 57614.1] 1010954 445] 32136525 4687
26 177342 163293 31194.4] 1341089 467| 11789708 2450
27 61410.3 214859 50293| 1107863 345 22065391 3304
28 70598.9 182710 32467.6] 2185990 645 11144099 1643
29 61953.6 162020 31512.7] 1079633 415] 11917309 1715
30 21087.4 92946.5 14642.3 595595 222 4101715 787
31 23697.5 69391.6 9867.61 318495 133 3934960 564
32 76454.2 168386 25464.8] 1136600 416 9464850 1361
33 722551 199899 39788.7| 1488032 524| 12559071 1637
34 909619] 1101674 426335| 14779263 3851] 132103913] 14928
35 2718794 1702806 1037737| 51570192 10700| 288629172 38055
36 63873 55623.7 294351 847128 544| 13548352 2637
37 73810.7 150671 46796.3 864620 436| 30472886 3538
38 59871.5 94412.6 20563.1] 1123746 439] 8602447 1344
39 49718.7 99104.2 30312.7 567637 170 7518404 1166
40 12206.9 35713.1 8899.31 5376.7 5 6685698 800
41 50776.5 127117 31223.7 184447 134 6453338 948
42 51432.8 85556 25446.3| 86206.8 86 5600404 894
43 61288.7 134941 28723 5403.44 11| 22269971 2200
44 64305.9 86897.6 21173.7] 419495 200] 3556432 642
45 42745.8 117585 23192.7] 147077 110] 1638183 429
46 460913 801479 162701 5062784 2270| 62188974 11500
47 176630 337056 109941 1522207 546| 33314664 4676
48 200121 332936 121891 2242495 1003 42618608 6603
49 88235.5 133476 20320.6] 648557 281] 11989221 1939
50 10345.1 146138 2628.28 769734 540 85870.7 23
51 114146 131232 17790.3] 500385 212] 10496355 1482
52 152702 194423 48359| 4444498 1525 24811310 5237
53 409533 876475 153744 8418839 3311] 65393661 10510
54 68326.2 172584 39209.9] 1525115 388| 22852472 3398
55 345601 349121 106899 5256143 1561 64054017 8727
56 57518.3 96080.1 36913 652260 251 23370309 3179
57 10326 8122.36 9760.34 41640 33 6757539 1021
58 7612.7 8156.52 7990.85| 30462.5 23 7027801 922
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TABULKA I - pokracovanie

(vstupné data)
pobocka | OsobNakl | PrevNakl | OstatNakl | Ucty | PocUct [ Vklady | PocVkI
59 4390.77 16055.6 5407.73| 6830.15 11 3998370 648
60 3595.31 4239.79 5581.91 106717 8 4685010 625
61 10223.2 10045 6953.31 17286.7 13 5673869 766
62 4604.03 6489.92 3632.84| 2325.54 1 2886547 476
63 162856 262891 27114 4098769 981 40615219 5280
64 1243541 621928 122549( 40241029 5727| 89524115 14131
65 147187 100648 12326.6] 415063 143] 22819414 5079
66 909333 506115 154984 13156110 3129| 131592895 17211
67 897953 668424 139945( 15529368 3461| 60421316 8700
68 85262.5 45907.3 9179.42 541100 254| 34135633 5386
69 1209774 680372 138646| 18636275 5162| 163443722] 22253
70 142205 134649 14987.9] 1645612 368| 33425539 5195
71 582873 650767 176475 6988834 2750| 77281684 13270
72 182433 181321 08877.6] 1163065 457] 60548946 8647
73 139345 170156 48443.9 952486 367| 23553302 3567
74 111724 24833.6 29146 638883 235 20045301 2240
75 138712 55052.3 21597 573429 188| 10816977 2089
76 420908 688309 121278 4600941 680] 7716152 1182
77 218820 319895 47059.6 915525 388| 15928236 3203
78 96927.9 81282.3 34303.3] 192752 138] 17613428 2696
79 331658 467898 162839 3303239 1337 52259928 7797
80 399903 937983 291966| 7326081 3032] 98481679 15247
81 157392 540962 150765] 2417783 1010] 35933922 5184
82 125511 248643 92439.4 873407 402| 17843942 2729
83 70959.5 181281 31495.5 645054 282 11700928 1888
84 72476 146713 49460.9] 1143105 418| 25632900 2990
85 68476.1 111020 24337.7] 507851 245] 10721896 1677
86 46789 23554.3 9716.73 185461 12 7317749 1041
87 16812.8 11817.9 1145.92 99421 42| 26436.3 23
88 16814.7 19412.4 3427.56 157212 58 1358510 268
89 59505.8 124566 49233.3 755461 272| 20002855 2650
90 60901.3 161392 31244.3 460308 198 11346222 1922
91 700580 1132447 89056.4| 8740505 1584 123930183 15170
92 777476] 1038393 87793.7| 10427844 2447] 129825303] 16993
93 59429.4 110211 1635.79 479038 208| 33851615 3242
94 365804 375990 62984.9] 3506427 1347 56348759 8116
95 71155 76666.8 3327.93| 1995699 1071 926437 145
96 67292.3 104677 3182.78] 690798 321] 4128497 816
97 39395.3 47784 1462.63 120269 51] 20537580 1510
98 25686.7 63907.4 19909.3| 96924.7 32| 13545322 1119
99 27618.5 53217 1037.05| 54396.9 18 9875785 1034
100 63552.5 154477 2920.81] 1661330 452| 19819657 3529
101 427301 639949 201148| 9066166 2330| 83283649 12392
102 156177 170471 41366.3] 2761633 854] 25434093 3499
103 337642 654059 133294 6604983 1835 44328135 7553
104 377148 455522 184802 7779614 2296| 86963697 11150
105 329378 561379 151210[ 6742462 1925] 58425886 8412
106 57671.4 146919 10868.7 608040 163 6164547 1083
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TABULKA 11
(vysledky (CCR I D) modelu)
poboc¢ka |ug. fcia v% |u1 [u2 |u3 [v1 |v2 |v3 |v4 pobocka [ué. fcia v% |u1 {u2 (u3 |v1 |v2 |v3 |v4
1 100 0 0 0 54 61
2 92 0 0f 0] O 55 56 0
3 59 0] 0] O 56 61 0
4 94 0 0 0 57 99 0] 0 0
5 100 0 58 94 0 0
6 94 0 0 59 99 0 0 0
7 100 60 100
8 93[ O 0 61 70 0] 0
9 68| O 0l O 62 90 0 0l 0] O
10 61 0 63 82 0
11 53 0 64 100 o] o] o
12 59 0 0 65 62 0l 0] O
13 48 0 66 70 0
14 100 0 ol o] o 67 54 0
15 100 0 0 68 100
16 71 69 78| O 0
17 56 0 70 70 0
18 47 0 71 48 0
19 57 0 0] 0 0 72 53 0 0
20 67 0 o] of o 73 38 0
21 43 74 100 0
22 50 0 0 75 44] 0 0
23 43 76 24 0] 0
24 39 77 25 0
25 52 0 0 78 35 0 0
26 33 0 79 38 0 0
27 51 0 0 80 56 0l O 0
28 69 0 81 41 0 0
29 48 0 82 27 0 0
30 59 0 0 83 37 0
31 41 84 56 0 0
32 42 85 39 0 0
33 50 0 86 41 0 0 0
34 44 0 0 87 271 O 0 0
35 65 0 0 88 38 0
36 95 0] 0 0 89 46 0
37 64 0 0 90 37 0 0
38 58 0 91 48 0
39 32 0 92 54
40 60 0 0l O 0 93 100 0
41 23 0 0 94 49
42 22 0 0 95 100 0] 0
43 46 0 0] 0 0 96 44 0 0
44 25 0 0 97 100 0 0
45 17 0 0 98 57 0 0] 0 0
46 46 0 99 67 0 0l 0] O
47 32 0 100 100 0 0
48 46 0 0 101 55 0
49 39 0 102 60 0
50 100 0] 0 0f 0] O 103 48 0 0
51 26 104 61 0
52 89 0 105 53 0
53 59 0 106 33 0
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TABUDLKA 111
(vysledky dvojkrokového (CCR I D) modelu)
pobocka|ué.fcia v % |ul [u2 |u3 |v1 |v2 |v3 |v4 pobocka |ué.fcia v % |u1 [u2 [u3 |v1 |v2 |v3 |v4
1 100 54 61
2 92 0 0of 0] O 55 56 0
3 59 0of 0] O 56 61 0
4 94 O 0 0 57 99 0o O 0
5 100 58 94 0 0
6 94 0 0 59 99 0 0
7 100 60 100
8 93] O 0 61 70 0l O
9 68 0 0f O 62 90 0f 0] O
10 61 0 63 82 0
11 53 0 64 100
12 59 0 0 65 62 0f 0] O
13 48 0 66 70 0
14 100 67 54 0
15 100 68 100
16 71 69 78] O 0
17 56 0 70 70 0
18 47 0 71 48 0
19 57 0 0l O 0 72 53 0 0
20 67 0 ol of o 73 38 0
21 43 74 100
22 50 0 0 75 4] 0 0
23 43 76 24 0 0
24 39 77 25 0
25 52 0 0 78 35 0 0
26 33 0 79 38
27 51 0 0 80 56
28 69 0 81 41 0 0
29 48 0 82 27 0 0
30 59 0 0 83 37 0
31 41 84 56 0 0
32 42 85 39 0 0
33 50 0 86 41 0 0 0
34 44 0 0 87 271 © 0 0
35 65 0 0 88 38 0
36 95 0l O 0 89 46 0
37 64 0 0 90 37 0 0
38 58 0 91 48 0
39 32 0 92 54
40 60 0 o o 0 93 100
41 23 0 0 94 49
42 22 0 0 95 100
43 46 0 0l O 0 96 44 0 0
44 25 0 0 97 100
45 17 0 0 98 57 0 O 0
46 46 0 99 67 0of 0] O
47 32 0 100 100
48 46 0 0 101 55 0
49 39 0 102 60 0
50 100 103 48 0 0
51 26 104 61 0
52 89 0 105 53 0
53 59 0 106 33 0
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TABULKA 1V
(vysledky vsetkych odvodenych mier efektivnosti pre (PL VRTS) model a rating pobociek)
pob uc. fcia M1(e M2(B) M3(7) M4 (u, 1) M4 (1) M5
= Rlec(17)| RIB=1T | RIv¥1 [ R une(18)| Rjune(19) | R R
1] 0.00000] 1 100.0[ 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1] 100.0[ 1
2| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
3| -0.13933] 40 97.3] 40| 87.0[ 40| 98.1] 40 78.4] 54 47.8] 95| 72.0[ 57
4| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
5| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
6| _-0.17214] 41 96.6] 41| 842 41| 971 41 91.8] 36 69.7] 87| 86.2] 40
7| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0[ 1| 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
8| -0.06255] 36 98.8] 36| 939 36| 996 36 84.8] 42 68.1] 89| 924 35
o 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
10| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
11]_-0.99237] 73 80.6] 73| 37.1| 73| 504] 73 89.5] 37 998 35| 87.7] 37
12| -0.60916] 58 88.1| 58] 544 58] 729 58 74.9] 67 954 53| 66.9] 64
13]_-0.63288] 59 87.6] 59| 531 59| 71.4] 59 71.0] 74 87.2] 70| 467 85
14| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
15| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
16] -0.22924] 44 955 44| 795 44| 950 44 86.9] 39 96.2| 51| 833 42
17| _-0.36380] 48 929 48| 695 48| 88.3] 48 81.1] 48 85.7] 77| 625 70
18] _-1.35865] 90 735 90| 257 90 351 90 69.0] 79 918 61| 568 79
19| -0.35408] 46 93.1] 46| 70.2| 46| 889 46 58.5] 92 450 98| 57.6] 77
20| -0.12718] 38 o75] 38| 881 38| 984 38 730 71 40.9] 100] 83.2] 43
21| -3.38873] 102 33.8] 102| 3.4[ 102[ 8.0] 102 86.0] 41 92.3] 59| 86.0] 41
22| -1.03022] 77 799 77| 357 77| 485] 77 79.2] 51 994 40| 811| 47
23| _-2.80109[ 101 453 101 6.1] 101 11.3] 101 78.2] 55 86.8] 73| 72.0] 56
24| -3.56419] 104 304 104] 2.8 104 73] 104 69.8] 76 048] 54| 544 81
25| -0.88958] 70 82.6] 70| 411 70| 558 70 74.7] 68 96.6] 49 66.0] 65
26| -1.72557] 92 66.3] 92| 17.8] 92 251 92 55.6] 96 62.4] 90| 37.0] 95
27| _-0.67040] 60 86.9] 60| 51.2] 60] 69.0] 60 78.6] 52 98.2| 44| 682 63
28| -0.56204] 55 89.0] 55| 57.0] 55| 76.0] 55 77.6] 59 905 62| 72.7] 55
29| -0.75491] 63 853 63| 47.0] 63 637 63 705] 75 89.3] 63 59.2| 74
30| -0.29957] 45 94.1| 45| 741 45| 918 45 74.5] 69 92.6] 58] 61.9] 71
31| _-0.40088] 50 920 50| 664 50| 856 50 68.5] 80 86.8] 74| 44.4] 87
32| -1.05233] 78 794 78] 349 78] 475 78 65.7] 82 86.0 76] 489 83
33| _-0.89928| 71 824 71| 407 71| 553 7 69.7] 77 88.3] 67| 58.7] 75
34| -4.11895] 105 19.6] 105] 1.6] 105] 5.6[ 105 80.3] 49 93.8] 57| 71.8] 58
35| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
36| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
37| 041121 51 920 51| 66.3] 51| 855 51 82.1] 44 989 42| 823 45
38| -0.55721| 54 89.1| 54| 57.3] 54 76.3] 54 77.0] 61 88.4| 66| 64.5] 66
39| -0.86882] 68 83.0 68| 419 68| 57.0] 68 62.4] 88 87.0 71| 385 94
40| -0.18984| 42 96.3| 42| 827 42| 965 42 523 98 26.3| 104 56.5| 80
41| _-1.09057| 80 78.7| 80| 336 80| 457] 80 49.4] 101 76.7| 84| 24.8] 103
42| _-1.02177|_75 80.0] 75| 36.0] 75| 489 75 42.3] 105 50.5] 93| 225 104
43| -0.86802| 67 83.0 67| 420 67| 570 67 43.3] 104 16.1] 106] 46.4] 86
44| 116291 82 77.3| 82| 31.3] 82| 425 82 58.0] 94 82.9] 79| 25.9] 102
45| -1.06030| 79 79.3] 79| 346 79| 47.1] 79 44.2[ 103 72.6] 86| 14.2] 106
46| -2.24584| 99 56.1] 99 106 99| 165 99 78.0] 56 995 39| 729 54
47| _-1.95405] 95 61.8] 95| 14.2] 95| 208 95 61.2] 89 78.5] 83| 482 84
48| -1.33132| 88 740 88| 264 88| 36.1 88 76.2] 62 98.7] 43| 702 60
49| -1.20342| 84 76.5] 84| 30.0] 84| 4038 84 64.9] 84 87.0 72| 395 93
50| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
51| -1.51398] 91 704| 91| 220 91| 304] o1 50.9] 100 49.1| 94| 283] 101
52| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
53] __0.00000] 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
54| -0.46087| 52 91.0] 52| 631 52 825 52 82.0] 45 o7.9| 47| 77.4] 50
55| -0.78029| 64 84.8| 64| 458 64| 622 64 87.2] 38 98.0] 45| 865 38
56| -0.36708] 49 92.8] 49 69.3] 49| 88.1] 49 81.6] 46 o7.4] 48] 77.3] 51
57| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
58] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1] 100.0[ 1
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TABULKA 1V - pokracovanie

(vysledky vsetkych odvodenych mier efektivnosti pre (PL VRTS) model a rating pobociek)

pob uc. fcia M1(e M2(B) M3(7) M4 (u, 1) M4 (1) M5

= Rlec(17)| RIB=1T | RIv¥1 [ R une(18)| Rjune(19) | R R

59| -0.05443] 35 98.9] 35| 947] 35] 99.7] 35 74.9] 66 99.8] 36] 86.3] 39
60| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
61| -0.10038] 37 98.0 37] 904 37[ 99.0] 37 67.8] 81 527 91| 695 62
62| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
63| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
64| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
65| -0.85964] 66 83.2] 66] 42.3] 66] 575 66 69.4] 78 405 102] 60.2] 73
66| 0.00000] 1 100.0] 1| 100.0] 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
67| -3.52171 103 31.2] 103] 3.0[ 103]  7.5] 103 755 64 82.6] 80| 64.3] 68
68| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
69 _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
70| -0.49319] 53 904 53| 61.1] 53] 804| 53 814 47 74.3] 85| 785 49
71| _-1.76457] 93 655 93| 17.1] 93| 243 93 82.6] 43 995 38| 80.6] 48
72| 0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
73| _-1.33148] 89 740 89| 264 89| 361 89 58.6] 90 69.6] 88| 493 82
74| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
75| -1.28309] 86 749 86| 27.7| 86| 37.8] 86 56.9] 95 51.9] 92| 349 98
76] -5.12052 106 0.0] 106] _0.6] 106] _3.7] 106 38.7] 106 32.8] 103 20.0[ 105
77| _-2.42245] 100 52.7] 100] 8.9 100 14.6] 100 47.6[ 102 452 97| 31.3] 100
78| _-1.17770] 83 770 83| 308 83| 419 83 51.3] 99 456 96| 41.3] 92
79| -2.24541] 98 56.1] 98] 106 98] 16.6] 98 71.3] 73 96.1] 52| 61.6] 72
80| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
81| -2.03900] 97 60.2] 97] 13.0[ 97 194] 97 73.6] 70 96.2| 50| 58.7] 76
82| -1.98780] 96 61.2] 96| 13.7] 96| 202 96 53.4] 97 814 81 351 o7
83| -1.13795[ 81 77.8] 81 320 81| 436] 81 63.6] 86 88.2] 68 429 89
84| -0.57599] 56 88.8] 56| 56.2| 56| 751 56 79.7] 50 94.7| 55| 746 52
85| -0.97620] 72 80.9] 72| 37.7] 72| 512 72 65.0] 83 87.4] 69| 435 88
86| -0.57864] 57 88.7| 57| 56.1| 57| 749 57 58.6] 91 16.1] 105] 35.6] 96
87] _0.00000] 1 100.0] 1| 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
88| _-0.20166] 43 96.1| 43| 81.7] 43| 96.1] 43 78.4] 53 86.4] 75| 64.4] 67
89| -0.67275] 61 86.9] 61| 51.0] 61| 688 61 74.9] 65 942| 56| 62.7] 69
90| -1.02282] 76 80.0 76] 36.0] 76] 48.9] 76 63.5] 87 89.3] 64| 42.2] 91
91| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
92| 0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
93| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
94| -1.30518] 87 745 87| 271 87| 37.0] 87 77.4] 60 89.1] 65| 74.4] 53
95| _0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
96| -0.87729] 69 82.9] 69| 416 69 565 69 75.9] 63 854 78] 42.2] 90
97| _0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
98| -0.35408] 46 93.1] 46| 702 46] 889 46 585 92 450 98| 57.6] 77
99| -0.12718] 38 975 38| 88.1| 38| 984 38 73.0] 71 40.9] 100] 83.2] 43
100]_0.00000] 1 100.0] 1] 100.0[ 1] 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
101] -0.74531] 62 854 62| 475 62| 64.3] 62 92.9] 35 99.8] 37| 906 36
102] _-0.82891| 65 83.8] 65| 43.7| 65| 59.3] 65 77.7] 58 92.0_60] 70.0] 61
103] -1.93826] 94 62.1] 94| 14.4] 94 210 94 78.0] 57 99.3] 41| 702 59
104]_0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 1000 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
105] -1.20786] 85 76.4] 85| 299 85| 407| 85 86.3] 40 o7.9] 46| 814 46
106] -0.99691] 74 805 74| 369 74| 502 74 64.7]_85 80.0] 82| 31.7] 99
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TABULKA V

(zoradené miery efektivnosti M2(B) a M3(y) pre model (PL VRTS) pre rozne hodnoty

parametrov Ba )

EJpradové B=05 B 1 B:Z v= 0.5 Y= 1 ’Y=2 goradové B=05 =1 B:Z Y= 0.5 Y= 1 'Y=2
Cislo Cislo

1 8 1 0 7 4 2 54 78 61 37 89 80 62

2 13 2 0 11 6 3 55 79 63 40 90 82 67

3 17 3 0 14 7 4 56 81 66 44 92 86 70

4 17 3 0 14 7 4 57 81 66 44 92 86 75

5 18 3 0 15 8 4 58 83 69 48 94 88 75

6 25 6 0 20 11 6 59 83 70 48 94 88 79

7 30 9 1 25 15 8 60 84 70 49 94 89 79

8 33 11 1 28 17 9 61 84 70 49 94 89 80

9 33 11 1 28 17 9 62 86 74 55 96 92 80
10 36 13 2 32 19 11 63 89 80 63 97 95 85
11 37 14 2 34 20 11 64 90 82 67 98 96 90
12 38 14 2 34 21 12 65 91 83 68 98 97 92
13 38 14 2 35 21 12 66 92 84 71 99 97 93
14 41 17 3 39 24 14 67 93 87 76 99 98 94
15 42 18 3 40 25 14 68 94 88 78 99 98 96
16 47 22 5 47 30 18 69 94 88 78 99 98 97
17 51 26 7 52 35 21 70 95 90 82 99 99 97
18 51 26 7 53 36 22 71 97 94 88 100 100 98
19 51 26 7 53 36 22 72 97 95 90 100 100 99
20 52 27 7 54 37 23 73 100 100 100 100 100 99
21 53 28 8 55 38 23 74 100 100 100 100 100 100
22 55 30 9 58 41 26 75 100 100 100 100 100 100
23 55 30 9 58 41 26 76 100 100 100 100 100 100
24 55 31 9 59 42 26 77 100 100 100 100 100 100
25 56 31 10 60 43 27 78 100 100 100 100 100 100
26 57 32 10 61 44 28 79 100 100 100 100 100 100
27 58 34 11 63 46 30 80 100 100 100 100 100 100
28 59 35 12 64 47 31 81 100 100 100 100 100 100
29 59 35 12 64 47 31 82 100 100 100 100 100 100
30 60 36 13 65 49 32 83 100 100 100 100 100 100
31 60 36 13 66 49 32 84 100 100 100 100 100 100
32 60 36 13 66 49 32 85 100 100 100 100 100 100
33 61 37 14 67 50 33 86 100 100 100 100 100 100
34 61 37 14 67 50 34 87 100 100 100 100 100 100
35 61 38 14 68 51 34 88 100 100 100 100 100 100
36 64 41 17 71 55 38 89 100 100 100 100 100 100
37 64 41 17 72 56 39 90 100 100 100 100 100 100
38 64 42 17 72 57 39 91 100 100 100 100 100 100
39 65 42 18 73 57 40 92 100 100 100 100 100 100
40 65 42 18 73 57 40 93 100 100 100 100 100 100
41 65 42 18 73 58 40 94 100 100 100 100 100 100
42 66 44 19 74 59 42 95 100 100 100 100 100 100
43 68 46 21 77 62 45 96 100 100 100 100 100 100
44 69 47 22 78 64 47 97 100 100 100 100 100 100
45 69 47 23 78 64 47 98 100 100 100 100 100 100
46 71 51 26 82 69 52 99 100 100 100 100 100 100
47 72 51 26 82 69 53 100 100 100 100 100 100 100
48 73 53 28 83 71 56 101 100 100 100 100 100 100
49 74 54 30 84 73 57 102 100 100 100 100 100 100
50 75 56 31 86 75 60 103 100 100 100 100 100 100
51 75 56 32 86 75 60 104 100 100 100 100 100 100
52 76 57 32 86 76 61 105 100 100 100 100 100 100
53 76 57 33 87 76 62 106 100 100 100 100 100 100
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TABULKA VI
(miery efektivnosti pre (PL VRTS) model podla transformacie (20))

pobocka | M1(e) | M2(B) | M3(y) | M4(un) | M4(un) M5
eo(7) | B=1 =1 luneo(18)|une (19)

1 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
2 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
3 97.3 86.9 98.0 64.7 37.9 67.4
4 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
5 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
6 96.6 84.1 97.0 86.6 64.0 83.9
7 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
8 98.8 93.9 99.6 75.3 62.0 91.2
9 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
10 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
11 80.6 36.7 48.5 82.9 99.8 85.7
12 88.1 54.1 71.9 59.0 94.5 61.4
13 87.6 52.8 70.3 52.7 84.7 38.0
14 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
15 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
16 95.5 79.4 94.8 78.6 95.5 80.6
17 92.9 69.3 87.9 69.1 83.0 56.3
18 73.5 25.3 32.7 494 90.3 49.7
19 93.1 70.0 88.4 32.3 34.4 50.6
20 97.5 88.0 98.3 56.0 29.5 80.4
21 33.8 2.8 4.5 77.1 90.8 83.7
22 79.9 35.3 46.5 66.1 99.3 77.9
23 45.3 5.5 7.9 64.4 84.2 67.4
24 30.4 2.2 3.8 50.8 93.8 46.9
25 82.6 40.7 54.1 58.7 96.0 60.4
26 66.3 17.3 22.3 27.6 55.2 26.6
27 86.9 50.9 67.8 65.1 97.8 63.0
28 89.0 56.7 75.1 63.4 88.7 68.2
29 85.3 46.7 62.3 51.8 87.2 52.5
30 94.1 74.0 91.5 58.4 91.2 55.6
31 92.0 66.2 85.1 48.6 84.2 35.3
32 79.4 34.5 454 44 1 83.3 40.5
33 82.4 40.3 53.6 50.5 86.0 51.9
34 19.6 1.0 2.0 67.9 92.7 67.1
35 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
36 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
37 92.0 66.1 85.0 70.9 98.7 79.3
38 89.1 57.0 75.4 62.4 86.2 58.7
39 83.0 41.6 55.3 38.6 84.5 28.3
40 96.3 82.6 96.4 22.2 12.3 49.3
41 78.7 33.2 43.6 17.4 72.2 12.4
42 80.0 35.6 47.0 5.8 41.0 9.7
43 83.0 41.6 55.4 7.5 0.0 37.5
44 77.3 30.8 40.3 31.5 79.7 13.7
45 79.3 34.2 45.1 9.0 67.4 0.0
46 56.1 10.0 13.4 64.1 99.4 68.4
47 61.8 13.7 17.7 36.6 74.3 39.6
48 74.0 26.0 33.6 61.2 98.5 65.3
49 76.5 29.6 38.6 42.7 84.5 29.5
50 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
51 70.4 21.5 27.7 19.9 39.4 16.5
52 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
53 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
54 91.0 62.9 81.8 70.6 97.5 73.7
55 84.8 45.5 60.7 79.2 97.6 84.3
56 92.8 69.1 87.7 70.0 96.9 73.6
57 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
58 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
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TABULKA VI - pokracovanie

(miery efektivnosti pre (PL VRTS) model podla transformacie (20))

pobocka | M1(e) | M2(B) | M3(y) | M4(un) | M4(un) M5
eo(7) | B=1 =1 luneo(18)|une (19)

59 98.9 94.7 99.7 59.0 99.8 84.1
60 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
61 98.0 90.4 99.0 47.5 43.7 64.4
62 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
63 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
64 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
65 83.2 42.0 55.9 50.0 29.1 53.6
66 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
67 31.2 2.4 3.9 60.0 79.3 58.4
68 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
69 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
70 90.4 60.8 79.7 69.7 69.4 75.0
71 65.5 16.6 21.4 71.6 99.5 77.4
72 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
73 74.0 26.0 33.6 32.4 63.8 40.9
74 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
75 74.9 27.3 35.4 29.7 42.7 241
76 0.0 0.0 0.0 0.0 20.0 6.8
77 52.7 8.3 11.3 14.6 34.7 19.9
78 77.0 30.4 39.7 20.5 35.2 31.6
79 56.1 10.1 13.4 53.1 95.3 55.3
80 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
81 60.2 12.5 16.3 56.9 95.5 51.8
82 61.2 13.2 17.2 24.0 77.9 24.4
83 77.8 31.6 41.4 40.7 85.9 33.5
84 88.8 56.0 741 66.8 93.6 70.5
85 80.9 37.3 49.3 43.0 85.0 34.2
86 88.7 55.8 74.0 32.4 0.0 25.0
87 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
88 96.1 81.6 95.9 64.8 83.8 58.5
89 86.9 50.7 67.7 59.1 93.0 56.5
90 80.0 35.6 46.9 40.4 87.2 32.6
91 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
92 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
93 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
94 74.5 26.7 34.6 63.2 87.0 70.1
95 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
96 82.9 41.2 54.9 60.6 82.6 32.7
97 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
98 93.1 70.0 88.4 32.3 34.4 50.6
99 97.5 88.0 98.3 56.0 29.5 80.4
100 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
101 85.4 471 62.9 88.5 99.7 89.0
102 83.8 43.3 57.7 63.6 90.5 65.0
103 62.1 13.9 18.0 64.1 99.1 65.3
104 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
105 76.4 29.5 38.4 77.6 97.5 78.3
106 80.5 36.5 48.3 42.4 76.2 20.4
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TABULKA VII
(vysledky vsetkych odvodenych mier efektivnosti pre (CP VRTS) model a rating pobociek)
pob[ ug. fcia M1(e M2(B) M3(y) M4(u,n) M4 (. n) M5
E, Rle(17)] R IB=30| R |y=1700] R | un<(18) | R | un<(19) | R R
1] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1] 100.0[ 1
2| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
3[-0.00351| 40 97.1] 40| 90.0] 40 98.0[ 40 78.4] 61 484 94| 719 57
4] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
5] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] _100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
6]-0.00417| 41 965 41| 883 41| o971 41 91.8] 36 70.2| 86| 87.1] 37
7] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] _100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
8|-0.00145] 36 98.8] 36] 958 36] 099.6] 36 84.8| 44 69.2| 88| 92.7] 35
9] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
10] 0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0 1| 100.0 1
11]-0.02284| 73 811 73| 504| 73]  530[ 73 90.7] 38 999 35| 87.0] 38
12|-0.01400| 57 88.4| 57| 57| 57| 750 57 75.0] 68 95.0 50| 69.3] 64
13|-0.01598| 62 86.7] 62| 619 62 69.7] 62 71.0] 77 86.0 66| 46.7| 86
14] 0.00000[ 1 100.0] 1| 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0 1| 100.0[ 1
15| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
16]-0.00510[ 43 958 43| 858 43| 058 43 87.0] 41 958] 46| 851 43
17]-0.00944| 50 92.2| 50| 75.3] 50 86.8] 50 81.1] 54 845 72| 63.8] 70
18]-0.03236] 90 73.2| 90| 37.9] 90| 36.0] 90 73.6] 72 89.8] 59| 57.5| 80
19]-0.00804| 48 93.3] 48] 786| 48] 00.1| 48 61.8] 92 449 96| 615 73
20]-0.00312| 38 974 38| 91.1] 38] 084| 38 73.0] 73 422 100 83.8] 44
21[-0.07304] 102 39.4] 102] 11.2[ 102 9.9] 102 86.0] 42 925 56| 858 41
22|-0.02237| 71 814 71| 511 71|  540[ 71 79.2| 57 99.4| 37| 805 48
23[-0.06093] 101 49.4] 101 _16.1] 101] _ 13.7[ 101 83.0] 46 76.3] 82 724 55
24|-0.07890| 103 345 103] 9.4 103 8.6| 103 746 11 799 76| 56.7] 81
25[-0.01935] 65 83.9] 65| 56.0] 65 61.1] 65 75.2] 67 96.2| 45| 69.2] 65
26|-0.04226] 93 649 93| 281 93] 248] o3 63.6] 90 593 90| 37.2] 96
27|-0.01419] 58 88.2| 58] 653 58] 745 58 78.8] 58 98.6] 41| 721 56
28|-0.01365] 55 88.7| 55| 66.4] 55| 759 55 78.5] 59 90.5] 57| 73.0] 54
29[-0.01792| 64 851| 64| 584 64| 647 64 71.0] 78 88.9] 60| 606 76
30]-0.00715] 45 941 45| 80.7| 45| 920 45 75.8| 66 91.8] 55| 63.2] 72
31]-0.01029] 52 915 52| 73.4| 52| 847 52 715 76 854 67| 447 87
32|-0.02615] 79 78.3| 79| 456] 79| 462 79 66.6] 83 848 71| 491 84
33]-0.02131] 70 82.3] 70| 528 70|  56.4| 70 70.1] 80 87.7] 62| 600 77
34|-0.08505] 105 29.4] 105| 7.8 105 7.5 105 82.5] 48 78.8] 79| 715 58
35| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
36| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0 1| 100.0[ 1
37|-0.00788] 47 935 47| 789 47| 905 47 82.1] 50 98.9] 39| 86.2] 40
38]-0.01389] 56 88.5] 56] 659 56] 753 56 77.0] 63 87.3] 63 64.6] 68
39]-0.02086] 68 82.7| 68| 535 68] 57.5] 68 62.4] 91 85.6] 69| 38.9] 94
40[-0.00454| 42 96.2| 42| 87.3] 42| 966 42 55.3]_100 26.2| 104] 585 78
41]-0.02621 80 78.3| 80| 456] 80| 46.1] 80 50.7| 103 74.7]_ 81| 25.7] 103
42]-0.02487| 76 794 76| 47.4] 76| 487 76 43.2| 106 494 93| 23.2[ 104
43]-0.02030] 67 83.2| 67] 544 67] 588 67 43.5] 105 17.1] 106] 489] 85
44]-0.02914] 85 758 85| 41.7| 85| 409| 85 59.1] 94 81.1]_ 75| 26.3] 102
45[-0.02597| 78 784 78] 459] 78]  46.6[ 78 46.3| 104 70.2| 85| 14.2] 106
46[-0.05125] 99 575 99| 215 99| 183 99 81.3] 53 96.3| 43| 69.8] 62
47]-0.04231] 94 64.9] 94| 28.1] 94| 247] o4 64.8] 86 69.0 87 519 82
48]-0.02747| 82 77.2| 82| 439 82| 438 82 77.9] 62 96.1| 44| 71.4] 59
49]-0.03021] 87 749 87| 404| 87] 392 87 65.8] 84 85.5] 68| 39.3] 93
50| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0[ 1| 100.0[ 1
51[-0.03794] 91 685 91| 320 91 29.0[ o1 56.9] 96 471 95| 28.3] 101
52| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0] 1 100.0] 1 100.0[ 1| 100.0[ 1
53] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] _100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
54]-0.01004] 51 91.7] 51| 740 51 854 51 82.3] 49 98.7] 40| 79.9] 49
55|-0.01681] 63 86.0] 63| 604 63] 675 63 90.7] 37 93.3| 54| 856] 42
56[-0.00747| 46 93.8] 46| 799 46] o13[ 46 81.7] 51 97.2| 42| 815 46
57| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
58] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] 100.0[ 1 100.0] 1 100.0 1] 100.0 1
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TABULKA VII - pokracovanie

(vysledky vsetkych odvodenych mier efektivnosti pre (CP VRTS) model a rating pobociek)

pob[ ug. fcia M1(e M2(B) M3(y) M4(u,n) M4 (. n) M5

E, Rle(17)] R IB=30| R |y=1700] R | un<(18) | R | un<(19) | R R

59[-0.00132[ 35 98.9] 35 96.1] 35] 99.7] 35 74.9] 70 99.7] 36] 87.0] 39
60| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
61]-0.00246] 37 98.0] 37] 929 37| 99.0[ 37 70.9] 79 51.3] 92 70.6] 60
62| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
63[ 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] _100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
64| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0] 1 100.0 1 100.0[ 1| 100.0[ 1
65[-0.02094] 69 82.6| 69| 53.4] 69] 57.3] 69 69.4] 81 417] 102] 615 75
66| 0.00000] 1 100.0] 1| 100.0] 1| 100.0 1 100.0[ 1 100.0[ 1| 100.0[ 1
67|-0.08049] 104 33.2] 104] 89| 104 8.3 104 79.7]_55 784 80| 654 67
68| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0 1 100.0 1| 100.0 1
69| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
70[-0.01190] 53 90.1] 53] 70.0] 53] 80.6] 53 81.7] 52 74.6] 84| 79.3] 50
71]-0.03931] 92 67.4] 92| 307] 92 276] 92 87.1] 40 953 49| 786] 51
72| 0.00000] 1 100.0] 1| 100.0] 1| 100.0 1 100.0 1 100.0 1| 100.0[ 1
73|-0.03104] 88 742| 88| 39.4| 88| 379 88 66.9] 82 63.3] 89| 51.2] 83
74| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0 1 100.0 1| 100.0[ 1
75|-0.03189] 89 735 89| 38.4| 89| 366 89 56.9] 97 51.6] 91| 352 98
76[-0.12051] 106 0.0 106] 2.7] 106 3.9 106 51.2] 102 29.4] 103] 20.0[ 105
77|-0.05768| 100 52.1] 100] 17.7] 100] _ 15.0] 100 56.0] 99 423 99| 32.4] 99
78|-0.02824| 84 766 84| 429 84| 425 84 54.7] 101 44.4] 98| 429 o1
79|-0.04671] 98 61.2] 98] 24.6] 98] 212[ o8 76.2| 64 790 78| 638 71
80| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
81]-0.04329] 96 64.1 96| 27.3] 96] 239] 96 73.0] 75 952 48| 583 79
82|-0.04491| o7 62.7] 97| 26.0] 97| 226] o7 56.8] 98 74.3| 83| 374 95
83]-0.02750] 83 77.2| 83| 438 83| 438 83 63.7] 89 86.9] 64| 44.2] 89
84|-0.01223] 54 89.8| 54| 69.3] 54| 797 54 79.7]_56 942 51| 783] 52
85[-0.02401] 74 801| 74| 487] 74| 505 74 65.3] 85 86.1] 65| 445 88
86]-0.01461] 60 87.9] 60| 645 60] 734 60 58.6] 95 16.1] 105] 36.0] 97
87| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1] _100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0 1
88[-0.00523] 44 95.7] 44| 855 44| 956 44 78.4] 60 84.9] 70| 64.4] 69
89|-0.01451] 59 88.0] 59| 64.7] 59| 736 59 75.0] 69 93.6] 52| 66.5] 66
90|-0.02447] 75 79.7] 75| 48.0] 75| 496 75 63.8] 88 88.2] 61| 439 90
91| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
92| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0[ 1 100.0 1| 100.0[ 1
93| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
94]-0.02937| 86 756 86| 41.4| 86| 405 86 83.0] 45 84.9] 74| 746] 53
95| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
96[-0.02271| 72 812 72| 506] 72| 533 72 759 65 83.7] 73| 423 92
97| 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0] 1 100.0 1 100.0[ 1| 100.0[ 1
98|-0.00804] 48 933 48] 786] 48] 00.1| 48 61.8] 92 449 96| 615 73
99]-0.00312| 38 974 38| 91.1| 38] 084 38 73.0] 73 42.2] 100] 83.8] 44
100| 0.00000[ 1 100.0] 1] 100.0] 1] _100.0 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
101]-0.01568] 61 87.0 61| 625 61 705] 61 93.4] 35 98.9] 38| 906 36
102|-0.02012| 66 83.3] 66] 54.7| 66] 592 66 85.6] 43 90.0] 58] 70.2] 61
103]-0.04277| 95 645 95| 27.7] 95| 243] 95 82.9] 47 93.3] 53] 69.7] 63
104] 0.00000] 1 100.0] 1] 100.0] 1| 100.0] 1 100.0] 1 100.0] 1| 100.0[ 1
105]-0.02640[ 81 781 81| 453 81| 458 81 87.6] 39 956 47| 807 47
106]-0.02527| 77 790 77] 469 77| 480 77 64.7] 87 78.6] 77| _31.4] 100
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TABULKA VIII
(miery efektivnosti pre (CP VRTS) model podla transformacie (20))

pobocka M1(g) M2(B) M3(y) M4 (u, 1) M4 (u, 1) M5
e(17) | B=30 | v=1700 |un< (18) | un < (19)

1 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

2 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

3 97.1 89.7 97.9 61.9 38.1 67.2

4 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

5 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

6 96.5 87.9 97.0 85.6 64.2 84.9

7 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

8 98.8 95.6 99.6 73.3 62.7 91.5

9 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
10 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
11 81.1 49.0 51.1 83.6 99.9 84.9
12 88.4 64.8 74.0 56.0 94.0 64.2
13 86.7 60.9 68.5 49.0 83.1 37.9
14 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
15 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
16 95.8 85.4 95.6 771 95.0 82.6
17 92.2 74.7 86.3 66.6 81.4 57.8
18 73.2 36.2 33.4 53.5 87.8 50.5
19 93.3 78.0 89.7 32.7 33.9 55.1
20 97.4 90.8 98.3 52.5 30.6 81.1
21 39.4 8.7 6.3 75.3 91.0 83.4
22 81.4 49.8 52.2 63.4 99.3 77.2
23 49.4 13.8 10.2 70.0 71.6 67.8
24 34.5 6.9 4.9 55.2 75.8 49.5
25 83.9 54.7 59.5 56.3 95.4 64.2
26 64.9 26.2 21.7 35.9 51.1 26.8
27 88.2 64.4 73.5 62.6 98.4 67.5
28 88.7 65.5 75.0 62.1 88.6 68.6
29 85.1 57.3 63.2 48.9 86.6 54.1
30 94.1 80.2 91.7 57.3 90.2 571
31 91.5 72.7 84.1 49.8 82.5 35.6
32 78.3 441 441 41.2 81.8 40.7
33 82.3 51.5 54.7 47.3 85.2 53.4
34 29.4 52 3.8 69.2 74.5 66.8
35 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
36 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
37 93.5 78.4 90.1 68.5 98.7 84.0
38 88.5 65.0 74.3 59.5 84.8 58.8
39 82.7 52.2 55.8 33.7 82.7 28.8
40 96.2 86.9 96.5 21.2 11.4 51.6
41 78.3 44.0 43.9 13.1 69.6 13.4
42 79.4 46.0 46.7 0.0 39.3 10.5
43 83.2 53.1 571 0.5 0.5 40.5
44 75.8 40.1 38.5 28.0 77.2 14.1
45 78.4 44.4 44.4 5.3 64.2 0.0
46 57.5 19.3 15.0 67.1 95.6 64.8
47 64.9 26.1 21.7 37.9 62.7 43.9
48 77.2 42.3 41.5 61.1 95.4 66.6
49 74.9 38.8 36.7 39.8 82.6 29.3
50 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
51 68.5 30.2 26.1 241 33.5 16.4
52 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
53 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
54 91.7 73.3 84.8 68.8 98.4 76.6
55 86.0 59.3 66.2 83.7 92.0 83.2
56 93.8 79.4 91.0 67.7 96.6 78.5
57 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
58 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
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TABULKA VIII - pokracovanie
(miery efektivnosti pre (CP VRTS) model podla transformacie (20))

pobocka M1(g) M2(B) M3(y) M4 (u, 1) M4 (u, 1) M5
e(17) | B=30 | v=1700 |un< (18) | un < (19)
59 98.9 96.0 99.7 55.8 99.7 84.8
60 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
61 98.0 92.7 98.9 48.8 41.6 65.7
62 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
63 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
64 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
65 82.6 52.1 55.6 46.1 30.1 55.1
66 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
67 33.2 6.4 4.6 64.2 741 59.6
68 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
69 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
70 90.1 69.1 79.8 67.7 69.6 75.9
71 67.4 28.8 24.6 77.2 94.4 75.0
72 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
73 74.2 37.7 354 41.7 55.9 43.2
74 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
75 73.5 36.7 34.1 241 41.8 24.4
76 0.0 0.0 0.0 14.1 15.2 6.7
77 52.1 15.4 11.6 22.6 30.7 21.2
78 76.6 41.3 40.1 20.3 33.3 33.5
79 61.2 22.5 18.0 58.1 74.8 57.8
80 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
81 64.1 253 20.8 52.4 94.2 514
82 62.7 23.9 19.4 23.8 69.2 271
83 77.2 42.3 41.5 36.0 84.3 35.0
84 89.8 68.4 78.9 64.2 93.0 74.7
85 80.1 47.2 48.5 38.8 83.3 35.3
86 87.9 63.5 72.3 27.0 0.0 254
87 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
88 95.7 85.1 95.4 62.0 81.8 58.5
89 88.0 63.7 72.6 55.9 92.3 61.0
90 79.7 46.6 47.5 36.3 85.8 34.6
91 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
92 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
93 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
94 75.6 39.8 38.1 70.0 81.9 70.4
95 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
96 81.2 49.2 514 57.5 80.4 32.7
97 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
98 93.3 78.0 89.7 32.7 33.9 55.1
99 97.4 90.8 98.3 52.5 30.6 81.1
100 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
101 87.0 61.4 69.3 88.4 98.7 89.0
102 83.3 53.4 57.6 74.6 88.0 65.3
103 64.5 25.7 21.3 69.8 91.9 64.7
104 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
105 78.1 43.8 43.6 78.1 94.8 77.5
106 79.0 45.4 45.8 37.8 74.3 20.0
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TABULKA IX
(ratingy pobociek podla modelov (PL VRTS) a (CP VRTS) pri roznych vypoctoch miery
efktivnosti)

pob[ M1-M3 [M4,(18)[M4,(19)] M5 pob[ M1-M3 [M4,(18) [M4,(19) M5

PL]cPp[pPL]cP|PL]CP]PL]CP PL{cP[pPL]cP|PL]CP]PL]CP

1 1 1 1 1 1 1 1 1 54] 52 51 45( 49]) 47| 40| 50| 49
2 1 1 1 1 1 1 1 1 55] 64| 63] 38| 37| 45| 53] 38| 42
3] 40[ 40] 54| 61] 95| 94| 57| 57 56] 49| 46] 46| 51| 48| 42| 51| 46
4 1 1 1 1 1 1 1 1 57 1 1 1 1 1 1 1 1
5 1 1 1 1 1 1 1 1 58 1 1 1 1 1 1 1 1
6] 41| 41| 36[ 36] 87| 86] 40| 37 59] 35| 35] 66| 70| 36/ 36] 39| 39
7 1 1 1 1 1 1 1 1 60 1 1 1 1 1 1 1 1
8] 36| 36] 42| 44] 89| 88] 35/ 35 61] 37| 37] 81] 79| 91| 92] 62| 60
9 1 1 1 1 1 1 1 1 62 1 1 1 1 1 1 1 1
10 1 1 1 1 1 1 1 1 63 1 1 1 1 1 1 1 1
11 73 73] 37| 38] 35| 35| 37| 38 64 1 1 1 1 1 1 1 1
12] 58| 57| 67| 68] 53| 50] 64| 64 65] 66/ 69] 78] 81| 102 102] 73| 75
13 59| 62| 74| 77] 70| 66] 85| 86 66 1 1 1 1 1 1 1 1
14 1 1 1 1 1 1 1 1 67] 103 104] 64| 55| 80| 80] 68| 67
15 1 1 1 1 1 1 1 1 68 1 1 1 1 1 1 1 1
16) 44| 43] 39| 41] 51| 46] 42| 43 69 1 1 1 1 1 1 1 1
17 48| 50| 48| 54 77| 73] 70| 70 70] 53| 53] 47| 52] 85| 83] 49| 50
18] 90| 90] 79| 72] 61 59] 79| 80 71 93| 92| 43| 40] 38| 48] 48| 51
19] 46| 48] 92| 92] 98| 96] 77| 73 72 1 1 1 1 1 1 1 1
20] 38 38] 71 73] 100 100] 43| 44 73] 89| 88] 90| 82| 88| 89] 82| 83
21| 102 102} 41| 42] 59 55| 41| 41 74 1 1 1 1 1 1 1 1
22 77 71] 51| 57| 40 37] 47| 48 75| 86/ 89] 95[ 97] 92| 91] 98| 98
23] 101 101] 55| 46] 73| 81] 56| 55 76] 106/ 106] 106] 102] 103| 103] 105| 105
24] 104 103] 76| 71 54| 76] 81 81 77] 100 100} 102 99] 97| 99| 100| 99
25] 70[ 65] 68| 67| 49| 44] 65| 65 78] 83| 84] 99| 101] 96 98] 92| 91
26] 92 93] 96/ 90] 90| 90] 95| 96 79] 98| 98] 73| 64| 52 77| 72| 71
27] 60[ 58] 52| 58] 44| 41] 63| 56 80 1 1 1 1 1 1 1 1
28] 55| 55] 59| 59| 62| 57| 55| 54 81 97( 96] 70| 75| 50| 49| 76| 79
29] 63| 64] 75| 78] 63| 60| 74| 76 82| 96 97] 97 98] 81| 84| 97| 95
30] 45[ 45] 69| 66] 58/ 56] 71| 72 83] 81| 83] 86| 89| 68| 64] 89| 89
31] 50 52] 80 76] 74| 69| 87| 87 84] 56/ 54] 50( 56] 55| 51| 52| 52
32 78 79] 82| 83] 76/ 72] 83| 84 85] 72| 74] 83| 85| 69| 65] 88| 88
33) 71| 70} 77| 80] 67| 62| 75| 77 86] 57 60] 91 95] 105| 106] 96| 97
34] 105 105) 49| 48] 57| 78] 58| 58 87 1 1 1 1 1 1 1 1
35 1 1 1 1 1 1 1 1 88] 43| 44] 53| 60| 75/ 71 67| 69
36 1 1 1 1 1 1 1 1 89] 61| 59 65| 69| 56|/ 52] 69| 66
37] 51| 47] 44| 50| 42| 39] 45| 40 90] 76 75] 87 88] 64| 61 91 90
38] 54 56] 61| 63] 66/ 63] 66| 68 91 1 1 1 1 1 1 1 1
39] 68 68] 88| 91| 71| 67] 94| 94 92 1 1 1 1 1 1 1 1
401 42| 42] 98| 100] 104 104] 80| 78 93 1 1 1 1 1 1 1 1
41] 80| 80] 101| 103] 84| 82] 103| 103 94] 87| 86] 60| 45| 65/ 74] 53| 53
421 75| 76] 105| 106] 93| 93] 104| 104 95 1 1 1 1 1 1 1 1
43] 67| 67] 104] 105] 106| 105] 86| 85 96] 69| 72] 63| 65| 78| 74 90| 92
44 82| 85| 94| 94] 79| 75] 102 102 97 1 1 1 1 1 1 1 1
45] 79| 78] 103] 104] 86| 85] 106/ 106 98] 46| 48] 92| 92| 98| 96] 77| 73
46] 99| 99| 56| 53] 39| 43] 54| 62 99] 38 38] 71 73] 100{ 100] 43| 44
47] 95| 94| 89| 86] 83| 87] 84| 82 100 1 1 1 1 1 1 1 1
48] 88| 82] 62| 62] 43| 45] 60| 59 101 62 61] 35 35] 37 38] 36/ 36
49] 84| 87| 84| 84] 72| 68] 93| 93 102] 65/ 66] 58| 43] 60| 58] 61| 61
50 1 1 1 1 1 1 1 1 103] 94 95] 57| 47] 41| 54] 59| 63
51 91 91] 100 96] 94 95] 101| 101 104 1 1 1 1 1 1 1 1
52 1 1 1 1 1 1 1 1 105] 85| 81 40| 39| 46| 47] 46| 47
53 1 1 1 1 1 1 1 1 106] 74 77) 85[ 87] 82 791 99| 100
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