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1. Ulohy optiméalneho riadenia na koneé¢nom
casovom horizonte

1.1 Autonémna tloha s volnym casom

Pod autonémnou tlohou optimalneho riadenia na kone¢nom c¢asovom horizonte s

volnym ¢asom budeme rozumief tlohu (AK)

T
= O(2(t),u 1.
max J.—/O fo(x(t),u(t))dt (1.1.1)

za podmienok

i(t) = f(z(t),u(t)) YVt €[0,T], T —volné (1.1.2)
2(0) = (1.1.3)
2(T) € C =A{z | g(x) =0} (1.1.4)

u(t)yeU vt €[0,T] (1.1.5)

pricom predpokladame, ze f0 : R® x R™ — R, f : R® x R™ — R"”, g : R® — R/
st dané spojite diferencovatelné funkcie, zo € R™ je dany bod a U C R™ je dand
mnozina.
Poznamenajme, ze (1.1.3) je poc¢iatoénd podmienka a (1.1.4) je koncova podmienka.
Funkcia J v (1.1.1) sa nazyva tucelovou funkciou. Pod riadeniami rozumieme po
ciastkach spojité funkcie u(t) definované na koneénych intervaloch typu [0,7] (pre
rozne hodnoty koncového ¢asu T') s hodnotami v R™. Funkciu x(t), t € [0,7],
ktors spliia pre dané riadenie u(t), t € [0, T], podmienky (1.1.2) a (1.1.3) nazjyvame
odozvou na riadenie u(t). Riadenie u(t) spliiajice (1.1.5), ktorého odozva spliia
(1.1.4), nazyvame pripustnym riadenim. Uloha (AK) teda znamend maximalizovat
danu ucelovu funkciu v triede vSetkych pripustnych riadeni.

Nutnou podmienkou optimality pre (AK) je Pontrjaginov princip maxima (PPM).
K sformulovaniu vety zavedieme novi adjungovant premenni @ € R™ a konStantu

¥°. Pomocou nich definujeme tzv. Hamiltonovu funkciu (HF) :

H(z,u,,¥°) = 00>z, u) + T f(z,u). (HF)



Veta 1: Pontrjaginov princip maxima pre tlohu (AK). Nech i (t), t € [0,T],
je optimdlne riadenie pre ilohu (AK) a nech z (t) je jeho odozva. Potom existuje takd
konstanta y° > 0, konstantny vektor x € R! a spojitd funkcia 1(t) : [O,T] — R™, Ze
st splnené nasledovné podmienky:

(i) (0, 9(t)) #0, ¥° >0,

(ii) adjungovand funkcia ¥ (t) je riesenim adjungovanej rovnice

A~ N T ~ ~ T
¢&):_¢p(af%xg?uu») N GEURLIN R

a podmienky transverzality

L N\T
w®=<@%ﬁg X (PT)

(iii) pre kazdé t € [0,T), v ktorom je @(t) spojitd, spliia Hamiltonova funkcia (HF)

podmienku mazxima

H(x(t), a(t),y(t),v°) = max H(&(t), u, ¥ (t),9°) (PM)

uelU

a podmienku stacionarity

H((t), alt), ¥(t), ") = 0. (PS)

Dékaz. Dékaz tejto vety je naroény a dlhy. Je uvedeny napr. v [01].

Poznamky.

(a)  Vsimnime si, ze ak #(t), 4(t) splnaji PPM s adjungovanymi premennymi
(1,4 (t)), tak spliiaji PPM aj s ich kladnym nésobkom c(4°,1(t)), kde ¢ > 0.
Pretoze podla vety ¥° > 0, tak staci uvazovat ¢° len s hodnotami 0 a 1.

(b) Mnozina C' tu reprezentuje koncovii podmienku pre stavovi premenni xz. V
pripade, ze C' = R™, hovorime o tlohe s voinym koncom. Funkcia g(x) sa identicky
rovnd nule a teda podmienka transverzality bude v tvare ¢)(T) = 0. Ak mnozina C
pozostava len z jedného bodu C' = zp, tak hovorime o tlohe s pevnym koncom. V
takom pripade podmienka transverzality neddva ziadnu informéciu, pretoze ma tvar

¢(T) = x, pricom x je nezndma konstanta z R’



1.2 Neautonémna uloha s volnym casom

V ¢asti (1.1) sme sa zaoberali tlohami, v ktorych funkcie f° a f nezaviseli explicitne
od ¢asu t. Modzu sa ale vyskytnut pripady, kedy bude tilohou néjst extrém funkcie,
v ktorej bude premennd ¢ vystupovat ako dalsia premennd. Takd tlohu nazjvame
neautonémnou.

Pod neautonémnou tlohou optiméalneho riadenia na konetnom ¢asovom horizonte s

volnym ¢asom budeme rozumief maximalizaéni tilohu (NK)

T
max J := /0 fOt, 2, u)dt (1.2.1)

za podmienok
= f(t,z,u) Vtel0,T], T —volné (1.2.2)
2(0) = xg (1.2.3)
2(T) € C = {xz | g(z) =0} (1.2.4)
u(t)yeU Ytel0,T] (1.2.5)

Aj pre takéto ilohy plati Pontrjaginov princip maxima. Ako uvidime nizsie, jeho
znenie mozno odvodit z Vety 1 pre autonémne tilohy. Pouzijeme k tomu zvyé¢ajny trik

a premennu ¢, ktora sposobuje neautonémnost, oznac¢ime ako novi stavovi premennu
t=ux

Potom plati

"t =1, 2"H0) =

a uloha bude mat tvar

T
maxJ::/ O™ 2, u)dt (1.2.6)
0
za podmienok

&= fla" z,u) Vtel0,T], T — volné

gt =1 = (1.2.7)
x(0) = xg
2" (0) =0 (1.2.8)



(z(T), 2" (T) e C, C={(z,2"") |zeC, 2" e R}
(1.2.9)

u(t)ye U VYtelo,T]. (1.2.10)

Dostali sme vlastne standardni autonémnu 1lohu, len o jednu dimenziu vacsiu. Preto

aj adjungovand premennd v bude o jednu dimenziu vacsia, cize

d;:: (ng;1:>‘
T

. o\T T a1

0
Oxntl 8In+1 8In+1

Adjungovand rovnica bude

() (@) (5 e

wn+&

8.’E"+1 0
ijravou tohto systému a rozpisanim po zlozkach dostaneme dve diferencidlne rovnice
. PIs T of T
0
= — — 1.2.12
=—v < 50 ) 5 ) ¥ ( )

; af° of
n+1 __ 0
(& ==y oxn+l  §pntl

" (1.2.13)

pri¢om rovnica (1.2.12) je tak4 ista ako adjungovana rovnica (AR) a rovnica (1.2.13)

je nova rovnica. Podmienka transverzality bude mat nasledovny tvar

<¢f+(f()T)) — ((%g) )X. (1.2.14)

9z TT

Tak ako pri adjungovanej rovnici, aj tu upravou dostaneme dve rovnice
. ag\ "
T = = 1.2.15
vt = () « (12.15)

YT =0 (1.2.16)

a taktiez prva z nich, rovnica (1.2.15), je podmienka transverzality zndma z au-

tonémnej ulohy a rovnica (1.2.16) je nové rovnica.



Hamiltonova funkcia pre tito tlohu bude mat tvar
I:‘T<xn+17 T, u, w()? ¢) = wOfO(xn-i-l, z, U’) + wa(xn—i_l? T, U’) + wn—’_l? (1217)

pretoze f"t! = 1. Podmienka maxima (PM) sa teda nezmeni, pretoze )" 1(¢)
nezavisi od premennej u

H (@™ a(), a(t), (1), ©°) = max H (2", &(1), u, (1), ¢%) V¢ €[0,T]. (1.2.18)

Nakoniec analyzujme podmienku stacionarity. Mame 1lohu o jednu dimenziu vacsiu,
nez bola autonémna tloha a teda pribudla jedna diferencidlna rovnica pre ™1,

Takze podmienka stacionarity bude
WOFOE (), alt) + T () f(E &), a(t) + " () =0 Vie[0, 1] (1.2.19)

Pouzitim a dosadenim vztahu (1.2.16) do (1.2.19) dostaneme koneény tvar podmienky

stacionarity

~

OFUT, (1), u(T)) + T (D) f(T, 2(T), alT))

0. (1.2.20)

Odvodili sme nutné podmienky optimality pre (NK), ktoré mozeme sformulovat

do nasledujicej vety.

Veta 2. Oproti tilohe (AK) sa pre neautondmne tlohy s volngm casom zmeni znenie

PPM iba v (PS). To znamend namiesto podmienky

~

H(z(t),a(t),v°,¢¥(t) =0, Vtecl0,T]

plati iba
0.

H(&(T),a(T), 4, (1))

1.3 leohy optimalneho riadenia s pevnym casom

Pod neautonémnou tlohou optiméalneho riadenia na kone¢nom c¢asovom horizonte

s pevnym ¢asom budeme rozumiet lohu

Ty
max J := fO(t, z,u)dt (1.3.1)
0



za podmienok

i = f(t,z,u) Vtel0,Ty (1.3.2)
z(0) = wo (1.3.3)
2(Ty) € C = {z | g(z) = 0} (1.3.4)
u(t) e U Vtel0,Ty] (1.3.5)

Podobne ako pre neutonémne tlohy s volnym ¢asom aj pre (ne)autonémne tlohy s
pevnym ¢asom mozno odvodit Pontrjaginov princip maxima. K tomu mozno vyuzit
postup z dékazu Vety 2, kde sa zmen{ iba cielova podmienka (1.2.9). V pripade tlohy

s pevnym ¢asom bude cielovd mnozina C' zadand nasledovnym vztahom
C={(z,2"™) |z € C,z" =Ty}

Potom zrejme podmienka transverzality pre 1" *! nedd ziadnu podmienku a teda ani
z podmienky stacionarity (1.2.19) nedostaneme ziadnu podmienku. V pripade, ze
tiloha s pevnym ¢asom je autonémna, dostaneme z rovnice (1.2.13), ze ¥ (¢)"*! je
konstantna funkcia a teda z podmienky stacionarity (1.2.19) dostaneme podmienku,

¢o mozno sformulovat do nasledujiicej vety.

Veta 3. Oproti ilohe (AK) sa pre neautondmne, resp. autondmne tulohy, s pevnym

¢asom zmeni znenie PPM z Vety 1 iba v (PS). To znamend miesto podmienky

~

H(&(t),a(t),y(t),v") =0, Vtecl0,T]

neplati pre neautonomne ulohy s pevnym casom Ziadna podmienka a pre autonomne

ulohy s pevnym casom plati

H(&(t),a(t),°,¢(t)) = konst., ¥ te[0,T,].

1.4 Diskontovana tloha

Pod diskontovanou ilohou optimalneho riadenia s koneénym casom (pevne zada-

nym alebo volnym) budeme rozumiet tlohu (DK)

maxJ::/O e " FO(a(t), u(t))dt (1.4.1)



za podmienok

z(t) = f(z(t),u(t)) VYVt €][0,T], (1.4.2)
z(0) = z¢ (1.4.3)
z(T)=C, C={z|g(z)=0} (1.4.4)
u(t)eU Yt €][0,T] (1.4.5)

kde T je volné pre tlohu s volnym ¢asom, resp. T = T pre tlohu s pevne zadanym
casom. Vidime, 7ze ide o §pecidlny typ neautonémnej tlohy, kde neautonémnost
sposobuje iba diskontny faktor v tcelovej funkcii. Je zrejmé, ze tdto neautonémnost
sa prenasa aj do adjungovanej rovnice, ¢o moze sposobovat tazkosti pri analyze vlast-
nosti rieSeni. Ako uvidime nizsie, podmienky Pontrjaginovho principu maxima mozno
upravit do takého tvaru, aby prislusny systém adjungovanych rovnic bol autonémny.
To ulahéuje trajektérovi analyzu v (z,1) priestore, pretoze diferencidlne rovnice pre
funkcie (z(t),v(t)) budd autonémne.

Nech 4(t), t € [0,T] (T = Ty, ak je tiloha s pevne danym koncovym Gasom Tj) je
optimalne riadenie, Z(t) je jeho odozva, ¥°, x prislusné konstanty a 1 (t) adjungovand

funkcia z Pontrjaginovho principu maxima. Zrejme
H(w,u, %) = e "0 fOa,u) + 7 f(z,u) =

=e "t (wofo(a:, u) 4 e" YT f(x, u)) (1.4.6)

je Hamiltonova funkcia pre tlohu (DK). Adjungovana rovnica bude mat tvar

B(E) = —yPert (8f0(i°(82,ﬂ(t)))T _ (af<az<a72,a<t>)T¢(t> _

(1.4.7)

OH (&, 4,90, 1)\ "
(PR

Podmienka transverzality je

W(T) = (M) X- (1.4.8)

10



Podmienka maxima je
H(&(t),a(t), v°,¢(t)) = ma H(&(t),u,°,0(t), Yt €l0,T]. (1.4.9)
V pripade, ze ide o tlohu s volnym ¢asom, plati aj podmienka
H(&(T), a(T), °, (1)) = 0. (1.4.10)
Aby sme odstranili neautonémnost adjungovanej rovnice zaviedieme nasledujiice sub-
stitucie
m(t) = e (t)
H=¢e"H. (1.4.11)

Tym dostaneme novy tvar Hamiltonovej funkcie

H(z,u,m®,m) =mCfO(x,u) +m” f(x,u). (1.4.12)
Adjungovand rovnica nadobudne tvar
. H (4. 0. °
m(t) = re"(t) + e"p(t) = rm(t) — e 0 (1',;;@[1 ’dj). (1.4.13)

Kedze plati (1.4.11), tak plati aj %—7; = e”%—f, z ¢oho po dosadeni do (1.4.13)

dostaneme vysledny tvar adjungovanej rovnice

PP
i = rm — & LM m) (1.4.14)
ox
Podmienka maxima sa nezmeni, pretoze diskontny faktor nezavisi od u, teda bude
mat tvar
H(z(t), a(t), m®, m(t)) = max H(z(t),u,m’, m(t)), Yt €l0,T]. (1.4.15)

uelU

Podmienka transverality po substitiicii nadobudne tvar

. N\T
m(T) = <%> X, (1.4.16)

kde x = eTTX a pre tlohu s volnym ¢asom navyse plati
H(&(T), a(T), m®, m(T)) = 0.
V poévodnej formulécii H predstavuje sicastni hodnotu Hamiltonovej funkcie, t.j.
vztahujicu sa k éasovému okamihu 0 a 1) predstavuje sic¢astnti hodnotu adjungovanej
funkcie. Nova Hamiltonova funkcia H a novéa adjungovand premennd m predstavuju

okamziti hodnotu, t.j. vztahujicu sa k ¢asovému okamihu t.

Sformulujme teda nutné podmienky optimality do vety.

11



Veta 4. Nech u(t), t € [O,T] je optimdlne riadenie a Z(t) je jeho odozva pre tulohu
(DK). Potom existuje takd konstanta m® > 0, konstantny vektor x € R! a spojitd
funkcia m(t) : [0, T] — R"™, Ze si splnené nasledovné podmienky:

(i) (m°,m(t)) #0, m® >0,

(ii) adjungovand premennd m(t) je rieSenim adjungovanej rovnice

o<awwg?au»)T_<§f@g?mw>T

m(t) =rm—m

m(t)

a podmienky transverzality

. \NT
[ 99(2(T))
(iii) pre kazdé t € [0,T),v ktorom je a(t) spojitd, spliia Hamiltonova funkcia
M1y m0, m) = mO O, ) -+ mT f ()

podmienku mazxima

H(z(t), a(t), m", m(t)) = glea(}( H(2(t), u, m°, m(t))

a podmienku stacionarity ( ak sa jednd o tilohu s volnym casom,)

H(&(T), a(T), m°, m(T)) = 0.

1.5 Bolzova tdloha s volnym &asom

Pod Bolzovou ilohou rozumieme tlohu optimalneho riadenia s volnym ¢asom, kde

ucelova funkcia obsahuje aj fukciu koncového stavu systému, teda je to uloha (BK)

max J := FO>z(t), u(t))dt + p(z(T)) (1.5.1)

— =
o Ot
w N

e T
—
Ut
IS

~— N N~

—_
&
(S

12



kde ¢ : R" — R je dana C? funkcia.
Pre tato tlohu odvodime nutné podmienky optimality. Je zrejmé, ze tieto pod-
mienky budid rovnaké ako pre ilohu, kde ku J bude pripoc¢itana konsStanta, t.j.

ucelovou funkciou bude
B T
J = /0 Oz, u)dt + p(x(T)) — p(x(0)). (1.5.6)

Podmienky odvodime tak, ze J prevedieme na Lagrangeov tvar:

T T 4 T ,
J—/O f (:Jc,u)dt+/0 %ga(x(t))dt—/o [ (z,u) + @' () f(x,u)]dt.  (1.5.7)

To je uz tloha v standardnom tvare. Aplikujeme na nu PPM z Vety 1. Dostaneme

adjungovanu rovnicu

. P AT af\T
wz—w()(a—x(foJr@f)) _<8_:c) Y,

z ¢oho po uprave dostavame

o[- (B (] o

Podmienka transverzality je

R g\ "
(1) = (%) X- (1.5.9)
Hamiltonova funkcia
H(a,u, 00, 9) = 601/, 0) + ¢ (2, 0)] + 07 f (2, 0) (1.5.10)
spfﬁa podmienku maxima
H(&(t), a(t), ", (1)) = max H(&(t), u, v°, (t) ¥t € [0,7]. (1.5.11)
Upravou Hamiltonovej funkcie dostavame
H =0+ 47§, (1.5.12)

13



kde sme oznacili

b=+ @) (15.13)
Odvodme pre tito novi premennt diferencidlnu rovnicu

_ i 0 NT
b=+ (79

T of° g 0 % g 0 dp Of g 0 of g 0 %y g .
== () - (@) - () o (o) v (5F) /-

)@ e s

Vyraz v hranatej zatvorke je novozvolend premennd podla (1.5.13). Rovnicu (1.5.14)

mozno teda napisat v tvare

- aroN " . ar\ " -
@D——(%) (0 —<%) Y (1.5.15)

¢o je adjungovand rovnica v Standardnom tvare . Akd koncovi podmienku bude

spliiaf ¢ ? Zrejme

(1) = v(T) + <%) Y0 = <%> X+ (%) 0. (1.5.16)

Vidime, ze jediné, ¢o sa zmenilo oproti pripadu z ¢asti 1.1 je podmienka transverzality.

Vysledok mozeme sformulovat do vety.

Veta 5: PPM pre Bolzovu dlohu:. V zneni PPM pre ulohu (BK) sa oproti Vete

1 ment iba podmienka transverzality, t.j. namiesto podmienky (PT) plati podmienka

A T A NT
o) = (ag%g») - (awgf))) 0.

14



2. Ulohy optimalneho riadenia na nekonecnom
casovom horizonte

2.1 Standardna tdloha optimalneho riadenia na nekoneénom ¢asovom

horizonte

Pod standardnou tlohou optimalneho riadenia na nekone¢nom casovom horizonte

budeme rozumiet tlohu (N)

max J ::/0 o>t 2(t), u(t)) dt (2.1.1)
za podmienok
i(t) = f(t,z(t),ult) Vte]0,o0) (2.1.2)
z(0) = zo (2.1.3)
tlilgo xz(t)e C (2.1.4)
u(t)y e U VY tel0,00) (2.1.5)

Poznamenajme, ze oproti iloham na konecnom c¢asovom horizonte ziadame, aby pre

pripustné riadenie 4(t) a jeho odozvu Z(t) integral fooo fO(t, 2(t), a(t)) dt konvergoval.

2.2 Pontrjaginov princip maxima pre tlohu (N)

Pre dlohy s koneénym casom platil Pontrjaginov princip maxima ako nutnd pod-
mienka optimality. Sformulujme podobni vetu pre tlohu na nekoneénom c¢asovom

horizonte a dokazme ju pomocou Vety 3 sformulovanej pre tlohy pevnym ¢asom.

Veta 6. [02] Nech u(t) je optimdlne riadenie a Z(t) jeho odozva pre tlohu (N).
Potom existuje konstanta 1° € R a spojitd funkcia 1(t) : R — R™ také, Ze

(i) (W0, 9(t) #0, 4° >0,

(ii) ¥ (t) riesi rovnicu

Ox Ox
(iii) pre kazdé t € [0,00), v ktorom je u(t) spojitd, plati

D) <8f0(t, (1), a(t))>T - (af(t,ﬁs(t), a(t))>T o,

UL B(t), a(t) + o7 f(t 2(t), a(t) = max(vO (8, &(t), u) + 7 f(L,2(t), u)).

uelU
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Poznamka. V knihe [02], z ktorej je citovand Veta 6, je iba naznatena myslienka
dokazu tejto vety. NizSie uvedeny dokaz je podrobnym rozpracovanim uvedenej

myslienky.

Dékaz. Nech 4(t) je optimalne riadenie a &(t) jeho odozva pre tlohu (N). Zvolme
si postupnost {T}} — oo, pricom T} > 0. Pre kazdé T} definujme nasledovni tilohu
optiméalneho riadenia na konetnom casovom horozinte s pevnym ¢asom T} a pevnym

koncom urcéenym hodnotou z(7}%), t.j. ulohu (K, )
Ty
max fO>t, z(t), u(t))dt (2.2.1)
0

za podmienok

(t) = f(t,z(t),u(t)) Vtel0,Ty] (2.2.2)
z(0) = xg (2.2.3)
z(T) = 2(Ty) (2.2.4)
u(t) e U Vtel0,T] (2.2.5)

Uvazujme teraz jedno pevne zvolené Ty. Je zrejmé, Ze zizenie riadenia u(t) a jeho
odozvy na interval [0, T)], je optiméalne riadenie a odozva pre tlohu (K7, ). Keby totiz
neboli optimélne, existovalo by iné pripustné riadenia @(t) a odozva &(t), t € [0, T},

pre tdlohu (K7, ), pre ktoré by platilo

Yo a). a)de > [ £ £(0), a6 (2.2.6)
0 0

Zostrojme riadenie

o a(t), t €0, Tk]

a(t) = { a(t), Le [Tho0) (2.2.7)
Jeho odozva bude mat tvar

o z(t), t €0, Tk]

z(t) = { i), te[Tpo0) (2.2.8)

pretoze koncova podmienka na stavovi premennt x(7') = (T} ) ndm zabezpecila, ze

akékolvek odozva na pripustné riadenie sa mus{ dostat do bodu z(Ty) a dalej sa musf
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spravat ako optimdlne #(t). Zrejme teda @(t), t € [0,00) je pripustné riadenie pre
tlohu (N) a pre hodnotu tcelovej funkcie v tomto riadeni plati

J (@) :/OOO Ot &(t), a(t))dt = kfo(t,ij(t),ﬂ(t))dt—i— oofo(t,a}(t),a(t))dt >

0 Ty

Tk

> £Ot, 2(t), a(t))dt + b O, 2(t), a(t))dt = J (1) (2.2.9)
0 T

kde sme vyuzili vztah (2.2.6). Dostali sme, ze J(@) > J (i), ¢o je spor s predpokladom,
7e 0(t) je optimélne riadenie pre tlohu (N). Teda musi platif, ze prislusné zizenie (t)
je optimadlne aj pre dlohu (Kp,). Z optimality #(t), u(t), kde ¢ € [0,T}], pre tlohu
(Kr,) vyplyva, ze pre tuto ulohu plati Pontrjaginov princip maxima (Veta 3). To
znamend, Ze existuje takd konstanta ) € R a spojitd funkcia vy (t) : R — R™, ze
platia nasledovné podmienky:

(i) (s ¥u(t) #0, ¥R =0,

(ii) 1y (t) riesi diferencidlnu rovnicu

, Ot (), a(t))\ " ), a(t)\*
wk(t)z—wi(af (t, &(1), (ﬂ)) _(6f(t, (1), (ﬂ)) o7,

ox ox

(i7i) pre kazdé t € [0, T], pre ktoré je u(t) spojita plati
YR fO(t 2 (t), alt)) + oy f(t,2(t),a(t) =

= mea[}([wgfo(t, &(t),u) + YF f(t, 2(t), u)] = konst.

Poznamenavame, Ze indexom k oznacujeme prislusné funkcie a konstanty prislicha-
juce k 1dlohe (K7, ). Ozna¢me si ¢ (0) = Ag. Z podmienky (i) vyplyva, ze
(¥, Ax) # 0 . Pretoze podmienky PPM si jednoznaéné az na multiplikativnu
konstantu, mézme predpokladat, ze ||(¢9, Ax)|| = 1. Z postupnosti {(¢9, Ax)} je teda
mozné vybrat konvergentnii podpostupnost (kvoli jednoduchosti ju budeme oznacovat
rovnako ako povodnii), ktord konverguje k nejakému (¢°, A) # 0 . Vsimnime si, ze
adjungované funkcie rozsirené o nultu zlozku (¥9, 1 (t)) prislichajice rozlicnym k

splnaja tu isti homogénnu linearnu diferencidlnu rovnicu

<$0) _ ((%%)T (%%)T> (fo) (2.2.10)
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ibaze pre kazdé k je to na inom intevale [0, T%] a s inou pociatoénou podmienkou

(Zgggi) - (2:(5) ' (2.2.11)

Oznaéme P(t,t) fundamentalny systém rieSeni systému (2.2.10). Potom

(%ﬂ) _ (t,0) (ig) Cte0 Ty (2.2.12)

Definujme funkciu

(d)w(g)) — B(t,0) (1;40)  teo,00). (2.2.13)

Zrejme takto definovana adjungovana funkcia je netriviadlnym riesenim (AR) pre kazdé
t € [0,00). Navyse, vzhladom na linedrnost Hamiltonovej funkcie v premennej (Y, ),
zo splnenia podmienok

URfO(t 2(t), alt) + oy (6) f (8, 2(8), a(t)) = max[vp fO(¢, 2(8), w) + vy () F(t, &(t), w)]

uelU

pre kazdé t € [0, T} dostdvame, ze pre kazdé ¢ € [0, 00) plati podmienka

PO fOt, 2(t),at)) + T () f(t,2(t), a(t) = max(vOfO(t, 2(t), u) + 7 (£) (¢, 2(t), u)).

uelU

Tym je veta dokazana. [

Poznamka. Veta 6 vo vSeobecnosti neddva dostatok podmienok na urcenie op-
timalneho riadenia, pretoze chyba podmienka transverzality. Tento nedostatok Vety
6 sa vsak neprejavi v pripade tloh, kde mnozina C' z podmienky (2.1.4) pozostdva
z jediného bodu, t.j. tloha je s pevnym koncom. Jednu takito tlohu budeme riesit
v nasledujucej kapitole (3.1). Pretoze tvrdenie Vety 6 sme dostali prevedenim tlohy
(N) na postupnost tloh s pevnym koncom, pre ktoré je podmienka transverzality
prazdna (nedédva ziadnu informéciu o koncovom stave ¢(T')), vo Vete 6 sme nedostali
ziadnu podmienku transverzality. Ako ukazuje nasledujuci priklad, tato podmienka

vo vSeobecnosti ani nemusi vzdy platit.

Priklad 1. (Zadanie tohto prikladu je napr. v [04].)

max J := / (1 —2x)udt (2.2.14)
0
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za podmienok

t=(1-2x)u (2.2.15)
2(0) =0 (2.2.16)
0<u<1 (2.2.17)

Vsimnime si, ze f = f° a preto moézeme (2.2.14) napisat v tvare

J = /Oooj: dt = lim z(t) — z(0) = lim z(¢) =: (o).

t—00 t—o00

Teda optimélne riadenia budd tie, pre ktoré je hodnota x(co) maximdlna. Z rovnic
(1.2.15) az (2.2.17) vidiet, ze pre malé t je x rastiice a rastie pokial (1 — z) > 0.
Polozme u(t) = 1 . Je zrejmé, ze toto riadenie zabezpetuje maximalny mozny rast
pre x, ale len za predpokladu, ze x zostava mensie ako 1. To znamen4, ze ak odozva
pre toto riadenie spliia xz(t) < 1, tak u(t) = 1 je optimélne. Preverme splnenie
podmienky z(t) < 1. Z (2.2.15) dostaneme, ze & = (1 — x) a teda z (2.2.16) vyplyva,

ze odozvou je x(t) =1 — et < 1, pre kazdé t € [0, 00), pricom

lim z(t) = 1.

t—o00
Teda optimélne riadenie a optimalna hodnota tcelovej funkcie je 1. Z toho mame,
ze kazdé riadenie, pre ktoré lim; .., z(t) = 1, je optimdlne. VSimnime si, ze aj pre
riadenie u(t) = % plati, Zze jeho odozva v limite sa blizi k 1 a teda aj toto riadenie je
optiméalne. Skutoéne

i= (1)

a teda (t) =1 — e~ % a znova dostaneme, 7e limg_oo 2(t) = 1.

Pozrime sa, ako to je s PPM. Hamiltonova funkcia méa tvar
H(z,u, ¥ ¢) = ¢°(1 — 2)u+ (1 — 2)u = (1 — z)u(y® + ). (2.2.18)

H je linedrnou funkciou premennej u a existuje viac nez jedno optimalne riadenie
@(t), pri ktorom Hamiltonova funkcia nadobuda svoje maximum. Maximalizovanim

(2.2.18) dostaneme
1 (1—2)(®°+¢)
u=40 (1= 2)(¥° +v)
0,1)  (A-2)°+¢)=0

>0
<0 (2.2.19)
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Zoberme si pripad, u = 2 .Podla (2.2.19) musf byt (1 —x)(¢°+) = 0. Z toho méme,
7e bud (1 — x) = 0 alebo (¢° + 1) = 0. Vieme , ze x(t) < 1, z éoho vyplyva, ze musi
platit druhd moznost

Y0 41 = 0. (2.2.20)

Podla podmienky (i) z Vety 6 vieme, ze jedinym riesenim rovnice (2.2.20) je

=1 ¢p=-1

a teda pre optimélne riadenie u(t) = 2 nie je splnend podmienka transverzality. Tym

sme ukézali, Ze podmienka transverzality lim; .o, 1(t) = 0 nemusi vzdy platit.

Poznamenajme, ze v préaci [06] je uvedend veta, ktora hovori o tom, Ze existuju triedy
uloh, pre ktoré plati aj podmienka transverzality v tvare lim; ., ¥ (t) = 0. Pred-
poklady vety st vsak v takom tvare, Ze sa prakticky nedaji overit a preto sa nimi
nebudeme zaoberat. V dalsej casti uvedieme jeden typ tloh, pre ktoré mozno odvodit

aspon urcitu limitni podmienku pre Hamiltonovu funkciu.

2.3 Ulohy s diskontnym faktorom

Ako sme uviedli v predchadzajicej casti, Veta 6 nedava dostatok podmienok na
uréenie optimalneho riadenia pre tlohy s volnym alebo ¢iastoéne koncovym stavom.
V tejto ¢asti sa budeme zaoberat Specidlnym typom tloh s volnym koncom. Péjde o
ulohy autonémne, az na diskontny faktor v tucelovej funkcii (podobné tilohy, ale na
kone¢nom &asovom horizonte sme analyzovali v ¢asti 1.4). Takéto tilohy sa velmi ¢asto
vyskytuji v mikro a makro ekonémii. Standardny tvar takejto ulohy s diskontnym

faktorom (DN) bude

max .J := Ooe_” O(z(t),u 3.
Tim [t o) @ (23.1)
pri podmienkach
z(t) = f(z(t),u(t)), Vtel0,o00) (2.3.2)
z(0) = zo (2.3.3)
u(t) e U, Vtel0,00). (2.3.4)

Pre tuto tlohu platia nasledovné nutné podmienky optimality.
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Veta 7. Nech u(t) je optimdlne riadenie a (t) jeho odozva pre ulohu (DN). Potom
existujii konstanta ¥° € R a spojitd funkcia 1(t) : R — R™ také, Ze plati:

(i) (V0,9(t) #0, 4° >0,

(ii) ¥ (t) riesi rovnicu

afo@@),a)\"  [of@®),a)\"
QA0 (AN

90 = —ve
(iii) pre kazdé t € [0,00), v ktorom je u(t) spojitd, plati
PP @), at) + T () f(E (), at))

= max(¢" fO(2(t), u) + 9" (1) f(2(t),u) = q(t),

uwelU
kde
a(t) =~ / e fO(2(s), als)) ds

Doésledok.
lim H(&(t),a(t), y", 1) =0

t—o0

Pozndmka: Znenie tejto vety je uvedené v [02] chybne. V dolnej hranici pre in-
tegréal definujici funkciu ¢(t) je v tejto knihe namiesto ¢ uvedena 0. V knihe je vsak
veta uvedend bez dokazu a dokaz sa nedal zrekonstruovat podobnym postupom ako
vo Vete 6. V knihe je uvedeny odkaz na clanok [06], v ktorom je uvedeny dokaz
tejto vety pomocou postupnosti tloh Bolzového typu. Tento dokaz je vSak zbytocne
komplikovany, navyse niektoré formuldcie v iom st velmi nepresné a métice. Nizsie

uvedeny dokaz je novym variantom dokazu tejto vety.

Dékaz Vety 7. Nech u(t) je optimalne riadenie a #(t) je jeho odozva pre tilohu (DN),
kde t € [0,00). Zvolme si postupnost {T}}, kde Tj, > 0 a Tj, — oo. Pre kazdé Ty, si
zadefinujme nasledovni neautonémnu Bolzovu tlohu s volnym ¢asom a a s pevnym

koncom uréenym bodom #(T}) pre zvolené Ty. Ulohu oznacime (BKrp, )

max J :=

/O e FO (2 (8), u(t)) dt+ o(T — Th) | |
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kde

o(r)=e"" / h e O (t), a(t))dt (2.3.5)
Ty
pri podmienkach
i(t) = f(z(t),ut)), Vte[0,T], T —volné (2.3.6)
z(0) = xo (2.3.7)
x(T) = &(Tk) (2.3.8)
u(t)yeU, Vtel0,T] (2.3.9)

Postupujme podobne ako pri dokaze Vety 6. Najprv sporom ukdzeme, ze u(t) a
i(t) pre t € [0,T], kde T = Ty, je optimélne rieSenie aj pre tlohu (BK7,). Teda
predpokladajme, ze by u(t) a Z(t) neboli optimélne pre tulohu (BKrp,). Potom by
muselo existovat iné pripustné riadenie @(t) a odozva Z(t) pre t € [0, T], kde T > 0,
ktoré by davalo vécsiu hodnotu tcelovej funkcie ako 4(t),z(t) pre t € [0,T]. To

znamena, ze

oo

T -
J(a) = /0 e " FO(E(L), a(t)) dt + e (T Tk) / e " FO((t), u(t)) dt >

Ty

Tk o0
e T O(%(t), 4 e (T =Tk) e O3 (1), . 3.
> / PO, a(t)) dt + / PO, a) db. (2.3.10)

Ty

Prava strana nerovnosti je vlastne
(0.@]
| e, d
0

Upravou lavej strany nerovnosti (2.3.10) pouzitim substitticie s = t+7—T}, dostaneme

T oo
|G amy dt [ e s = T4 T ats =T+ 1) ds (2340

T

Dosadenim (2.3.11) do (2.3.10) mame

/0 e " FO(E(t), a(t)) dt + /OO e " fO(&(s — T 4 Ty), a(s — T 4 Ti)) ds >

T

> /0 h e " fO(a(t), a(t)) dt = J(a) (2.3.12)
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Zostrojme riadenie u(t)

o [a(e), te[0,T]
““)_{a(t—:ﬂzrk), tell o)

{ i(t), te[0,7]
it—T+T,), tell,00)

Je to pripustné riadenie a dava nam vacsiu hodnotu tucelovej funkcie J ako optimalne

riadenie 4u(t) pre tlohu (DN), ¢im dostdvame spor. Z toho vyplyva, ze u(t), Z(t) a Tk

musia byt optiméalne aj pre (BKr,).

Mobzeme teda na ttito tlohu aplikovat Pontrjaginov princip maxima. Uloha (BKr,)

je Bolzovou tilohou optimélneho riadenia. Takymito tilohami sme sa zaoberali v casti

1.5. Tam vsak Bolzova tloha bola autonémna, ¢o nie je pripad ulohy (BKr,), kde

vystupuje neautonémnost vo funkcii koncového stavu, t.j. vo funkcii ¢. Aby sme

mohli na tito aplikovat tvrdenie Vety 5, prevedieme ju na autonémnu Bolzovu tlohu

vyssej dimenzie. Oznacme t ako novu stavovi premenni
t=:x
Dostaneme tlohu v tvare
T n+1
max [ e O a(0), u(t) dt + o (T) - T)
0
za podmienok

i(t) = f(z(t),u(t)), Vtel0,T], T — volné
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Pre tito ulohu plati Pontrjaginov princip maxima (Veta 5), ktory hovori, ze existuju
také konstanty 10 a yj a také spojité funkcie 1 (t) a Z“(t), ze plati:
(i)

(YR, x) #0, 9y >0, (2.3.17)

(ii) ¥x(t), Yt (¢) riesia diferencidlnu rovnicu

()= [ (20 ) (@7 ) () e

77Dn—i—l 5 Coantl g of 8f”+1 wn—i—l
ea:pT Oxnt1 Oxnt1
s podmienkami
O(w—a(Ty) oo\ 7
Yy (Th - (—“p>
k k Oxn+1 W(Lp‘i’l

(iii)
Re @ (), a(t) + i (O F(@(1), a(t) + vt () =
= max [Ype” " fO(2(8), w) + U (8) F(2(t), u) + v (1)) = 0. (2.3.20)

uelU

Adjungovanti rovnicu (2.3.18) mozno upravit nasledovne
T
. ae—rmn+1 fO T
( '¢+1) = —° ( Ox - <%) 0 ( 1?]—1-1)
w _re—rm"+1f0 0 0 w

a ked to rozpiSeme po zlozkach, dostaneme dve diferencidlne rovnice

i —rt f af
b ()

Pl = re—”f%O. (2.3.21)

Podmienky (2.3.19) upravime do tvaru

(i) = (o) (28, ) ot

a rozpiSeme po zlozkéch, ¢im dostaneme dve rovnice

V(Tk) = Xk (2.3.22)

) = g P

o =1, (2.3.23)
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Podme sa dalej pozriet na rovnicu (2.3.23). Pouzitim vztahu (2.3.5), ktory definuje

funkciu ¢ mozeme napisat, ze

86—T(T—Tk) oo
’I’l—|—1T — 0( ) —T‘tO/\t,’\t dt:
) = (T, [ ea)

Ty

o0 o0

e~ fO(2(t), (1)) dt = —Qr / e~ fO(2 (1), at)) dt.

= —wgre_r(Tk_Tk) /
Ty
(2.3.24)

Ty
V podmienke maxima (2.3.20) mézeme rovnost k nule odévodnit tym, Ze sa jednd
o autonémnu tlohu s volnym ¢asom, pri ktorej podmienka stacionarity hovori, ze
Hamiltonova funkcia v optimélnom bode sa rovné nule pre kazdé ¢ € [0, Tk].

Dalej pouzijeme vztahy (2.3.21) a (2.3.24). Integrovaim rovnice (2.3.21) dostaneme

T O =0 [ e ds (2325)

a dosadime to do rovnice (2.3.24), ¢o nam da

(e @]

Ty
B () = / e FO(R (), alt)) dt — oY / re™" fO(i(s), i(s)) ds =

Ty

— 1y / T e a(s), () ds (2.3.26)

Existenciu konstanty ¢° a funkcie 1 (t) zo znenia vety teraz dostaneme limitnym
prechodom analogicky ako v predchddzajiicej vete. Zo vztahu (2.3.26) dostaneme v
limite
oo
W) = < [ e (), i) ds
t

a ked polozime

q(t) =" (1)
dostaneme zostavajice tvrdenie vety. [J

Poznamka. Veta 7 sa vztahuje k tlohdm s diskontnym faktorom. V kapitole 1.4
sme uviedli substiticiu, pomocou ktorej sme ziskali autonémnu tlohu optimélneho
riadenia. T istd transformdciu mézeme pouzit aj v pripade tloh na nekoneénom

casovom horizonte a Veta 7 by potom znela nasledovne.

25



Veta 8. Nech u(t) je optimdlne riadenie a &(t) jeho odozva pre ulohu (DN). Potom
existujii konstanta m® € R a spojitd funkcia m(t) : R — R™ také, Ze plati
(i) (m®,m(t)) #0, m" >0,

(i) m(t) riesi rovnicu

: (af()(aeg,a(t)))T ) (W)TW),

m(t) = rm —m
(iii) pre kazdé t € [0,00), v ktorom je a(t) spojitd, plati
m®fO(&(t), a(t)) +m" () f(2(t), a(t))
= max(m” fO(&(t), u) +m" (6) f(£(t), u)) = q(t),

kde
q(t) = —rm° / e £ (3 (s), a(s)) ds.
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3. Riesenie uloh

3.1 Uloha s pevnym koncom

Priklad 1. Uloha o optiméalnej spotrebe. Nagou tilohou je maximalizovat spotrebu
max /OO e %t InC(t) dt (3.1.1)
0
ked mdme dand zmenu kapitélu
K=iK-C (3.1.2)

pociatocny stav kapitalu

K(0) =Ky >0 (3.1.3)

a Eialej vieme, ze kapitdl musime na konci spotrebovat

lim K (t) = 0. (3.1.4)

t—o00

Je to autonémna tloha s diskontnym faktorom a plati pre nu Veta 6. NapiSme si
podmienky Pontrjaginovho principu maxima pre tuto diskontovanu ulohu.

Adjungovand rovnica ma tvar

Y(t) = —i(t). (3.1.5)
VyrieSenim tejto diferencidlnej rovnice dostaneme, ze
P(t) = Ae™™, kde A je konitanta. (3.1.6)
Hamiltonova funkcia
H(K,C,m° m) =4’ InC +¢(iK — C) (3.1.7)
by mala spiflaf podmienku maxima, z ktorej vyplyva, ze
WLy =0,
C
Z toho vidime, ze ¥° =1 a

A 1 ..
C(t) = et (3.1.8)
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pricom A # 0. Dosadime vztah (3.1.8) do rovnice (3.1.2)
. L (i—s)t
K=iK — —e¢ . (3.1.9)
A
Thto diferencialnu rovnicu rieSime pomocou variacie konstant

. 1 t . ) 1 . t
K(t) — ethO - Z / ez(t—s)e(z—5)sd8 — ethO o Ze”/ 6_5Sd8.
0 0

Vypocitanim integrélu dostaneme koneény vysledok pre K (t)

K(t) = (K, 1—e %), (3.1.10)

_E(

Dalej m4 platit koncovd podmienka pre stavovi premennt

lim K(t) = 0.

t—o0

Aby naozaj platila, musi Kg — ﬁ(l — e7%) konvergovat k nule rychlejsie, nez rastie

e, Najprv najdime A, pre ktoré uvedeny vyraz konverguje k nule. Nech A, spiﬁa

Ko — Aita(l —e % =0, (3.1.11)
z ¢oho dostavame, ze
Ay = %(1 — e %), (3.1.12)
a teda
A= lim A = KLO(S (3.1.13)

Ked to dosadime do (3.1.10) dostaneme, ze
K(t) = Koel'=9*, (3.1.14)

A aby platila koncova podmienka pre stavovi premennt, musi byt i < §. Na zaver

eSte ur¢me optimalnu spotrebu, ktoru ziskame dosadenim (3.1.13) do (3.1.8)
C(t) = Koo, (3.1.15)

Ukazali sme si, ze ked pozname nielen pociatocnu ale aj koncovi podmienku na
stavovu premennu, mame z Vety 6 dostatok informacii na urcenie jediného kandidata

na optimalne rieSenie.
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3.2 Uloha s volnym koncom

Priklad 2. (Zadanie prikladu je z [05], kde je uvedené v kapitole 9 ako cvicenie.)

Nasou tlohou je

o u? 2
max J := / e "M (—— 4+ au— —)dt (3.2.1)
0 2 2
pri podmienkach
T=u (3.2.2)
xz(0) =z >0 (3.2.3)
r> 1. (3.2.4)

Je to maximaliza¢nd tloha s diskontnym faktorom na nekone¢nom ¢asovom horizonte.
Pre stavovi premennt x mame danu len pociatoéni podmienku a riadenie u neméame

ohranicené.

THito tlohu vieme trividlne vyriesit. Z (3.2.1) vidiet, ze

J = -5 / e "(u—z)?dt <0, (3.2.5)
0

7Z toho vidime, ze maximéalna moznd hodnota pre J je nula. A ak ndjdeme také riade-
nie, ktoré ndm d4 maximéalne J, tak bude optimélne. Jedind moznost ako dosiahnut

J =0 je polozit u(t) = z(t). Ked to dosadime do (3.2.2), dostaneme

z(0) = 2o (3.2.6)
¢oho riesenim je

&(t) = zge’

W(t) = xpe. (3.2.7)

Uké&zme si, ze aj pomocou nutnych podmienok optimality z Vety 8 dospejeme k

rovnakému vysledku.
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Napisme si najprv Hamiltonovu funkciu.

U2 2

H(z,u,m® m) =m’(—— + zu — :1:_) +mu=—-m

—_— 2.
5 5 5 + mu (3.2.8)

Podla vety by mala Hamiltonova funkcia spiﬁaf podmienku maxima, ktora hovori, ze

oH

u =0 (3.2.9)

Dosadme teda (3.2.8) do (3.2.9) a dostaneme

—m°(@ — &) +m = 0. (3.2.10)

0

Vieme, 7e vektor (m°,m) m4 byt rozny od nuly, z éoho pre tento priklad vyplyva, Ze

ml=1a

m=1i-& (3.2.11)

Pozrime sa na adjungovani rovnicu, ktord vyuzitim faktu, ze m® = 1 a dosadenim

rovnice (3.2.11) nadobuda tvar
m=rm—(t—2z)=(r—1)m. (3.2.12)

Z (3.2.11) vidno, Ze 4@ = m + &, ¢o modzeme dosadit do (3.2.2) a ndsledne spolu s

(3.2.12) dostavame homogénny systém diferencidlnych rovnic

m=(r—1)m (3.2.13)
Vseobecné rieSenie pre tento systém je

z(t) = AeWrt 1 Bewat

m(t) = Ce“'* + De"?? (3.2.14)

kde A, B,C, D su konstanty a wy,ws su korene charakteristickej rovnice pre systém
(3.2.13), ktord m4 tvar
w? —rw+r—1=0. (3.2.15)
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Vyriesenim tejto kvadratickej rovnice ziskame hodnoty korenov w; a ws, pricom
w1 = 1 Wy =T — 1 (3216)

Nés zaujima tvar premennej z(t) a riadenie u(t) a teda potrebujeme uréit konstanty

A a B. Pouzitim pociatocnej podmienky (3.2.3) dostaneme, Ze
ro=z(0)=A+B
a teda
B=ux— A (3.2.17)

Ked dosadime (3.2.16), (3.2.17) do (3.2.14) mame
i(t) = Ae ™Yt 4 (25 — A)el. (3.2.18)
Tvar riadenia u(t) zistime z (3.2.2), pretoze
G=2=A(r—1)e Yt 4 (2o — A)et (3.2.19)

Aby boli riadenie @(t) a odozva Z(t) pripustné, musi navyse od tloh na koneénom
casovom horizonte fooo e_“t(—%2 + zu — ”E—;)dt konvergovat. To znamend, Ze musf
existovat koneénd limita funkcie F(K) pre K idice do nekonecéna, kde F(K) =

fOK e Tt fO(2(t), u(t))dt. Pozrime sa na tento integrdl. Mozeme ho upravit

I I
F(K):——/O e—”(a—ﬁ:)th:—gfo e A% (r — 2)2dt (3.2.20)

Vy¢cislenim integralu dostaneme
L2 (r—2)K L2 Lo (r—2)K
F(K):—QA (r—2)e —1]:§A (r—2)—§A (r—2e . (3.2.21)
Nés zaujima funkcia F'(K) v limite pre K idice do nekone¢na

lim F(K) = %AQ(T‘ —2) — %AQ(T —2) lim e"2K, (3.2.22)

K—oo —00

7 rovnice (3.2.22) mozeme vidiet, ze ak 1 < r < 2, F(K) konverguje pre Iubovolnt
konStantu A a ak r > 2, mus{ byt A=0. Ak by bolo r = 2, tak z rovnice (3.2.18)
dostaneme, ze

2(t) = zo€ (3.2.23)
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Riadenie by v tomto pripade malo ten isty tvar ako jeho odozva
i(t) = zoe’ (3.2.24)

a po dosadeni do tucelovej funkcii by sme dostali J = 0.

A nakoniec sa pozrime na posledni ¢ast vety, ktora hovori, Ze sticastnd hodnota
Hamiltonovej funkcie pre optimélne riadenie a jeho odozvu sa mé rovnat funkcii q(#),
kde

0y [ et
q(t) = —m’r e ( 5 + 24 5 )ds. (3.2.25)
t

Z toho dostavame, ze
e ""H(Z, 4, m®,m) = = / e " (0 — &)3ds. (3.2.26)
t

Dosadenim riadenia (3.2.19) a jeho odozvy (3.2.18) do Hamiltonovej

funkcie dostaneme na lavej strane rovnice (3.2.26) vyraz
1
e "t —5[(14(7“ —1)e" V4 (g — A)et)? — (Ae D 1 (29 — A)eh)?] |,
ktory mozeme upravit do tvaru

—A2(T_722)7“e<7"—2>t — Az — A)(r—2) (3.2.27)

Na pravej strane rovnice (3.2.26) mame

o0 o 2 2 o0
g/ e TS [Az(T _ 2)262(r—1)s]d8 _ 7‘(7’ 5 ) AQ/ e(r—2)sds
t t

a po vycisleni integralu dostaneme
-2
—%A%(T—?)t. (3.2.28)
Dosadme (3.2.27) a (3.2.28) do rovnice (3.2.26)

AZe(r=2)t (3.2.29)

A2 (r —22)7’e(r_2)t b Alwo — A)(r—2) = 7“(1“2— 2)

Vidime, Ze musi platif

A(l’o — A)(’I“ — 2) =0
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Kedze moznost r = 2 sme rozobrali vyssie, dostaneme tu dve moznosti, bud A = 0

alebo A = xy. Pre A =0 je

2(t) = zo€
u(t) = zge’
J=0 (3.2.30)
Pre A = 2o dostaneme
&(t) = woe" D1
a(t) = xo(r — 1)er— 1 (3.2.31)

Riesenie (3.2.31) vSak nie je optimélne.

> 1
J = ~3 / e "tk (r — 2)2e2r gy = 51'(2)(7“ —-2) <0,
0

pretoze ak A je lubovolné, tak musf byt » < 2 . Dostali sme .J < 0 a teda toto riesenie
nemozeme povazovat za optimalne, ked existuje iné riadenie u(t),pre ktoré J = 0.

Teda jedinym rieSenim tejto tlohy je riesenie (3.2.30).

3.3 Ekonomicka tloha

Ako sme uviedli, mnohé ekonomické tlohy sa daji naformulovat a nasledne riesit
ako ulohy optimélneho riadenia. Na nasledujicom priklade (ktory ako neriesend tloha
je uvedeny v [05]) si ukdzeme, ako ekonomicki tilohu mozno riesit pomocou tedrie

optimalneho riadenia.

Priklad 3. Nech P(x) je zisk, ktory moze firma dosiahnut pri hodnote kapitalu z. O
funkcii P(z) vieme, ze P'(0) > 0 a P” < 0. Kapitél je znehodnocovany mierou b > 0.
Nech C(u) je hodnota investi¢nych nékladov pre inesticie velkosti u. Predpokladéme,
ze C" >0,C" >0aC'(0)=0. Ulohou je maximalizovat si¢astnd hodnotu ¢istého
zisku, t.j. po odpoéitani investiénych nékladov. Uvazujme velmi dlhy ¢asovy horizont

a polozme T = oo.

m2

Ulohu budeme riesit pre P(z) = ax — 2~ a C(u) = cu?, kde konstanty a, ¢ st kladné.
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Taktiez predpokladame, ze u > 0.

Trto tlohu mozno sformulovat ako tlohu optimélneho riadenia

max/ooo e "[P(z) — C(u)] dt

u

pri podmienkach

T=u—bx
z(0) =29 >0
u>0

2

kde P(z) =az — %, C(u)=cu®, a>0, c¢>0.

(3.3.1)

(3.3.2)
(3.3.3)

(3.3.4)

Ide o tlohu (DN) a teda plati pre nu Veta 8. Adjungovand rovnica ma tvar

m = (r+bm+ml(z—a). (3.3.5)
Hamiltonova funkcia je
H(z,u,m°, m) =m®(ax — %2 — cu?) +m(u — bx) (3.3.6)
Podla podmienky (ii) Vety 8 chceme néjst
151§8<[—mocu2 + mu| (3.3.7)
Musime uvazovat dve moznosti pre mP.
(a) Ak m°® =0, tak pre m < 0 je jedinym rieSenim
u=0 (3.3.8)
a pre m > 0 (3.3.7) nem4 rieSenie. Pre @ = 0 dostaneme, ze & = —b# a z toho mame
Z(t) = woe ¥ (3.3.9)
Z adjungovanej rovnice (3.3.5) dostaneme, ze
m(t) = kpelm+0t, (3.3.10)
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kde k; je zdpornd konstanta ( aby platilo m < 0). Aby sme mohli o riaden{ % povedat,

zZe je pripustné, tak musi integral fooo e "az — % — ct] dt konvergovat. Po dosaden{
(3.3.8) a (3.3.9) do integralu dostaneme
awo/ e~ (g — ?0 / e~ (r+20)t gy (3.3.11)
0 0

a kedze r > 0 a b > 0, tak oba integraly v (3.3.11) konverguji. Podmienka (iii) Vety

8 hovori, ze mé4 platit nasledujica rovnost

e " m°(az — % —cti®) +m(a—bz)] = —rm° /too e " [ai(s) — JET(S) — cii®(s)| ds.
(3.3.12)

Po dosadeni a tprave dostaneme
—bklxo =0. (3313)

Ale kedze k1 < 0 a 2o > 0, tak rovnica (3.3.13) je splnend len pre b = 0. V takom

pripade dostaneme kandidata na optimalne rieSenie v tvare

(1) = xo. (3.3.14)

Z ekonomického hladiska to znamend, ze by sme ni¢ neinvestovali a kapitdl by bol

stale na konstantnej pociatocnej trovni xg. Celkovy zisk by potom bol
J=—"-20 (3.3.15)

Mobzeme teda povedat, ze pre m® = 1 sme nasli jediné riesnie tejto tlohy dané vztahmi
(3.3.14) a (3.3.15), pricom konstanta b = 0. Pre b > 0 nem4d téato tloha rieSenie.
(b) Teraz rozoberme pripad m® = 1. Z (3.3.7) dostaneme —cu? +mu, ¢o je konkdvna

funkcia premennej u a teda 4 je rieSenim podmienky maxima vtedy a len vtedy, ked
m(t) = 2cu(t). (3.3.16)
Adjungovand rovnica ma tvar

m=(r+bm+z—a. (3.3.17)
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Ked dosadime (3.3.16) do (3.3.2), dostaneme spolu s rovnicou (3.3.17) nehomogénny

sytém diferencidlnych rovnic
\ (b & & 0
()= ) () + (5 (33.18)
Vseobecné riesenie tohto sytému rozpisané po zlozkach je

2(t) = Ae't + Be™?! 4 gz, (3.3.19)

m(t) = De*'" + Ee™?" + mj (3.3.20)

pricom w; a we su korene charakteristickej rovnice pre systém (3.3.18)

1
w2—rw—b(r+b)—%:0 (3.3.21)
z ktorej dostaneme
w —I—l—\/ﬁ—f—b(r—l—b)—i—i (3.3.22)
170 4 2¢ o
=1 \/r2+b( +b) 4 o (3.3.23)
’LU2—2 4 T 26 0.

Ts a Mg sU stacionarne rieSenia systému, ktoré dostaneme polozenim £ =0 a 1 =0

v systéme (3.3.18)

a

Ty = H‘T(T‘i‘b) (3.3.24)
T 221;;[()76« ) (3.3.25)
Z rovnice (3.3.16) urcime riadenie
at) = ";S) = Ke™' 4 Le™" +y (3.3.26)
kde sme si oznagcili K = 2%, L= % ay = 52 = bxs. Aby sme mohli povazovat riadenie

u(t) a jeho odozvu Z(t) za pripustné, musia okrem pociatoénej podmienky (3.3.3)

A A2 A . 7’ ~
~"laz — L — cu]dt konverguje. To znamend, Ze

spiﬁaf podmienku, Ze integral fooo e 5

A2 . 7 ~
~rtlad — L. — cti?]dt pre N idice do nekoneéna.

.. . e e N
musi existovat koneénd limita fo e 5

Pocitajme
2

N i
/ e "ai — — — ci?] dt =
0 2
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N
= / e A — %Azewlt — Az, — cK?e" — 2K yc]+
0

1
+e(ws — 7)t[aB — §BQew2t — Bz, — cL?e"?" — 2cLy|+

1
+e(w1+wz—T)t[_AB _ QKLC] + e Tt [CL%S — éxg — cyQ]dt (3327)

Pozrime sa teraz blizsie na konStanty w; a wo. Z nerovnosti g < \/ %2 +b(r+0) + %

vyplyva, ze w1 > 0 > wsy. A nésledne z toho plati aj

r r2 1
w1—r——§+\/z+b(r+b)+%>0
T r?2 1
wQ—T——E—\/Z+b(T+b)+2—C<O
wy +wy —r =0 (3.3.28)

Z toho vidime, ze pre konvergenciu (3.3.27) robi jediny problém vyraz
et g A — %cﬁewlt — Az, — cK?e"t — 2Ky, (3.3.29)
pretoze wy; — r > 0. Mdzme ho upravit na tvar
e A — Az, — 2K ey — 6(2“’1_’")’5[%142 + cK?. (3.3.30)
Aby sme dosiahli pripustnost riadenia (t) a jeho odozvy #(t), mus{ platif

aA—Azxs —2Kcy =0

1
§A2+CK2:0

¢o je mozné len pre K = A = 0. Ked dosadime ziskand informéciu do (3.3.26) a

(3.3.19), dostaneme

a(t) = Le"2! 4y (3.3.31)

#(t) = Be"™?' + x, (3.3.32)

Dosadenim pociato¢nej podmienky (3.3.3) do odozvy (3.3.32) dostaneme tvar
konstanty B
B =y — 5. (3.3.33)
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Z podmienky (3.3.2) a odozvy (3.3.32) urc¢ime konstantu L.

i =u—bx = Le"?" +y — bBe"?" — bx, = e“?![L — bB] (3.3.34)

pretoze y = bxs. Z (3.3.32) dostaneme

i = wy Be™?? (3.3.35)
Spojenim (3.3.33),(3.3.34) a (3.3.35) méme, ze

L = (xg — zs)(ws +b). (3.3.36)
7 toho vyplyva
a(t) = (zo — z5)(wa + b)e™?" + b,
(3.3.37)

Ii’(t) = (IL’O — l’5>€w2t + x4

kde z je dané vztahom (3.3.24) a wy < 0 je dané vztahom (3.3.23). A teraz sa

pozrieme na posledni podmienku Vety 8, ktora hovori , ze
—rt N 0 0 > —TrSs[, 4 @2(3) ~2
e ""H(z, a4, m”,m) =rm e "Plaz(s) — — —cl (s)]ds (3.3.38)
t

Na lavej strane po dosadeni riadenia #(t) , odozvy Z(t) a adjungovanej premennej

m(t) z (3.3.6) do Hamiltonovej funkcie (3.3.5) dostaneme

eW2""aB — 2, B + 2cyB(wy + b) — 2bBey — 2¢B(wy + b)y]+

1 1
+e(2w2—T)t[_§B2 + cL? — 2bBe(b + ws)] + e_”[—gaf + ar, — cy?] (3.3.39)

Na pravej strane rovnice (3.3.38) po integrovani bude

r 1
(Qwz—r)t ——32 o L2
r—2w26 [ 2 LI+
Lo 9
cy®]l.  (3.3.40)

—l—Le(wZ_r)t[aB — 4B — 2cyB(wa + b)] + e "ax, — —a2
T — Wo 2
Kedze rovnice (3.3.39) a (3.3.40) sa maji rovnat, tak vidime, ze cleny v zéitvorke za

e~ " ndm vypadni. Jednoduchou tipravou dostaneme

W27t By [wy (4 — a) + 2cyws(r + b))+
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1
C

Vyraz v prvej hranatej zatvorke je rovny nule a taktiez vyraz v druhej hranatej
zatvorke je rovny nule. Tym sme ukézali, Ze pripustné riadenie 4(t) a jeho odozva
2 (t) dané vztahmi (3.3.37) splnaji Vetu 8, t.j. spliiaji nutné podmienky optimality.

Dosadme ziskané optimélne hodnoty riadenia a odozvy do Géelovej funkeie a pocitajme
A 1 o0
J = [aajs — ixi — cb%i] / e "tdt +
0

+ [(a — x5 — 2bcxs(we + b)) (20 — )] / et 4
0

+ [—%(:}co —14)% — c(zg — x4) (wo + b)z] / ewz=mtgy.
0

(3.3.42)
Po vy¢isleni integralov dostaneme konec¢ni hodnotu ¢istétho zisu v tvare
. axs — %xi — cb?z?
J =
r
a— s — 2bcrg(ws +0))(xg — 28
L (w2 + b)) o — ) |
T — W2
1 2 2 2
—z(xg — x5)° —c(xg — x5)* (w3 + b
r — 2wWs

Napriek tomu, ze nam chybala podmienka transverzality, dospeli sme pouzitim Vety
8 pre m® = 1 k jednozna¢énému rieseniu. Chybajticu podmienku nahradil predpoklad,
7e ticelova funkcia musi v optimélnom bode konvergovat. RieSenie tejto tilohy je dané

vztahmi (3.3.37) a hodnotu ticelovej funkcie ddva vztah (3.3.43).

KedZze mame ohranicenie na riadenie, dostali sme rieSenim tohto prikladu dve

riesenia. Pre pripad m® = 0, ktory sme rozobrali v ¢asti a tohto prikladu, je riesenim

u(t) =0
Z(t) = xo
2
J= a—fo . % (3.3.44)
Pre m® = 1, ¢o sme analyzovali v ¢asti b tohto prikladu, je riesenim
W(t) = (zo — x4)(wo + b)e™2" + b,
2(t) = (2o — w5)e™2" + x,. (3.3.45)
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Hodnota tcelovej funkcie je dand vtahom (3.3.43). Staciondrny bod z, je dany

vztahom
a

T = T Se(r 1)

V pripade, ze m® = 1, mozeme ziskané riadenie povazovat za pripustné len pre jednu
konkrétnu hodnotu konstanty b, a to pre b = 0. Pozrime sa, ako sa bude spravat
riesenie (3.3.45) pre hodnotu b = 0. Stacionarny bod x, bude rovny konstante a.

Riadenie a odozva budu v tvare

a(t) = (zo — a)we™?"

2(t) = (2 — a)e™?’ +a.

Hodnota tcelovej funkcie bude

I a_2 N (z0 — a)?(—5 — cw3) _ a?(r — 2wy) + 2r(zo — a)?(3 — cw%)' (3.3.46)
2r r— 2w —2 2r(r — 2wy)

Porovnajme hodnoty téelovych funkeif J a J. Pocitajme

a?(r — 2ws) + 2r(zo — a)?(5 — cw3)  2axo — 3

ST = 2r(r — 2wy) 2r

(3.3.47)

Po dprave dostaneme, ze

—2wso(zg — a)?(1 + crws)
2r(r — 2ws)

A

J—J=

Vieme, ze r > 0, r — 2wy > 0, z ¢oho vyplyva, ze menovatel je kladny. Ak by platila
rovnost xg = a, hodnoty tc¢elovych funkcii by sa rovnali a obe riegenia by boli rovnaké.
Pre xg # a je citatel kladny, pretoze wo < 0 a (1 4+ crw) > 0. Takze sme z (3.3.47)
dostali, ze pre b = 0 plati

J>J
a teda riadenie @ = 0 nemoze byt optimalne, lebo existuje iné, ktoré d4 vicsiu hodnotu
ucelovej funkcie.

Tym sme ukéazali, ze Veta 8 ndm dala jediného kandid4ta na optimélne rieSenie a tym

je (3.3.45).
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Poznamka.
Pozrime sa na podmienku transverzality. Ako sme ukazali v kapitole 2.2, tato pod-

mienka nemusi vzdy platit. V tomto priklade m4 adjungovana premennd v (t) tvar
V() = e "tm(t) = 2c(zo — z5) (wy + b)eW2 T 4 e T b,
Vieme, ze r > 0 a wy — r < 0. Z toho vyplyva, ze
tli>n(;lo W(t) = 2¢(xg — x5)(wa + b) tlirglo e(W2="t 4 9bex, tlirgo e " =0.

A teda vidime, ze podmienka transverzality tu plati.

V literatire sa ¢asto uvadza, ze optimalna odozva Z(t) a adjungovand premennd
¥ (t) konverguju pre t idice do nekoneéna k staciondrnemu riesniu. Tato podmienka
velakrat nahrddza chybajicu podmienku trasverzality. V nasom priklade obe pre-

menné konvergujui odozvy k staciondrnemu rieseniu, teda plati

tlim z(t) =0
Jim () =0,

Prvii rovnost mozeme odévodnit tym, ze platf we < 0 a po dosadeni vztahu (3.3.45)

dostaneme pre odozvu

lim z(t) = 1tlim (mg — x5)wae™?" = 0.

t—o0

Podobne je to aj s adjungovanou premennou 1. Plati

lim ¢(t) = 1tlim [2¢(zg — zs) (w2 + b) (we — r)e(wr’")t — 2bcms7°e_”] =0,

t—o0

kedze wy —r < 0 a r > 0. Ukéazali sme si, ze v §pecidlnych pripadoch moéze platit
aj podmienka transverzality a aj konvergencia odozvy a adjungovanej premennej k

stacionarnemu rieSeniu.
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