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Kapitola 1
Uvod

V osemdesiatych a devitdesiatych rokoch sa mnoZstvo a objem obchodo-
vanych derivatov urokovej miery prudko zvysil. Bolo vyvinutych mnozstvo
produktov, aby splitali potreby koncovych uzivatelov. Veobecnou pric¢inou
vzniku novych derivatov sa stala potreba hedgovania trokovych rizik investo-
rov. Tito sa potrebovali zaistit proti priliSnému poklesu, alebo narastu tychto
mier, resp. otoCenia vynosovej krivky. Hlavnou tilohou pri modelovani tiroko-
vej miery je najst solidny, robustny model na ocenovanie a hedgovanie tychto
produktov.

Derivaty tirokovej miery st omnoho taz§ie ocenitelné ako derivaty akcii.
Je to tak z mnohych pricin:

e Spravanie urokovych mier je omnoho zlozitejsie ako spravanie cien akcii

e Pre ocenovanie mnohych produktov je treba vyviniat modely opisujice
vyvoj celej vynosovej krivky, na rozdiel od akcii, kde staci popisat vyvoj
len jedného procesu

e Volatility réznych bodov vynosovej krivky s rézne

Ako sme uz spomenuli, zacalo sa vyvijat mnozZstvo exotickych produktov,
ktorych hodnota zavisi predovSetkym na nedokonalej korelacii medzi r6z-
nymi mierami. Ked sa uvedie na trh novéa trieda derivatov, neexistuje Ziadna
smerodajna cena. Prvou ulohou obchodnika, alebo analytika je preto poro-
zumiet, ktoré rysy dynamiky trokovych mier st druhoradé, ktoré dolezité a
ktoré absolitne zdkladné v urcovani ceny nového cenného papiera.

Na ocefiovanie najjednoduchsich (najstarsich) derivatov ako capov, flo-
orov alebo eurépskych swaptions sa pouzival pristup analogicky pévodnému
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Black-Scholesovmu modelu, ked sa odvodi na zdklade predpokladov o log-
normalnom rozdeleni forwardovych trokovych mier cena eurépskej opcie na
zero coupon bondy.

Tieto modely vSak maju svoje limity. Nerobia popis stochastického spra-
vania urokovych mier a cien bondov. V ekonomike neexistuje jednoducha,
rovnaka urokova miera a okrem toho, Struktira trokovych mier je navzajom
zévisla. Urokova miera je vo vieobecnosti ovplyviiovana mnozstvom faktorov
a jeden z nich, ktory je fundamentalny, je maturita. Vztah medzi vynosom
bondov s nulovym kupénom a maturitou budeme nazyvat ako ¢asova Struk-
tara trokovych mier. Jej preskiimanie v analyze od trokovych mier zavislych
derivatov je nevyhnutné a medzi jej pouzitia patri:

e Analyza kontraktov s fixnym vynosom s rozliénou maturitou - mé naj-

.....

s volatilnou tirokovou mierou
e Predpovedanie buducich trokovych mier

e Ocenovanie dlhopisov a dal$ich kontraktov s fixnymi platbami - pri
ocenovani finanénych obligacii je rozhodujtce, Ze sa berie ohlad na vy-
nosy dostupné na alternativnych investi¢nych moznostiach s podobnou
dlzkou zévizku a vynosova krivka déva informéciu o tom, aké st tieto
alternativne vynosy

e Existuje velky trh v ocenovani opcii na cenné papiere s fixnym vynosom.
Ocenovanie takychto pripadnych prav vyzaduje modelovanie vyvoja
casovej Struktury trokovych mier

e Moznosti arbitraze medzi dlhopismi ré6znych maturit - analyza casovej
Struktiry moze byt uzitoéna pri porovnavani vynosov tychto dlhopisov

e Formovanie ocakavani o ekonomike - zda sa, ze tvar vynosovej krivky
ma vplyv na budicu eknomickiu aktivitu, zahrhujic investicie a spot-
rebu a moze tiez zahfnat uzito¢né predpovede o budtcej inflacii

Existuje niekolko tedrii vysvetlujicich dynamiku ¢asovej Struktary troko-
vych mier, ako napriklad hypotéza oddelenych trhov (market segmentation),
hypotéza prémie za likviditu atd. V poslednych rokoch sa vyvija novy sposob
jej modelovania a nazyva sa modelovanie ¢asovej struktiry pomocou stochas-
tickych procesov. Tento pristup vyZaduje niekolko predpokladov: vynosova
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krivka a ceny bondov s spojené s urcitymi stochastickymi faktormi, pred-
poklada sa, ze tieto zakladné faktory sa vyvijaji pocas ¢asu podla osobitnych
hypotetickych stochastickych procesov a trokové miery a ceny bondov, ktoré
st vysledkom, musia spliiat nearbitrazne podmienky.

V naSej praci sa budeme venovat tomuto pristupu. Jej cielom je poskyt-
nut uceleny obraz o modernych postupoch modelovania trokovych mier a
ocenovania ich derivatov. Okrem popisania sicasnych modelov a odvodenia
vztahov pre rozne derivaty v nej popiSeme aj metddu vhodni na ocenovanie
derivatov, ktoré vo vSeobecnosti nemaji explicitni formulu na ich ocenenie.
Tieto derivaty treba ocenit roznymi numerickymi metédami a v druhej casti
nasej prace sa pokusime uviest metédu Monte-Carlo vhodni na tento ciel
spolu s niekolkymi numerickymi vysledkami.

Pouzitd terminolégia vychiddza z anglického nazvoslovia pre tato oblast,
pretoze slovenské bud neexistuje, alebo je mélo pouzivané. Preto sa v praci
vyskytuji pojmy ako numeraire alebo claim, pre ktoré bohuzial neexistuju
slovenské ekvivalenty.

Pre uplné pochopenie prace je ddlezité poznat stochasticky kalkulus, ako
napriklad Itév integral a Itovu lemu, Girsanovovu vetu, vetu o reprezentacii
martingdlov a pod. Pre Citatela, ktory nie je obozndmeny s touto ¢astou
matematiky, odporic¢ame ako vynikajici uvod do tejto problematiky knihu
od Baxtera a Rennieho s ndzvom Financial Calculus, alebo ktortkolvek z
knih uvedenych v zozname pouzitej a odporucanej literatury.

Samotna praca bude ¢lenena nasledovne: V druhej kapitole uvedieme de-
finicie zakladnych pojmov a niektoré zakladné vztahy. V tretej kapitole sa
budeme venovat dvom modelom trokovej miery, a to konkrétne modelom
Heath, Jarrow, Morton (HJM) a Brace, Gatarek, Musiela (BGM) a odvo-
dime dynamiku tirokovych mier pod tymito modelmi. Stvrt4 kapitola je ve-
novand derivatom trokovych mier, konkrétne oceneniu a odvodeniu explicit-
nych vzorcov pre ceny niektorych derivatov, ako opcie a capy. Piata a Siesta
kapitola st venované samotnej implementacii BGM modelu, Specidlne kalib-
racii na trhové data a Monte-Carlo simuldciam na ocenenie derivatov, pre
ktoré neexistuju explicitné vztahy. Konecne v siedmej kapitole uvedieme nie-
kolko numerickych vysledkov ako ukazku aplikacie tedrie uvedenej vysSie na
vyvodenie cien derivatov z idajov dostupnych na trhu.



Kapitola 2

Zakladné definicie a vztahy

Najzakladnejsi kontrakt zalozeny na trokovej miere je dohoda o zaplateni
uréitej sumy teraz za vymenu o slub o prijati vi¢Sej sumy neskor. Vo v8eobec-
nosti, hodnota takejto dohody zavisi od kredibility dlZznika a inych faktorov
roznych od casovej hodnoty penazi. V tejto praci vSak nie je naSim zauj-
mom venovat sa tymto otazkam, naopak, budeme predpokladat, Zze moznost
nesplatenia zaviazku dlznikom je vylic¢ena a budeme sa koncentrovat len na
bezrizikové pozic¢iavanie. Pristipme teraz k definicii zakladnych pojmov.

Nech T* > 0 je fixny Casovy horizont v budiicnosti pre vSetky aktivity
na trhu. Pod diskontnym (bezkuponovym) dlhopisom s maturitou TV < T*
budeme rozumiet kontrakt, ktory plati svojmu majitelovi jednotku hotovosti
v pevne stanovenom datume 7' v budicnosti. Nomindinou hodnotou tohto
dlhopisu teda bude jedna koruna. Cenu diskontného dlhopisu v c¢ase ¢t <
T budeme oznacovat ako P(t,T). Zrejme P(T,T) = 1. Cena diskontného
dlhopisu je obycajne nizsia ako je jeho nominalna hodnota. Je to tak z dévodu
toho, Ze hotovost majitelovi nenesie ziadne ndklady a tak nemé ziadny dovod
investovat do diskontného dlhopisu viac ako je jeho nominalna hodnota.

Pre kazdi maturitu 7" budeme predpokladat, ze cena dlhopisu P(.,T)
bude sledovat stochasticky, striktne pozitivny proces.

Cenny papier, ktory zabezpedi svojmu majitelovi dopredu dany cash flow,
ak nastane urcity, presne Specifikovany, stav sveta v budicnosti, nazveme
claim.

Krivka P(t,.) hovori o cene celého spektra dlhopisov s roznymi matu-
ritami. Nehovori vSak ni¢ o tom, ¢o sa na trhu deje. Viac informativnou
mierou trhu je implikovana priemerna urokova miera ponikana dlhopisom.
Ak by urokové miery boli konstantné na Grovni r, cena 71" dlhopisu v case ¢
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by bola e~ ak predpokladdme spojité tiro¢enie. Miera vynosu (arokova
miera) r moze byt z tohto vyratand ako
In P(t,T)
T—t

Moé7me teda definovat proces R(t,T), ktory nazveme wvgnos do splatnosti
dlhopisu. Formalne

InP(t,T) Vte(0,T).

1
R(t,T) =

Pod term structure alebo casovou struktiurou drokovych mier rozumieme
funkciu, ktord spaja vynos R(t,T) s maturitou 7. Rozdielnosti vo vynosoch
do roznych maturit odrdzaju nazory trhu o buducich trokovych vynosoch.
Oby¢ajne je vynosova krivka rastica (z dovodu vysSej neistoty trhu pri vzdia-
lenejsich trokovych mierach), av8ak ak sti¢asné irokové miery su prili§ vysoké
a trh oc¢akava ich pokles, tak vynosova krivka je invertovana a vynosy dlhsich
dlhopisov budu nizsie ako kratSich.

Predpokladajme forwardovy kontrakt, t.j. dohodu uzatvorentu v Case t o
zaplateni platby v neskorSom case T} a prijati platby naspit v eSte neskorsom
case T,. Akl cenu mame za tento kontrakt zaplatit? Tento claim moézme
replikovat v case t kuipenim 75 dlhopisu a predanim k& 7 dlhopisov. NasSe
podiato¢né naklady su P(t,Ty) — kP(t,T1) v ¢ase t, musime zaplatit sumu &
v Case T} a prijmeme platbu v hodnote jedna koruna v ¢ase T,. Aby sme dali
tomuto kontraktu nulovii zac¢iato¢nii hodnotu, musime k postavit ako

P(ta T2)

k= Pt,T)

Tato hodnota k je forwardova cena nakupu 75 dlhopisu v ¢ase T7. Zodpove-
dajuci vynos nazveme forwardovou mierou pokryjvajicou periddu (Ti,Tz) a
oznafime ako f(t,T1,Ts). Plati teda

P(t,T3) — ¢ TOTLTR)(T2-T1) < T, < T,

P(t,Ty)
alebo ekvivalentne
In P(t, TQ) —1In P(t, Tl)

t,11,1) = .
f(7 1, 2) TZ_Tl
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Ak teraz zvolime T3 a T, blizko pri sebe, napriklad 77 =T aTo =T + At a
nechame At — 0, tak dostavame okamZziti forwardovi mieru

f(,7) = =W P(,T),

alebo ekvivalentne

P(t,T) = exp <— /tTf(t, u)du) Vt € (0, 7). (2.1)

Na rozdiel od cien dlhopisov, je okamzita forwardovd miera skor len mate-
matickou idealizaciou, ako naozaj pozorovanou veli¢inou na trhu. Stale vsak
existuje Siroko akceptovany pristup (Heath, Jarrow, Morton) k modelovaniu
cien dlhopisov pomocou exogénnej Specifikicie mier f(¢,7),t <T < T*.

Niektoré stochastické modely trokovej miery st zalozené na exogénnej
Specifikacii kratkodobej trokovej miery. Budeme pouzivat oznacenie r; pre
okamziti drokovi mieru pre bezrizikové poZi¢iavanie v Case t na infinitezi-
malny ¢asovy interval (t,t+dt). V pripade stochastického modelu, sa kréatko-
dobéa trokova miera modeluje ako stochasticky proces a ak predpokladame,
7e takmer vSetky vyberové cesty tohto procesu st integrovatené v Lebesgu-
ovom zmysle, mdzme definovat spojity stochasticky proces B:

t
B, =exp (/ rudu) Vt € (0, 7).
0

Ekvivalentne, funkcia B; riesi diferencidlnu rovnicu dB; = r;B;dt, so za-
¢iato¢nou podmienkou By = 1. Vo finan¢nej interpretacii, B, reprezentuje
hodnotu jednej koruny v Case t, spojite reinvestovanej pri trokovej miere r;.
V dalSom texte budeme funkciu B; oznacovat ako savings account.

V pripade, Ze uvazujeme skér jednoduché urocenie, ako spojité, mézme
analogicky definovat diskrétnu forwardovi mieru nad intervalom (T3, Ts),
F(t,T1,T,) ako

P(t,T1)/P(t,Ty) — 1

F(t:TlaTQ) - T T
2 41




Kapitola 3

Modely arokovej miery

3.1 Model Heath, Jarrow, Morton

Skorsie modely term structure boli zaloZzené na explicitnom modelovani vy-
voja okamzitej urokovej miery. Tento pristup vznikol z potreby ocenit jedno-
duché derivaty term structure, ako napriklad opcie alebo swapy, ktoré zaviseli
na jednom "underlying” dlhopise. Pristup Heatha, Jarrowa a Mortona k mo-
delovaniu term structure, uverejneny v roku 1992 v ¢lanku [2], je naopak
zaloZzeny na explicitnom Specifikovani dynamiky okamzitych forwardovych
mier f(¢,7T). Tento postup je zovSeobecnenim tychto jednoduchych modelov,
ako je ukdzané v [6].

Nech W je d-rozmerny Brownov pohyb dany na filtrovanom pravdepo-
dobnostnom priestore (2, F,P). Symbolom - budeme oznacovat Standartny
vektorovy suc¢in. HIM model je potom zaloZeny na nasledujtcich predpokla-
doch.

(HJM.1) Pre lubovolnt fixni maturitu 7 < T*, sa forwardovd miera
f(t,T) vyvija nasledovne:

f(t,T)=/ta(s,T)ds+/to(s,T)-dW5 0<t<T  (3.1)
0 0

alebo v diferencidlnom tvare
kde drift « a volatilita o st stochastické procesy s hodnotami v R, resp. R?,

formdlnea: CxQ =R, 0:CxQ — R¢ kde C = {(u,t);0 <u <t < T},

8
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(HIJM.2) Pre Iubovolnt maturitu 7', procesy «(.,T) a o(.,T) st procesy
také, ze

T T
/ la(u, T)|du +/ lo(u, T)|?du < oo P-skoro viade
0 0

Nasa definicia forwardovych mier f(¢,7) nadm dovoluje napisat rovnicu
pre okamZitil tirokovii mieru 7, = f(¢,t). Potom, savings account spliia rov-
nicu

B, = exp (/Ot f(u, u)du) vt € (0, T™). (3.3)

Nasledujica lema ndm hovori o tom, akd je dynamika cien dlhopisov
P(t,T) pod aktualnou (redlnou) pravdepodobnostou P.

Lema 1 Ceny dlhopisov P(t,T) spliiaji vztah
dP(t,T) = P(t,T) (a(t,T)dt + b(t, T) - dW,), (3.4)
kde a a b su definované ako

a(t,T) = f(t,t) — a*(t,T) + %|a*(t, T2, bt T)=—0c*tT),

a pre lubovolné t € (0,T) je

o (t,T) = /t a(t,u)du, o*(tT) = /t o (t, w)du. (3.5)

Dokaz: Ozna¢me ako I; = In P(¢,T). Z (2.1) a (3.1) dostavame

/fOudu—// vudvdu—// o(v,u) - dW,du.

7 Fubiniho vety a technickych podmienok HJM modelu vyplyva:

_/tTf((),u)du—/Ot/tToz(v,u)dvdu—/Ot/tTo(v,u)-dedu,
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alebo ekvivalentne

I, = —/OTf(O,u)du - /Ot /vTa(v,u)dvdu— /Ot /vTo(v,u) - dW, du+
+/0tf(0,u)du+ /Ot /vtoz(v,u)dvdu—i- /Ot /vta(v,u) - dW,du.

Okamzita urokova miera sa da napisat ako

ry = f(u,u) = f(0,u) + /Ou a(v,u)dv + /Ou o(v,u) - dW, (3.6)

a s pomocou tohto vztahu dostavame

t t T t pT
I =1, + / rydu — / / a(u, v)dvdu — / / o(u,v)dv - dW,.
0 0 Ju 0 Ju

Bertic do ivahy (3.5) mame:

t t t
I =1+ / rydu — / o (u, T)du — / o (u,T) - dW,.
0 0 0

Na overenie dokazovaného tvrdenia nidm uz len sta¢i pouzit na tento vztah
Itovu vetu. U

Fixujme teraz jednu konkrénu maturitu 7'. Diskontovany proces Z(t,T) =
B, 'P(t,T) potom zrejme splia stochastickt diferencialnu rovnicu

dZ(t,T) = Z(t,T) (b(t, T) - dW, + (a(t, T) — 1) dt),

resp.

dZ(t,T) = Z(t,T) (b(t, T - dW, + (%bQ(t, T) — o' (t, T)) dt) (3.7)

Definujeme proces 7; ako taki zmenu driftu procesu Z(t,T), aby sa stal
martingal. Presnejsie

1
SH(ET) -

Ve = b T) a*(t,T). (3.8)
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Ak tento proces spliia technicki podmienku, Ze Ep[exp % fOT y2dt] je konecna,
tak podla Girsanovovej vety existuje miera P*, ekvivalentna s redlnou mierou
P, taka, ze W) = W, + fot vsds je P*-Brownov pohyb. Tato mieru nazveme
rizikovo-neutrdlna. Potom proces pre diskontovany dlhopis je

dZ(t,T) = Z(t, T)b(t, T)dW;.

Aby bol tento proces P*-martingal staci, aby bola splnend exponencidlna
martingalovd podmienka Ep[exp 5 fOT b2dt] < oo. ([6])
Pod touto rizikovo-neutralnou mierou je dynamika cien dlhopisov

dP(t,T) = P(t,T) (b(t, T)dW; + rdt) . (3.9)

Predpokladajme teraz, ze mame claim X, ktory vyplaca v case S < T.
Definujme proces E; ako P* martingal:

Et == ]E]p* (BS_1X|.,Ft) .

Potom mozeme pouzit vetu o reprezentacii martingalov, ktora hovori, ze
existuje F-predvitatelny proces ¢ tak, Ze plati

t
E, = Ey+ / 6,dZ (s, T).
0

Zadefinujeme replika¢né portfélium tvorené T-dlhopisom a saving accountom
B, tak, aby v ¢ase S presne replikovalo claim X. Konkrétne, v case ¢

e drzime ¢, jednotiek T-dlhopisu
e drzime ¢, = E; — ¢;Z(t,T) jednotiek saving accountu

Toto portfélium mé v ¢ase t hodnotu

Vi = &P, T)+ By = ¢ P(t,T) + (Ey — ¢:Z(t,T)) By = B,E;
V, = B (Bs'X|F). (3.10)

Teda, ak X je vyplata derivatu maturujiceho v ¢ase S, tak jeho hodnota

v Case t je
T
Vi = Ep- (ea:p (—/ 7"st> X|.7:t) . (3.11)
t
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Avsak aj dlhopis maturujici v ¢ase S je jednoducho claim X = 1. Teda, ak sa
chceme vyhnat arbitrézi, jeho hodnota musi byt podla (3.11) BEp~ (Bg'|F:),
resp.

S
P(t,S) = Ep- (e:r;p (—/ rsds) |.7-"t) t<S<T. (3.12)
t
Diskontovany S-dlhopis potom mézme napisat ako
Z(t,S) = B, 'P(t,S) = Ep- (B§1|.7-'t) ,

teda aj proces Z(t,S) je v miere P* martingal. Z toho vyplyva, Ze proces

musi rovnaky pre vSetky maturity a teda je rovnako ako miera P* nezavisly

od 7', inak bude na trhu moznost arbitraze. Ak si prepiSeme definiciu procesu
ot

V¢ a vyuzijeme, ze gt = 0, dostavame:

T
1
/ oft,u)du = SB(T) = b6, T)
¢
at, T) = ot,T)(y—0b(tT)).
Tymto sme dokéazali nasledujiicu vetu:

Veta 1 Pre lubovolni maturitu T < T*, za predpokladu neexistencie arbit-
rize, dynamika ceny dlhopisu B(t,T) pod rizikovo-neutrdlnou mierou P* je

dB(t,T) = B(t,T) (rydt — b(t,T)) - dW (3.13)
a forwardovd miera f(t,T) spliia

df (t,T) = o(t, T)b(t, T)dt + o(t, T) - AW} (3.14)

3.2 Model Brace, Gatarek, Musiela

Spolo¢nou ¢értou skor§ich modelov vyvoja trokovych mier az po model HJM
je fakt, ze (explicitne alebo implicitne) v sebe obsahuji $pecifikdciu stochas-
tického spravania nepozorovatelnych finan¢énych kvantit, ako napriklad okam-
zité forwardové miery. Kalibracia tychto modelov na stibor trhovych dat preto
sama osebe vyzadovala transformaciu, cez ”¢iernu skrinku” poskytnuti sa-
motnym modelom, tychto dat, resp. dynamiky pozorovatelnych veli¢in na
dynamiku nepozorovatelnych (popisovanych) veli¢in.
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Tento obraz sa radikalne zmenil uvedenim modelu BGM (Brace, Gatarek,
Musiela) (vid [3]), ktory popisuje priamo pozorovatelné trhové kvantity, ako
diskrétne LIBOR forwardové miery.

Majme dané fixné kladné reélne ¢islo §. Podla definicie, forwardova d-
LIBOR miera L(t,T) je diskrétna forwardova miera nad intervalom (T, T'+0)
a je dana vztahom

P(t,T)

Vt € (0,T). (3.15)

Teraz odvodime dynamiku veli¢in L(¢,T) pod rizikovo-neutrdlnou mie-
rou. Vyhodou modelu BGM je to, Ze miery L(t,7) mozme modelovat ako
lognormaélne, na rozdiel od HJIM modelu, kde miery f(¢,7") nemoZno vo vse-
obecnosti takto modelovat, ako je ukdzané napriklad v [10].

Z (3.15) a (2.1) dostéavame:

exp (ffwf(t, u)du) —1
5 :

L(t,T) = (3.16)

V (3.14) chceme zvolit volatilitu o(¢,7) tak, aby sme dostali rovnicu pre
L(t,T) v nasledujucom tvare:

dL(t,T) = (---)dt + L(t, T)y(¢t,T) - dW}

pre nejaké v(t,T). Z (3.14) postupne dostdvame:

[ )
d/T+ flt,u)du = /T+ df (t,u)du = (3.17)
g TT+(5 T+6
- / o (t, w)b(t, u)du + / ot W) AW =
T T

T+6 2
/ LOV () 4 (b4, T) — b(t, T + 6)] AW =
r 2 Ou

% [82(t,T) — (¢, T + 6)] dt + [b(t, T + 8) — b(z, T)] AW}
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Potom

exp (fg” f(t, u)du) —1
0

[ [
_ %exp (/T+ f(t,u)du)d/T+ F(t u)du +

T T

T+0 T+6 2
+2i5exp (/T ft, u)du) (d/T f(t, u)du) =
(3.17) 1

S[1+0L(,7) B [2(t,T + 6) — 02(1, T)] di-+

dL(t,T) = d (3.18)

+ [t T) = b(t, T + 5)] AW + % b(t, T) — b(t, T + 6)]? dt}

_ % L+ SL(t, T)] [b(t, T) — b(t, T + 8)] [=b(t, T + 8)dt + dW?].

Ak teraz definujeme proces A(¢,T') nasledovne:
A(t,T)L(t,T) = % [1+0L(t,T)][b(t, T) — b(t, T +9)], (3.19)
tak dostavame
dL(t,T) = —=A(t, T)L(t, T)b(t, T + §)dt + (¢, T)L(t, T)dWy, (3.20)
resp.
dL(t,T) = \(t, T)L(t,T) [-b(t, T + 6)dt + dW}]. (3.21)

Ak teraz skombinujeme predchadzajici vztah s Girsanovovou vetou, tak do-
stavame

dL(t,T) = \(t, T)L(t, T)dWI*°, (3.22)
kde pre kazdé ¢t € (0,7 + §)

T+4
W+ — W — /0 b(u, T + 6)du. (3.23)

Proces W/ *+9 je Brownov pohyb pod mierou Pz, s ~ P*, definovanou pomo-
cou Radon-Nikodymovho derivatu

dPrys

T+4 1 T+6
~ exp / b, T+ 5) - dW? — = / b(u, T+ 6)2du ) . (3.24)
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Aby sme dostali viac informécii o miere Py 5, upravime predchadzajici vztah
do nasledujicej podoby:

0 2J0

dIP* exp < f0T+¢5 r du)
P(T +46,T +9)
By sP(0,T +46)
1

— 3.25
BrsP(0,T +0)’ (3:25)

5 5 . 5
dPr.ys _ €xp (IOT+ rydu + fT+ b(u, T + 5)qu —L b(u, T + 5)‘2du)

pricom sme vyuzili fakt, Ze ¢itatel zlomku v prvej rovnosti je rieSenim sto-
chastickej diferencialnej rovnice 3.9, ak v nej nahradime 7" vyrazom 7T + 4.
Mieru Prs nazveme ako forwardovd miera spojend s maturitou T + 6. V
knihe [7] je ukdzané, Ze cena nejakého obchodovatelného assetu (ktory ne-
plati ziadne dividendy ani kupény), vyjadrend v jednotkach P(t,7T) je pod
mierou Py martingal, teda v tejto miere je ako numeraire brana cena dlhopisu
maturujiuceho v case 7.

V dal$ej ¢asti skonstruujeme model forwardovych LIBOR mier (najskor
pre pripad diskrétneho tenoru a potom pre pripad spojitého tenoru maturit)
zalozeny na nasledujiicich predpokladoch.

(LR.1) Pre lubovolnt maturitu 7 < 7% — § mame dant ohranic¢ent, deter-
ministickd funkciu (-, T') € R¢, ktor4 reprezentuje volatilitu procesu forwar-
dovej miery L(-,T).

(LR.2) Predpokladdme existenciu ostro klesajticej a kladnej zaciato¢nej term
structure P(0,7),T € (0,T*) a teda aj pociato¢nej krivky L(0,7T) forwardo-
vych mier

_ 1 POT) .
L(0,T) =6 ( ) 1) VT € (0,T* — 6).

P(0,T +6

3.2.1 Diskrétny tenor

Pre jednoduchost zapisu, predpokladajme, Ze ¢asovy horizont T™* je naso-
bok 8, povedzme T = M¢ pre nejaké prirodzené M. V tejto Casti sa bu-
deme koncentrovat na forwardové LIBOR miery so splatnostami v diskrét-
nom ¢asovom tenore {0, T(ar—1)5, T(ar—2)s, -+ » L5, T*}, kde Trn5 = T* —md pre
m=1,2,---, M — 1. Tento postup je zaloZeny na spitnej indukcii, ked za-
¢neme s definiciou forwardovej miery LIBOR s najdlhSou maturitou L(¢, Ty).
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Budeme predpokladat, Ze mame Specifikované lognorméalne volatility forwar-
dovych LIBOR mier A(t,Ty,s) pre m =1,2,--- M — 1.

Postulujme, 7ze miera L(t,75) je pod pravdepodobnostnou mierou Pr-
riadena nasledujicou stochastickou diferencidlnou rovnicou

_ T
s L) — ) ’ ; .
dL(t,Ty) = L(t, Ty)A(t, Ty) - AW, (3.26)

s pociato¢nou podmienkou

dL(0,T5) = 6" (% - 1) . (3.27)

PretoZze pociato¢na term structure je ostro klesajica, je zrejme L(t, Tj) kladné
a pre pevné t < T* — ¢ méa ndhodnd premennd L(t,T5) lognormélne rozde-
lenie pod Pp«. Tymto sme definovali dynamiku LIBOR miery s maturitou v
poslednom datume nasho tenoru.

V dalsom kroku definujeme forwardovii mieru LIBOR pre datum 735 po-
uzitim vztahu (3.19), kde T' = Ty, teda

¢, T) %“T? [b(t, T5) — b(t, T%)]
p(t, T5, T%) = 1_?_125(;—%)\(@%), (3.28)

kde sme ako u(t, T, T+0) oznadili b(t,T)—b(t, T +6). Zavedieme teraz proces
WtT ¢, ktory bude korespondovat s datumom T}

t
WtTls = WtT* _/ ,LL(U,, T5,T*)du Vi e <0’T6> (329)
0

Tento proces je spiity s dditumom T na zaklade rovnice(3.23), ktora hovori o
vztahu medzi Brownovymi pohybmi pod mierami Pz, s a P*. Dvojnisobnym
pouzitim tohto vztahu dostaneme horeuvedené tvrdenie.

Ked7ze u(t, Ty, T*) je ohraniceny, tak existencia tohoto procesu a k nemu
asociovanej pravdepodobnostnej miery Pr, ~ Pr+, pod ktorou je proces W,
Brownov pohyb a ktora je dand Radon-Nikodymovym derivatom

Ts . 1 Ts
= exp / w(u, T + 6) - dWT ——/ (u, T+ 6)[*du | ,
APy~ 0 2Jo
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je zrejmé z Girsanovovej vety. Z (3.24) vidime, Ze ide o forwardovvi mieru
spojent s maturitou T3. Teraz mozeme Specifikovat dynamiku LIBOR miery
pre maturitu 755 pod mierou Prs. Analogicky ako v (3.26) polozime

dL(t, Ths) = L(t, Tos) A(t, Tas) - AW/, (3.30)

s poc¢iato¢nou podmienkou

L(0,Tps) = 07" (1133((00’7,%5)) — 1) : (3.31)

Z (3.19) opit inverziou dostaneme hodnotu potrebnej zmeny Brownovho po-
hybu WtT  na to, aby sme sa dostali k hodnotadm spojenym s datumom 754

SL(t, Tys)

b1 ) = TS L T
u(t, Tos, Ts) 1+ §L(t, Tys)

At, Tod) = b(t, Tos) — b(t, Ty)

Ked mame definovany proces u(t, Tys, Ts), mdzme definovat par (W7 Pr,,)
zodpovedajici maturite 755 atd. Spétnou indukciou k prvému relevantnému
datumu Tias—1)5 skonstruujeme triedu forwardovych LIBOR mier L(t, Tys),
m=1,---, M — 1. Tymto postupom sme zabezpecili aj lognorméalne rozde-

lenie kazdého prcesu L(t,T,,s) pod zodpovedajicou forwardovou pravdepo-
dobnostnou mierou Pr,,_1ys- Skutocne, pre kazdé m =1,--- , M — 1 mame

AL(t, Trs) = L(t, Ty )M ¢, T ) - dW, 02, (3.32)

kde dI/VtT(m_l)‘S je Brownov pohyb pod Py, _, .

Tymto sme dokoncili odvodenie lognorméalneho modelu forwardovych LI-
BOR mier v rdmci diskrétneho tenoru. Na zaver eSte uvedieme explicitny
vztah medzi Brownovymi pohybmi spojenymi so susednymi maturitami, ktory
vychadza zo vztahu (3.29):

6L(u, Tm&)
14 5L(U, ng)

t
WtT(m71)6 _ WtTm6 +/ /\(U,, Tm&)du (333)
0

3.2.2 Spojity tenor

Model diskrétneho tenoru prezentovany v predchadzajicej ¢asti kompletne
Specifikuje dynamiku len pre LIBOR miery maturujice v datumoch v danom
tenore. V désledku toho, finanéné inStrumenty, ktorych platby sa uskutoc¢nuju
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v medzi datumami diskrétneho tenora nie je mozné pomocou tohto modelu
ocenit. Rozsirenie modelu do spojitého tenoru zaisti, Ze hodnota numeraire je
korektne definovand (alebo determinovand) v kazdom ¢asovom bode a urcuje
dynamiku mier pre vSetky maturity medzi datumami z tenora.

Pod modelom spojitého tenoru budeme rozumiet model, v ktorom st $pe-
cifikované vSetky LIBOR miery L(t,T),T € (0,T*). Ak je dany model dis-
krétneho tenoru z predchadzajicej sekcie, stac¢i vyplnit medzery medzi dis-
krétnymi datumami, aby sme dostali spojity model. Tento ciel uskuto¢nime
v troch krokoch. V prvom skonstruujeme diskrétny model pomocou metédy
popisanej vysSie. V druhom kroku sa zameriame na tirokové miery s casom do
maturity mensom ako ¢ a v kone¢nom tretom kroku na interpolaciu dlhopisov

Predpokladajme teda, Ze médme dany tenor
a dynamiku mier L(-,T;),1 < i < M. Dalej, definujme funkciu

n(t) : (0, 7*) — {0,--- , M}
ako
n(t) = max{i € {1,--- ,N}|T; 1 < t},

teda, funkcia 7)(t) ndm vyberie z diskrétneho tenoru najmensiu maturitu
datumom z tenoru (3.34), teda t; < tp < Tp,), budeme predpokladaf, ze
volatilita sa rovna nule, teda, Ze ceny tychto dlhopisov sa vyvijaju determi-
nisticky. V désledku toho, v ¢ase T; je cena bodu maturujiceho v 7T;,; dana
ako

P(T3,Ti1) = (1 +6L(T3, T)) ™"

a jej dynamika je deterministickd po tomto datume. Pretoze su tieto ceny
deterministické, interpolacia urokovych mier s casom do maturity menej ako
J, je rovnaka tiloha ako Specifikicia dynamiky cien dlhopisov P(t, T;41),T; <
t < Tiy1, s podmienkou P(T;y1,T;11) = 1. Toto znamend definovat spojita
okamzit Grokovil mieru ako nejakd kladnt funkciu (s, L(T}5)-1, Ty(s)-1))
tak, zZe

Tit1
exp (/ T(S, L(Tn(s)—laTn(s)—l))ds) =1+ 5L(E,E) Vi < M. (335)

T;
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Potom

0
P(t, Tn(t)) = exp (—/ (s, L(Tn(s)_l,Tn(s)_l))ds> ) (3.36)
t

Vo vSeobecnosti je dynamika premennej r nespojita v kazdom bode T;, avSak
Tubovolna trokova miera s periédou vic¢sou ako nula, ma spojiti dynamiku
v tomto modeli.

Veta 2 V modeli drokovych mier s nulovou volatilitou pre diskontné dlho-
pisy P(t,Tyq) pre kazdé Ty <t < Ty, st rizikovo-neutrdlna a rolling-spot
LIBOR miery identické a interpoldcia okamzitej (short rate) miery r (3.85)
je bezarbitrazna.

Dékaz: Rizikovo-neutralna miera je definovand ako miera, kde ako nume-
raire uvazujeme savings account, teda pod nou st vSetky ceny dlhopisov
diskontované tymto procesom martingaly. Savings account v naSom pripade
s interpolaciou (3.35) short rate miery 7, definovany ako

4
B, = exp (/ 7‘(8,L(Tn(s)_l,Tn(s)_l))dS> = (3.37)
0

n(t)—2 t
= | II @+oL@. 1) | e (/ r(s,L(Tms)—hTn(s)—l))d8>,

i=0 Toy-1

Pre rolling-spot LIBOR mieru P! je numeraire definovany ako proces roll-
over stratégie, ktord zacina v ¢ase 0 s jednotkou hotovosti investovanou do
diskontného dlhopisu konciaceho v 77 a vynos je potom reinvestovany v kaz-
dom déatume T; do dlhopisov konciacich o periédu neskor, teda Tj,,. Proces
pre numeraire je v tomto pripade zrejme

n(t)—1
Gy =P(t,Tyw) | P(TTi)™,
i=0
¢o sa da napisat ako
n(t)_Q P(t, Tn(t))

t 11 ( T 1) P(Tywy-1, Tyry)
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Z (3.36) dostavame:

! (t;,-zn(t)) = exp /t 7«(8 L(Z I ))ds Vt € <{l’ )
P(1 ’ t)=1 fn(t)-1 iy Lit1)-
(Tawy-1, Try) Ty 1 n(t) n(t) +

7 toho uz priamo dostavame, zZe procesy oboch numeraire st identické, z ¢oho
vyplyva, ze aj obe miery su identické.

Interpolacia (3.35) je bezarbitrazna, ak saving account definovany pomo-
cou (3.37) diskontovany numeraire je martingal pod mierou spojenou s touto
numeraire. Zrejme toto sta¢i ukdzat pre jednu mieru a vdaka vysSie uvede-
nym skutoc¢nostiam je to trividlne splnené pre rolling-spot mieru, pretoze pod
touto mierou je diskontovany proces (3.37) identicky rovny konStante. [

V tretom kroku sa zameriame na dlhopisy a trokové miery so splatnostou
vicSou ako . Ako hovori nasledujica veta, v tejto Casti uZ nemame vela
volnosti:

Veta 3 Majme dany model diskrétneho tenoru a interpoldciu short rate, ako
je uwvedené vyssie. Potom je uzZ model spojitého tenoru uplne urceny.

Dokaz: Uvazujme dva Iubovolne ur¢ené ¢asové body t1,t0,0 < t; < t9 < T*.
Cena ty-dlhopisu v ¢ase t; je dana ako

n(t2)—1
P(t1,t2) = P(t1, Tyy)) H (1+6L(t:,T3)) "

i=n(t1)

M, (3.38)
P(tl, Tn(tz))

(pretoze ak investujeme ¢iastku do dlhopisu P (1, T;,)) a vynos potom rein-
vestujeme na LIBOR trhu, musime na zaklade predpokladu o neexistencii ar-
bitraze dostat rovnaka hodnotu, ako ked rovno investujeme do P(t;, Ty ,))),
kde cena dlhopisu P(t1,T,,)) je dand pomocou interpolécie a podiel cien
dlhopisov na pravej strane rovnosti je dany nearbitdznou podmienkou

P(t1,ts)
P(th Tn(t2))
Ak méame dant interpolaciu (3.35), mozme napisat cenu dlhopisu P(ta, T} ,))

ako deterministicka funkciu L(T},)—1, Tyts)-1)- O
Priklad: Ak definujeme short rate implicitne ako

=E[P(t2, Tya) ™' | Fu] -

Tit1
exp </ r(s,L(Tn<s)—1,Tn<s)—1))d8> =1+ (Tin =) L(T;, T5) Vit € (T3, Tiya),
t
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teda

L(T;,T))
P WL T) = T g — S LT

Potom vieme cenu dlhopisu vyjadrit nasledovne

P(t1, Tyw) = (L4 (Tyey) — 1) L(Tyey—1, Togeny-1)) ™

P(t1,t2) 1
e E [P(ty, T, Fi ]l =
P(tlaTn(tz)) [ (2 77(752)) | tl]
= 1+ (Tyws) — t2)E [ L(Tyta) -1, Tyita)—1) | Fru | =

= 1+ (T'f](tQ) — tg)L(il, Tn(tg)—l)-



Kapitola 4

Derivaty trokovej miery

4.1 Opcie na diskontné dlhopisy

Opcia je kontrakt, ktory nam dava pravo, nie povinnost, spravit nie¢o v
budicnosti. Konktrétne, Eurdpska call opcia na aktivum je pravo kapit toto
aktivum za pevne uréent sumu (strike) v pevne ur¢enom datume (ezpiracny
¢as), Furdpska put opcia je pravo toto aktivum predat. V tejto Casti sa
budeme zaoberat ocenovanim takéhoto kontraktu, kde ako aktivum bude
vystupovat diskontny dlhopis. Budeme postupovat podTa klasického postupu
panov Blacka a Scholesa, ktori odvodili vzorec pre Eurépsku call opciu na
akcie (tento postup je popisany napr. v [6]). Odvodime vzorec pre Eurépske
opcie za predpokladov modelu HJM, spolu s predpokladom, Ze volatilita
forwardovych mier je deterministicka.

4.1.1 Forwardova cena

Forwardovy kontrakt je dohoda, uzavretda v case t < T, zaplatit alebo pri-
jat v ¢ase T dopredu dohodnuty payoff X za dohodnuti forwardovi cenu.
Musime zdoraznit, Zze v Case t nie je Ziadna vymena hotovosti, forwardova
cena sa dohodne tak, aby mal kontrakt nulovii hodnotu v tomto case. Teda,
forwardovy kontrakt vypisany v ¢ase t na claim X méze byt sumarizovany
do nasledujtcich 2 bodov:

e Hodnota X bude prijatd v ¢ase T na vymenu za dohodnuti sumu
FX (ta T)

22
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e Ciastka Fx(¢t,T) by mala byt predeterminovana v ¢ase ¢ takym spo-
sobom (pri¢om sa berti do ivahy informécie dostupné do ¢asu t), aby
bola arbitrazna cena tohto kontraktu rovna nule v Case ¢

Formalne mézeme forwardovy kontrakt definovat nasledovne:

Definicia 1 Majme pevné 0 < t < T < T*. Forward kontrakt vypisany v
case t na claim X maturujici v case T je reprezentovany claimom Gr =
X — Fx(t,T) maturujicim v ¢ase T, ktory spliia nasledujiice podmienky:

1. Fx(t,T) je Fi meratelnd néhodnd premennd;
2. arbitrdzna cena claimu G v éase t sa rovnd nule, teda m(Gr) = 0.

Budeme oznacovat arbitraznu cenu claimu X ako m;(X). V predchadza-
jucej kapitole sme odvodili, ze

7(X) = BEs (XB;|F) Wt e (0,T), (4.1)

kde P* je rizikovo neutralna miera.
Néhodnta premenntt Fx(t,7T) nazyvame forwardovd cena claimu X.
Nasledujica lema ndm vyjadruje forwardovi cenu pomocou arbitraznej
ceny a diskontného dlhopisu, ktory maturuje v case 7.

Lema 2 Forwardovd cena Fx(t,T) v ¢aset <T claimu X je rovnd

Ep- (XBr'|F)  m(X)

Fx(t,T) = - . 492
) = B R P (42)
Dokaz: Podla (4.1) dostdvame
Wt(Gt) = Bt]ElP’*(GTBfl‘ft)
= B, ((XB;'|F) — Fx(t,T)Ep«(Br'|F)) =0,
(4.3)

kde posledna rovnost je z ¢asti (b) z definicie forwardového kontraktu. Toto
dokazuje prvi rovnost, druhé je z toho, Ze podla (4.1) je

P(t,T) = BFp- (B;'|F) Vt€{0,T).
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Ak ako underlying asset berieme dlhopis s maturitou U > T, potom (4.2)
sa stava

P(t,
F6UT)i= Fraa(tT) = gy Ve 0.T). (4.4)
Proces F(t,U,T) splia podla Itévej lemy
dF(t,U,T) = F(t,U,T) (b(t,U) —b(t,T)) - dW} (4.5)

s podmienkou F(T,U,T) = P(T,U).

Dalsia lema nam hovori o tom, Ze forwardova cena Eurépskych claimov
sa da lahko vyjadrit ako podmienend ocakavana hodnota pod forwardovou
mierou.

Lema 3 Forwardova cena v caset claimu X maturujiceho v ¢aseT sa rovnd
Fx(t,T) = Epr (X|F), Vte(0,T). (4.6)
Dokaz: Podla stochastickej verzie Bayesovho pravidla (vid [musiela]) dosta-
vame
Ep- (nr X | F1) -1
Epr (X|F) = —F——— = Ep- X|F), 4.7
pr (X |F) Ee- (177 ) p- (N7 X|F) (4.7)
kde
dPr 1
dP*  BrP(0,T)

nr =

a 1y = Ep«(nr|F;). Kombindciou horeuvedeného vztahu s (4.2) dostavame
tvrdenie lemy. O

Posledna lema v tomto odstavci nam hovori o arbitraznej cene claimu X
vyjadrenej pomocou podmienej o¢akavanej hodnoty pod forwardovou mie-
rou.

Lema 4 Arbitrdizna cena v case t pre claim X maturujici v ¢ase T sa rovnd
m(X) = P(t, T)Epr (X |F) Vte€(0,T). (4.8)

Dokaz: Dokazovand rovnost je okamzitym dosledkom toho, Ze P(t,T) je nu-
meraire pre tito mieru. U
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4.1.2 Ocenovanie opcii

V expira¢nom case T je payoff Eurépskej call opcie na diskontny dlhopis,
ktory maturuje v ¢ase U > T, so strike K rovny

Cr = (P(T,U) — K)*. (4.9)

Nasledujiica veta nam dava explicitnii formulu pre arbitrdznu cenu Eurép-
skej call opcie na dlhopis. Jej dokaz je analogicky ddkazu lemy o ocenovani
capletov, ktory uvedieme neskor.

Veta 4 Predpokladajme, Ze volatility cien dlhopisov b(-,T) a b(-,U) si ohra-
nicené deterministické funkcie. Arbitrazna cena v ¢ase t € (0,T) Furdpskej
call opcie s expiracnym datumom T a strike cenou K, vypisand na dlhopis s
nulovym kuponom, ktory maturuje v case U > T sa rovnd

C, = P(t,U)N (hy(P(t,U),1,T)) = KP(t,T)N (ho(P(t,U),¢,T)), (4.10)

kde
In(b/K) — n(P(t, T)) = L2 (t, T)
hia(b,t, T) = T (4.11)
pre (b,t) € RT x (0,T),
WA (£ T) = / U b, U) — b, T) P, Vi € (0.7, (4.12)

1 ’ 2
N($)=\/—2—7T/ e*?dz VreR

Arbitrazna cena zodpovedajicej Eurdpskej put opcie sa rovnd

P, = KP(t,T)N (=hs(P(t,U),t,T)) — P(t,U)N (=hy(P(t,U),t,T)) .

4.2 Capy

Predpokladajme, Ze si pozi¢iavame za floating rate a chceme sa poistit proti
prili§ vysokym urokovym platbdm. Ak robime platby v ¢asoch T; = Ty+1i6,1 €
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{1,--- ,n}, tak platime v ¢ase T; §-forwardovii trokovii mieru ”nastaveni”
v Case T;_;

1
L(Ty—1,Tiy) =6 ( T T 1) .

Kontrakt nazyvany cap nam plati rozdiel medzi touto LIBOR sadzbou a
sadzbou k£ dohodnutou pri uzatvarani kontraktu

O(L(Tio1, Tiy) — k)F

v kazdom case T;. Jednotliva platba, uskuto¢nend v case T; sa nazyva caplet.
Caplet mdézme prepisat ako

X =1+EkP(T_,T) "(K - P)",

kde K = (1+ k6)~'. Hodnota tohto claimu v ¢ase ¢ je ByEp-(BL' X|F,), ¢o
sa rovna

(1+ k8) B Byl (K — P(Tiy, T))|F)
Toto je presne hodnota (1 + k¢) put opcii na T;-dlhopis, s expira¢nou dobou
T;_1 a strike cenou K.

Tato ekvivalencia medzi capletom a put opciou na dlhopis s nulovym
kupoénom je mozné vysvetlit aj intuitivne. Na tento tcel staci preskimat dve
zékladné vlastnosti oboch kontraktov: payoff hodnota a mnozina udalosti,
kedy sa oba vyuziju. Predpokladajme j-ty caplet. Tento caplet vyuzijeme,
ak L(Tj_1,Tj_1) > k, resp.

P(Tj1, ) =1+ L(T, T ) (T = Tja) > 1+ ko = K
Téato nerovnost plati, ak P(Tj_1,7;) < K, teda oba kontrakty expiruji v
rovnakych podmienkach. Ak je caplet expirovany, plati 6(L(Tj_1,Tj—1) — k)
v Case Tj, alebo ekvivalentne

OP(Tjr, T)(L(Tj-1, Tj-1) — k) = 1 = K" P(Tj1, Tj) = K (K — P(Tj-1,T}))

v ¢ase Tj_1, €o je payoff spominanej opcie. Tato vlastnost ndm umoznuje pod
HJM modelom ocenit caplety pomocou vety 4.
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4.2.1 Ocenovanie capov pod BGM modelom

Hlavnou motivaciou pre vznik BGM modelu bola trhova prax ocenovania
capov pomocou vyrazov typu Black-Scholes. Umoznuje to lognormalne roz-
delenie mier L(t¢,T) pod forwardovou mierou. Vyhodou tohoto modelu je to,
7e ceny derivatov pod nim sa do zna¢nej miery zhoduji s praxou obchodnikov
na trhu (vid [7]).

Vo vSeobecnom ramci modelov stochastickych urokovych mier je cena
capu v case t < Ty rovna

C,=) Cpl, (4.13)
j=1

kde Cpl{ je cena j-teho capletu v Case t < T,. Podla lemy 4 je cena tohto
capletu

Cpl] = P(taTj)E]P’Tj ((L(Tj—l’Tj—l) - k)+5“ﬁ)

pre kazdé 7 = 1,--- ,n. Ako sme odvodili v sekcii venovanej BGM modelu
forward LIBOR mier, LIBOR miera L(t,7;_1) pod forwardovou pravdepo-
dobnostnou mierou Pr; méa dynamiku

dL(t, Tj_1) = L(t, T;_1)A(t, T;_y) - dW,”, (4.14)

kde W7i je d-rozmerny Brownov pohyb pod mierou Pr; a A(+,T; 1) je deter-
ministickd funkcia. Payoff capletu pri jeho expiracii v case 7T} je

Cplyy = 0 (L(Tj-1,Tj1) — k)",
¢o sa da napisat ako
Cply, = 0L(T; 1,T; 1)Ip — 0kIp,
kde
D = {L(Ty 1, Ty 1) > k}.

Nasledujtca lema nam déava vzorec pre cenu capletu.
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Lema 5 Cena v caset capletu so strike k, maturujiceho v ¢ase T, sa rovna:

Cpl, = 6P(t,T + 6) (L(t,T)N (e (t,T)) — kN (es(t,T))), (4.15)
kde
In(L(t,T)/k) £ 3¢, T)
elyg(t, T) = Uo(t, T)

T
W24, T) = /t A(u, T) Pdu.

Dokaz: Podla veobecnej ocefiovacej formuly (4.8) je jasné, ze musime vyd¢islit
podmienentu strednii hodnotu

Ct = JP(t, T -+ 6)E]P’T+,; (L(T, T))ID|Ft) - kéP(t, T + 5)]P)T+5{D|}Tt} = Il - IQ.
Podla (4.14) vieme, ze dynamika L(t,T) pod Pr,s je
T 1 T
L(T,T) = L(t,T) exp ( / Aw, ) - W] — 2 / \A(u,T)Pdu) |
t ¢
Toto moézeme prepisat ako
1
LI T) = Lt Ty esp (6,7 - Ju3(e.T)).
kde L(t,T) je Fi-meratelna veli¢ina a ((¢,7) = ftT)\(u, T) - dWI+ je pod

Py, s ndhodné premennd s normalnym rozdelenim so strednou hodnotou nula
a disperziou v3(t, T'), nezavisld od F;. MnoZinu D vieme napisat ako

D = {L(T,T) -k} ={L(t,T)exp (g(t, T)— %vﬁ(t, T)) > k}
= {C(6T) = R T) > I (b/L(,T))}
= {=C(T) <In (L T)/K) — Sed(6,T)).

Z horeuvedenych vlastnosti procesu ((¢,7) dostavame, Ze

C(t,T) In(L(t,T)/k) — 3v¢(t,T)
Vo (t; T) Vo (t, T)

Pr{D|F} = Pr{- }
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a teda

I, = k6P(t, T + 6)N (ln (L, T)/K) — 5ol T)> .

vo(t, T)

Na vy¢islenie I; zavedieme pomocnu pravdepodobnostnii mieru Pry 5 ~ Pry s
tak, ze

dPr T I def ~
—— =exp (/ Mu, T) - dWIT0 — —/ \/\(u,T)\Zdu) = nr.
]PT 0 2 0

PodTla Girsanovovej vety, proces
N t
W = Wit - / Mu, T)du
0
je Brownov pohyb pod ﬁT. Potom

T ~ 1 /T
L(T,T)=L(t,T)exp (/ Mu, T) - dWIT 4 5/ |A(u, T)|2du> ,
t t
teda

L(T,T) = L(t,T)exp (Z(t, T)+ %vﬁ(t, T)) ,

= T

kde ((t,T) = [, Au,T) - dWZ+_ T4to nhodné premennd mé normélne

rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a disperziou v2(¢,T) a je nezavisla
od F;. Teraz dostavame:

L = 5P(t,T+5) X
T 1 T
By [T esp ([ A7) awd ™ = 3 [ )Pan) 17
t t
a z toho
I =0P(t,T+0)Ep, (ﬁTﬁ;IL(t, T)ID|ft) .

Podla (4.7) dostavame I; = §P(t,T + 6)L(t, T)f”T{D|ft}. Podobnym postu-
pom, ako v prvej Casti dokazu prideme k tomu, ze

I, = 6P(t, T + 8)L(t, T)N (ln (L@ T)/E) + 595 (¢ T)> .

vo(t,T)
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Tym je dokaz skonceny. U

Hlavnym vysledkom tohto odstavca je nasledujica veta, ktora je okamzi-
tym dosledkom lemy 5 a vztahu (4.13).

Veta 5 Majme interest rate cap so strike urovnou k, s vyplatnymi casmz
T;,5 =1,---,n. Za predpokladu lognormalneho modelu LIBOR mier, cena
capu v case t € (0,1y) sa rovnd

Cr=6Y P(LT) (L T)N () - kN (1)), (4.16)
kde
i ~ In(L(t,Tj-1)/k) £ 5U2 ()
61,2( ) - ’Uj(t)

2 fi 2
v;(t,T) :/t A(u, Tj_1)|[“du.



Kapitola 5

Kalibracia BGM modelu na
trhové data

V dalSej kapitole rozvinieme metédu vhodni na kalibraciu viacfaktorového
modelu lognorméalnych forwardovych mier. V teoretickej casti popisanej v ka-
pitolach 3 a 4 vystupovali ako nezndme, na trhu nepozorované, veli¢iny vola-
tility jednotlivych LIBOR mier a pri ocenovani réznych exotickych derivatov,
zéavislych na pohyboch viacerych forwardovych sadzieb, podobne vystupuju
korela¢né koeficienty medzi jednotlivymi mierami. Ak ma byt model schopny
produkovat ceny derivatov konzistentné s cenami na trhu, tieto veli¢iny musia
byt korektne vyvodené z cien obchodovanych assetov alebo trokovych mier
platnych na trhu. Obrovskou vyhodou modelu BGM oproti inym pouZiva-
nym modelom je to, Ze v hom priamo vystupuji veli¢iny priamo pozorované
na trhu, teda forwardové LIBOR miery.

Pri sadzbach trokovych mier danych na trhu, trh poskytuje obchodované
ceny capletov alebo Eurépskych opcii na swapy (swaption). Z tychto mozno
priamo vypocitat (pomocou inverzie formil uvedenych v predchidzajicej
kapitole) hodnoty priemermej variancie prislusnej lognormalnej forwardovej
miery. Ako neskor uvedieme, toto determinuje integral druhej mocniy okam-
zitej volatility, ktora vystupuje v dynamike ktorej-tej forwardovej miery.

Problém kalibracie v ramci BGM modelu je vhodné rozdelit na tri body:

e vybranie najvhodnejSieho poc¢tu faktorov pri danom ocenovacom prob-
léme

e vybranie vhodnej ¢asovej zavislosti pre okamzitu volatilitu

31
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e rozdelenie vah medzi ¢asovo zavislé volatility réznych faktorov, inymi
slovami, vybranie ako velky mé byt prispevok volatility k-tého faktora
az.(t) do o?(t) (vid rovnicu (5.3) nizsie)

Prvému bodu sa v tejto praci nebudeme venovat, v knihe [5] je popisana me-
toda Principal Component Analysis, ktora je vhodna na zistenie po¢tu fakto-
rov v danej tilohe ocenovania. V tejto casti popiSeme, ako mozno kalibrovat
model simultdnne na volatility a korela¢n maticu jednotlivych forwardovych
mier.

Dynamiku jednotlivych forwardovych LIBOR mier s s faktormi budeme
modelovat na zaklade predchadzajicich kapitol vztahom

dL(t, T;)

T = t)dt + Zazk (t)dWE, (5.1)
resp.
T; 1 T; S
LT T)) = L(0,T)) exp ( /0 lt) — 202 T)dt) exp ( /0 ;aik(t)th’“> |
(5.2)
prigom

Z a2 (t) = o2(t, T;). (5.3)

o2(t,T;) je okamzita volatilita i-tej miery L(t,T;) s maturitou 7;.

Z trhovych dat capov (resp. capletov) mozme dostat hodnoty implikova-
nej priemernej volatility. Pre i-tu mieru oznac¢ime tito implikovania volatilitu
ako o7, (T;). Tato hodnota je spojend s okamzitou volatilitou v ¢ase T vzta-
hom

T
| o2 Tydu = ol (T1T (5.4)
0
Budeme predpokladat, zZe
E(dW;dW}) = 6;;dt. (5.5)

V pripade, Ze to tak nie je, rotadciou premennych mdzme vzdy zaistit ortogo-
nalitu faktorov.
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Je zrejmé, ze ak sme vo forwardovej pravdepodonostnej miere spojenej s
maturitou 7', tak pre LIBOR mieru spojent s touto mierou plati, Ze nutna a
postacujica podmienka pre to, aby jej okamzita volatitita bola schopné pro-
dukovat spravne ceny pre caplety je, Ze nepodmienend variancia forwardovej
miery v ¢ase 17" by mala byt rovna

impl

var(In(L(T, T))) = o (T)*T = /O o?(u, T)du.

Tento vztah nebude platit v inej miere, pretoze nepodmienené variancia pre
ini mieru zavisi na drifte, ktory je vo vSeobecnosti iny. Predchadzajici vztah
vSak moze byt pouzity na urcité ohranicenie na volatility faktorov, aby pro-
dukovali spravne ceny capletov, ako o tom hovori nasledujiica veta.

Veta 6 Majme dant funkciu o(t) tak, aby bola splnend rovnica (5.4). Po-
tom postacujica a nutnd podmienka na to, aby proces (5.2) produkoval ceny
capletov konzistentné s implikovanou volatilitou oy (1;) je

aik(t) = bix(t)oi(s, T;),
kde

o cos( ())H] i sin (05(t) akk=1,---,5—1,
b () = { H 1 sin (0;5(1)) ak k = s.
var(In(L(T;, T3))) = E (In® L(T;, T;)) — E(In L(T;, T))?

Definujme L(0,T;) exp (fOT" pi(u) — 302 (u, TZ)du> =: L(0,T;)*.Potom vyuZi-
tim vlastnosti strednej hodnoty dostavame

E(WL(T,T;) = InL(0,T)"

E(In*L(T;,Ty)) = (lnL(O,Ti)*)2+]E</O iZaik(u)de/o iZaim(u)dW;”>
(InL(0,T;)")* + E (/0 iza?k(U)(de)Q)
- (lnL(O,ﬂ)*)2+/() iaf(u,Ti)bek(u)du
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Kedze koeficienty b;; st polarne stradnice bodu na (s + 1) rozmernej guli s
jednotkovym polomerom, plati >~;_, b7 (u) = 1 a preto

E (In® L(T;, T3)) = (In L(0, T;)*)* + /Ti o2 (u, T;)du

var(n(L(TL 7)) = [ 0¥ T)du = olp0T.

d

Ako sme ukazali v predchadzajicej vete, implementiacia BGM modelu

je plne $pecifikovand maticou {b;}. Vo vSeobecnosti, Tubovolné korela¢na

funkcia nemusi byt reprodukovatelnd pomocou s ortogonélnych funkcii, a
teda sme vystaveni tilohe uréenia prvkov matice {b;;} tak, Ze

1. suma druhych mocnin koeficientov {b;;} cez faktory je rovna 1 (n je
pocet modelovanych mier):

Zbik =1 Vj<m
k=1

2. rozdiely medzi implikovanou (modelovou) a trhovou korela¢nou mati-
cou st minimalizované.

Podmienka 1. zaistuje v predchadzajicej vete korektné ziskanie volatilit a
podmienka 2. hovori o ¢o najvic¢Som priblizeni sa k modelovej korela¢nej
matici. Toto vo vSeobecnosti je komplikovana zalezitost, avSak veta 6 nam
vyrazne ulah¢uje situéciu.

Teraz mdzme pristipit k samotnej simultannej kalibracii na trhové vola-
tility a korela¢nt maticu. Zacneme najskor s maticou b;; takou, Ze je splnend
podmienka 1. Toto dosiahneme Tubovolnou volbu uhlov # pomocou vztahu
(5.6). Teraz za¢nime menit uhly 6 tak, aby sa suma druhych mocnin me-
dzi modelovou a trhovou korela¢nou maticou bola minimalizovana. Vdaka
vete 6 vieme ako kalibrovat presne na variancie roznych LIBOR forwardo-
vych mier, kalibracia na korela¢ni maticu je to, o nam zostava na to, aby
sme mali $pecifikovany kompletny model. AvSak tato tloha je tiez jednodu-
ch4, nakolko modelova korela¢na matica je dand maticou BB', ¢o sa Tahko
dokéaze, ked si rozpiSeme definiciu korelacie.
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Teda, vdaka vete 6, parametrizicia najvSeobecnejsSieho BGM modelu for-
wardovych mier moze byt zaviSena rychlym a numericky efektivnym spdso-
bom tak, ze

1. méZe byt ziskand Iubovolnd mnozina danych okamzitych volatilit

2. ak su tieto volatility konzistentné s (5.3), tak aj implikované volati-
lity st korektne odhadnuté v rdmci modelu (a teda vSetky caplety si
korektne ocenené)

3. najlepsi odhad danej trhovej korela¢nej matice vieme Tahko najst

V kazdom kroku je korelacnd matica chrakterizovana n x n prvkami. Napriek
tomu, Ze matica B ma n x s prvkov, v skuto¢nosti najviac n x (s — 1) prvkov
moze byt takych, Ze sa presne zhoduju s trhovou korelaénou maticou (ak
mame takt ocenovaciu tilohu, napr. pri ocenovani swapcii moze byt uzito¢ny
lepsi fit na niektoré ¢asti matice ako na iné). Toto je zrejmé z toho, Ze vieme
menit iba n x (s — 1) uhlov. V pripade potreby teda mozme kalibrovat ur¢ita
Cast korela¢nej matice presne na trh.



Kapitola 6

Monte-Carlo simulacie

Model BGM je vdaka svojej konStrukcii velmi vyhodny pre ocefiovanie nie-
ktorych derivatov trokovej miery, pre ktoré poskytuje explicitné vzorce, na
druhej strane vSak existuje vela derivatov, ktoré mozu byt ocenované len pri-
blizne, réoznymi aproximaciami explicitnych formul alebo numerickymi me-
tédami. Velmi ¢asto sa pouzivaji Monte-Carlo simuldcie ako metéda nu-
merického ocenovania. Aj tu, ako v inych numerickych schémach, aj v tomto
pripade je potrebné si zvolit kompromis medzi presnostou a vypoc¢tovou rych-
lostou, zavisly na poziadavkach uzivatela: obchodnik na burze méze byt spo-
kojny s presnostou jedného bazického bodu, pokial vysledok dostane v prie-
behu par sekind, kym c¢lovek s vedeckymi iimyslami bude pravdepodobne

Zmyslom tejto kapitoly bude naznacit simula¢ny algoritmus pre BGM
model. Predpokladajme, Zze mame pripad diskrétneho tenoru, teda uvazu-
jeme, ze vSetky LIBOR miery konéia v datumoch 7}, 5 € {0,1,...,n}. V Case
t mame dané forwardové LIBOR miery definované ako

(P, Ty)
Lt,T;,_) =6 —=—1"L—2_1 <T; ;.
Oh=0 (P(t,Tj) > vt

Podla (3.32) dynamika tychto mier je pod mierou Py,

dL(t, Tj-1) = L(t, T-)A(t, Tj-1) - AW,

V tomto vztahu je dynamika kazdej LIBOR miery $pecifikovand pomocou
roznych Brownovych pohybov. Ak chceme ocenit produkt zavisly na viace-
rych LIBOR mierach, tak vSetky musia byt modelované pod rovnakou prav-
depodobnostnou mierou. Vztah medzi roznymi Brownovymi pohybmi je dany

36
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podla (3.33) ako

SL(t,T))

Tit1 _ T
AWp = dWy" 4 + 86L(t, Ty)

(¢, Ty)dt (6.1)

a umoznuje nam transformovat prirastky jedného Brownovho pohybu do
korespondujtcich prirastkov pod ostatnymi mierami.

6.1 Algoritmus

Samotny algoritmus je itera¢ny proces, ktory pouziva diskrétnu verziu rovnice
(6.1) na vypocet zodpovedajtcich prirastkov Brownovych pohybov a z tychto
pomocu (3.32) simulovanych mier.

m L(mAt,Tp) L(mAt, Ty,) L(mAt, T 41) <o L(mAt,Tp_1)
AWTi((m — 1)At) | AWTk+1((m — 1)At) | AWTk+2((m — 1)At)--- AW T ((m — 1)At)
m—1| L((m —1)At, Tp) L((m — 1)At, Ty,) L((m — 1)At,Ty41) ++- L((m — 1)At, T,,_1)
AWTL(iAL) AWTi((m — 1)At) AWTi((m —1)At) --- AWTn(iAt)
i L(iAt, Tp) L(iAt, Ty) L(iAt,Tyy1) -+~ LAt Tnh—1)
AWTL((i — 1)At) | AWTk+1((5 — 1)At) | AWTk+2((5 — 1)At) --» AW ((i — 1)At)
i—1 L((i —1)At, Tp) L((i — 1)At, Ty,) L(( — 1)At, Thy1) -+~ L((i — )AL, Tp1)
AWTL(At) AW Tk+1(At) AWTk+2(At) .« AWTr(At)
1 L(At, Tp) L(At, Ty,) L(At, Ty 1) s L(A,Th_1)
AWTL(0) AWTk+1(0) AWTe+2(0) e AWT=(0)
0 L(0,To) L(0,Ty) L(0, Ty 41) e L(0,Tn—1)
i/i ] 7=0 | =k | J=k+1 j=n—1

Uvazujme horeuvedenti tabulku. AWr, , (iAt) oznacuje narast Brownovho
pohybu pod P, pocas intervalu (iAt, iAt+At), vo vieobecnosti AW Ti+1 (§At)
je vektor. Posledny riadok je dany pomocou podiatoénych mier L(0,-) a v
kazdom ¢asovom kroku je narast Brownovho pohybu AW**! pod forwardo-
vou mierou vybranou pre simuldciu normalne rozdelena ndhodné veli¢ina s
ocakavanou hodnotou 0 a varianciou At. Za¢ntic od 7 = k + 1, postupne
vypocitame narasty Brownovych pohybov pod pravdepodobnostnou mierou
Pr,., pre vSetky j az po n — 1 pomocou

dL(iAt, T;)
1+ 0L(iAt, T})

AWITL(GAL) = AW (iAt) + M(iAt, Tj) At. (6.2)

Po vypoditani tychto nérastov prearanzujeme rovnicu (6.2), aby sme mohli
vypocitat spitne pre j =k —1 po 0
SL(iAt,T;)

AW (A1) = AW AL — =5 SO
» ]

AiAt, T;)At. (6.3)
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Teraz mame vSetky Brownove narasty potrebné k vypoctu realizacie LIBOR
mier pre nasledujici ¢asovy tsek. Aby sme predisli problémom spojenym
s moznostou, Ze miery budi zaporné, budeme diskretizovat rieSenie (3.32),
teda

1
L((i+ 1)At, T;) = L(iAt, T};) exp (/\(iAt,Tj) AW (§AL) — 5|)\(z'At,Tj)|2At> .

Toto dopliuje kalkuldciu pre i-ty krok a dalej opakujeme celil procediru pre
vietky casové kroky, vyplhujuc tabulku po riadkoch.

Aby sme dostali spravnu Monte-Carlo hodnotu, treba brat do Gvahy aj
ocenenie vyplat pod spravnou mierou. VSseobecny spdsob na toto je predelit
kazdy payoff hodnotou numeraire spojenou s mierou, v ktorej robime simula-
ciu. Pre forwardovli pravdepodobnostnii mieru spojent s 7; ide o diskontny
dlhopis konéiaci v T;. Pokial neuvazujeme interpoldciu v nasej implementa-
cii (pohybujeme sa v rdmci diskrétneho tenoru), tak hodnota numeraire je
dostupna len v datumoch v danom tenore. Za simula¢ni mieru sme zvolili ti
mieru, ktord je spojend s ditumom Ty, teda numeraire je dlhopis P(-, T}).
Jeho hodnotu dostaneme zo vztahu

P(T;,Tpy1) = f[(1 + 0L(T;,T;)) "

i=j
Prislusny payoff sa potom pretransformuje do simula¢nej miery prenasobenim
¢islom %, aby sme dostali spravny Monte-Carlo odhad.

Ak robime interpolaciu a teda uvazujeme spojity tenor, tak na zaklade
kapitoly 3.2.2 aproximujeme dlhopis so splatnostou v najblizSom case, teda

P(t,Tyw#) a potom mame numeraire dany ako

P(ta Tk+1) = P(t’ Tﬁ(t)) H (1 + 5L(taﬂ))_1

i=n(t)
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Kalibracia na trhové data

V tejto Casti sa budeme venovat numerickym vysledkom, konkrétne aplikacii
postupov z predchadzajucich kapitol na trhové data. VsSetky pouzité data
pochadzaju zo systému Bloomberg (©) a st z konca novembra 2000 . Vsetky
numerické vypocty su na datach z obchodovania s menou EURO a boli pre-
vadzané pomocou systému Mathematica 3.0

Uvedieme dve aplikicie kalibricie: na dvojfaktorovy a trojfaktorovy mo-
del. V oboch pripadoch potom prevedieme Monte-Carlo simulacie na cenu
derivatov. Kalibrovat budeme na volatility a korelacie odhadnuté z vyvoja
trojmesac¢nych LIBOR mier. Na odhad historickej volatility pouzijeme nasle-
dujuci postup:
Definujme: n+1: pocet pozorovani, L;: Libor miera na konci i-teho intervalu,
7: dl7ka intervalu v rokoch. Nech

L; :
u; = In (Li—1> Vi=1,2,...,n

Pretoze L; = L;_1e", u; je spojite tiro¢ena miera navratnosti v i-tom inter-
vale (ak by sme brali LIBOR miery ako ceny). Volatilita moZe byt definovana
ako Standartnd odchylka spojite troceného ”vynosu” LIBOR miery pocas
jedného roka. Preto pouzijeme odhad Standartnej odchylky wu;

1 n
— )2
e e ZE_l(uz u)?,

kde @ je priemer hodnot ;. D4 sa ukdzaft, Ze Standartna odchylka w; ([Hull])
je o/T, teda hodnota s je odhadom o/7. Potom, volatilita o mdze byt

39
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odhadnuté ako

Ak dl7ka periédy je jeden obchodny deh a Ze za rok je v priemere 252 ob-
chodnych dni, tak potom 7 = 1/252.

Ako data sme zobrali ¢asovy vyvoj 10 forwardovych trojmesac¢nych LI-
BOR mier maturujtcich v marci 2001 az jini 2003 za 6 mesiacov od 30.5.2000
do 30.11.2000. Volatility tychto mier st v tabulke 7.1:

maturita | Mar 01 Jun 0l Sep 0l Dec01 Mar 02 Jun 02
volatilita 0.1256 0.1249 0.1214 0.1162 0.1128 0.1081
maturita | Sep 02 Dec 02 Mar03 Jun03 Sep 03 Dec 03
volatilita | 0.1118  0.1022  0.1023  0.0974 0.0970 0.0954

Tabulka 7.1: historické volatility

Odhad historickych korelacii sme robili na rovnakom zdklade, ako odhad

historickej volatility. Ziskané hodnoty st v tabulke 7.2:

1 0.98741  0.96762  0.94672 0.92295 0.91212 0.86285 0.87428 0.86602  0.83669
0.98741 1 0.99024  0.97631 0.95685 0.94601  0.89569  0.91090 0.90388  0.87902
0.96762  0.99024 1 0.99241 0.98053 0.97121 0.9185  0.94331 0.93704 0.91496
0.94672  0.97632  0.99242 1 0.99307  0.98597  0.92852 0.96212  0.95627  0.93680
0.92295 0.95685 0.98053  0.99306 1 0.99419  0.94106 0.97640 0.96984  0.95497
0.91212  0.94601  0.97121 0.98597  0.99419 1 0.94593  0.98607 0.98053  0.96635
0.86285  0.89569  0.9185 0.92852 0.94106  0.94593 1 0.94218 0.93074  0.92545
0.87429  0.9109  0.94332  0.96212 0.97641  0.98608  0.94218 1 0.99498  0.98311
0.86602  0.90388 0.93704  0.95626 0.96984  0.98053  0.93074  0.99498 1 0.98954
0.83669 0.87902 0.91496 0.936806 0.95497 0.96636  0.92545 0.98311 0.98954 1

Tabulka 7.2: historickd korela¢nd matica

Kalibraciu budeme robit na ceny capov, teda budeme odhadovat volatilitu
z cien capov. Pretoze sme nemali k dispozicii ceny samotnych capletov, len
ceny ceny ro¢nych a viacro¢nych capov, pri odhadovani implikovanej volati-
lity jednotlivych LIBOR, mier sme museli pouzit nasledovny postup. Budeme
predpokladat, ze LIBOR miery, ktoré ovplyvihuji cenu capu s maturitou je-
den rok, maji rovnaku volatilitu. Potom mézme inverziou vzorca z vety 5
odhadnut tato volatilitu. Tymto sme ziskali volatilitu pre LIBOR miery s
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maturitami 0.25 aZ 1 rok. V dalSsom kroku budeme predpokladat, Ze miery
s maturitami 1.25 az 2 roky maja rovnaki volatilitu. S pouzitim uz odhad-
nutej volatility prvych Styroch mier ziskame volatilitu pre dalSie 4 miery a
nakoniec pre posledné 4. Ziskané vysledky su v tabulke 7.3:

maturita Mar 01 Jun0l Sep0Ol Dec0l Mar02 Jun 02
implikovand volatilita | 0.1007  0.1007  0.1007  0.1007  0.1266  0.1266

maturita Sep 02 Dec02 Mar03 Jun03 Sep 03 Dec 03
implikovand volatilita | 0.1266 0.1266 0.1324 0.1324 0.1324 0.1324

Tabulka 7.3: implikované volatilita

Porovnanie historickych a implikovanych volatilit je na obrazku (7.1)

0.13
0.125
0.12
0.115
0.11
0.105

—+— Inplik.

~x - Histor.

0.095

Obr. 7.1: Porovnanie volatilit

7.1 Dvojfaktorovy model

V tomto pripade sme kalibrovali model s dvoma faktormi, pre zjednodusenie
vypoctov sme modelovali 10 mier s maturitami od marca 2001 do jina 2003.
Vysledky kalibrécie korela¢nej matice st v tabulke (7.4) a matica B z kapitoly
5 v tabulke (7.5).
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1. 0.99601 0.98444 0.97048 0.94673  0.92748 0.83263 0.87473  0.86377  0.82776
0.99601 1. 0.99618 0.98812 0.97167 0.95712 0.87869 0.91445 0.90526  0.87449
0.98444  0.99618 1. 0.99776  0.98858  0.97874 0.91693 0.94627 0.93887  0.91347
0.97048  0.98812  0.99776 1. 0.99645  0.99027 0.94162  0.96578 0.9598  0.93864
0.94673  0.97167 0.98858  0.99645 1. 0.99847  0.96662 0.98418  0.98002 0.96434
0.92748 0.95712  0.97874  0.99027  0.99847 1. 0.97931  0.99247  0.98952  0.97750
0.83263 0.87869 0.91699 0.94162 0.96662  0.97931 1. 0.99671  0.99826  0.99996
0.87473  0.91445 0.94627 0.96578  0.98418  0.99247 0.99671 1. 0.99975  0.99597
0.86378  0.90526  0.93887  0.9598  0.98002 0.98952 0.99826  0.99975 1. 0.99771
0.82776  0.87449  0.91347 0.93864 0.96434 0.97750 0.99996  0.99597  0.99771 1.

Tabulka 7.4: modelova korela¢na matica-2 faktory

0.944193 0.329394
0.9698 0.243901
0.98738 0.158366
0.995762 0.0919629
0.99997 | 0.00780468
0.998872 | -0.0474924
0.968594 -0.248649
0.985542 -0.169434
0.981545 -0.191229
0.966385 -0.257099

Tabulka 7.5: matica na vypocet volatilit faktorov

Ako posledny krok pri kalibracii musime zistit hodnoty volatilit jednot-
livych faktorov pri kazdej LIBOR miere. Podla vety 6 z 5. kapitoly, na toto
potrebujeme maticu B a ¢asovy priebeh okamzitej volatility o;(t, ;).

Tento si mozme zvolit Tubovolne a7 na podmienku (5.4). Pre jednodu-
chost sme zvolili tato volatilitu rovni konstante. Potom hodnoty volatilit
jednotlivych faktorov s v dalsej tabulke (tabulke (7.6)).

Ako priklad modelovania Monte-Carlo uvedieme uréenie hodnoty Eurdp-
skej call opcie na par bond. Toto je kupénovy dlhopis, kde velkost kupénu
sa urci tak, aby jeho hodnota pri emitovani bola rovna 100.

Pre par bond pri simulécii sme predpokladali ako datum emisie 1. de-
cember 2000, splatnost v juni 2003, kupdény vyplacané stvrtrocéne. Kupén
sme doratali na zdklade LIBOR krivky aktuédlnej k datumu emisie ako 1.33%
face value. Potom sme modelovali vyvoj LIBOR mier ovplyviiujicich cenu
tohto dlhopisu po dobu 1 roka a pre kazda simulaciu sme zistovali sicasnui
hodnotu (k decembru 2000) Eurépskej call opcie s expiraénym datumom de-
cember 2001 a strike cenou 100. Ako cenu tejto opcie sme brali aritmeticky
priemer vyratanych stc¢asnych hodnot. Celkovo sme uskutocnili 3000 simu-
lacii. Na obrazku (7.2) je na osi x poradové &islo simuldcie a na osi y je
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maturita 1. faktor 2. faktor
mar-01 0.0951227 0.0331848
jun-01 0.0977025 0.0245718
sep-01 0.0994736 0.0159546
dec-01 0.100318 0.0092648
mar-02 0.126607 | 0.000988158
jun-02 0.126468 0.00601306
sep-02 0.122635 0.0314817
dec-02 0.12478 0.0214522
mar-03 0.129944 0.0253162
jun-03 0.127937 0.0340366

Tabulka 7.6: volatility faktorov

priemernd hodnota opcie po dant simulaciu. Ako vidime, ku koncu simulo-
vania sa hodnota opcie priblizila k 0, 38, presnejsie po simulacii s poradovym
¢islom 3000 jej hodnota bola

PVppeia = 0.385

Obr. 7.2: cena opcie pocas simulovania - 2 faktory

7.2 Trojfaktorovy model

Kalibracia korela¢nej matice pre tento pripad je v tabulke (7.7).
Volatility jednotlivych faktorov st v tabulke (7.8). Vidime, Ze treti fak-
tor ma najmensi vplyv, ¢o aj je vysledok, ktory by sme cakali na zaklade
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1. 0.99577 0.98241 0.96373 0.93662 0.91724 0.86254 0.86780 0.85782 0.82394
0.99577 1. 0.99538 0.98398 0.96480 0.94992 0.89517 0.90974 0.90119 0.87238
0.98241 0.99538 1. 0.99647 0.98556 0.97531 0.91848 0.94524 0.93861 0.91524
0.96373 0.98398 0.99647 . 0.99582 0.98917 0.92585 0.96803 0.96379 0.94502
0.93662 0.96480 0.98556 0.99582 1. 0.99839 0.94211 0.98678 0.98328 0.97019
0.91724 0.94992 0.97531 0.98917 0.99839 1. 0.95160 0.99384 0.99027 0.98065
0.86254 0.89517 0.91848 0.92585 0.94211 0.95160 1. 0.94439 0.92807 0.92337
0.86780 0.90974 0.94524 0.96803 0.98678 0.99384 0.94439 1. 0.99890 0.99614
0.85782 0.90119 0.93861 0.96379 0.98328 0.99027 0.92807 0.99890 1. 0.99793
0.82394 0.87238 0.91524 0.94502 0.97019 0.98065 0.92337 0.99614 0.99793 1.

Tabulka 7.7: modelova korela¢na matica-3 faktory

maturita 1. faktor 2. faktor 3. faktor
Mar-01 0.0988626 0.0169638 0.00937944
Jun-01 0.100127 | 0.00977566 0.00535066
Sep-01 0.100731 0.00160053 | 0.000532865
Dec-01 0.100542 0.00567338 0.00293093
Mar-02 0.123475 0.0239314 0.0145429
Jun-02 0.123203 0.0288394 0.00443187
Sep-02 0.120516 0.0346253 0.0175295
Dec-02 0.120792 0.0359369 0.0121757
Mar-03 0.122865 0.0483139 0.00980991
Jun-03 0.121974 0.0493828 0.0144876

Tabulka 7.8: volatility faktorov

Principal Components Analysis. Aj v tomto pripade sme robili Monte-Carlo
simulaciu rovnako, ako je popisané v predchadzajicej sekcii. Vysledky st na
obrazku (7.3). Cena opcie po simuldcii s ¢islom 3000 je v tomto pripade

PViypeia = 0.352706.

Z obrézkov (7.2) a (7.3) je vidno, Ze dvojfaktorovy model mé pravdepodobne
sklon cenu opcie nadhodnotit. Pre lepsiu analyzu tohto faktu by sme museli
robit uz aj Principal Component Analysis, ¢o uz je vSak nad ramec nasej

prace.
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Obr. 7.3: cena opcie pocas simulovania - 3 faktory
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Z.aver

Diplomova praca bola venovand modernym metédam modelovania tirokovych
mier. Konkrétne sme popisali a kompletne odvodili model BGM lognormal-
nych forwardovych LIBOR trokovych mier, pre ktory sme stcasne uviedli
metdédu vhodni na jeho kalibraciu na trhové data.

Takisto sme ukéazali priklad pouzitia tejto kalibracie v praxi - metdodu
Monte-Carlo vhodni1 na ocenovanie derivatov, pre ktoré neexistuje vzorec v
explicitnom tvare. Tito metédu sme aplikovali na ocenenie eurépskej call
opcie na par bond na Euro trhu. Vyuzitie tejto prace vidime nielen vSade
tam, kde vznika potreba ocenovania derivatov urokovej miery, ale aj tam, kde
vznikla - na akademickej pode ako tvod do Stadia stochastickych modelov
urokovych mier

V budicnosti sa d& uvazovat o rozsireni tohto modelu aj o foreign exchange,
aby bolo mozZné ocenovat aj derivaty v cudzej mene.
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