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Glosar

Arbitraz: vykonanie niekol’kjch obchodov na trhu za tcelom obdrzania ga-
rantovaného bezrizikového zisku.

Brownov pohyb: stochasticky proces odvodeny od Wienerovho procesu
definovaného v kapitole 2.1.

Cap: kontrakt, ktory pravidelne vyplaca rozdiel medzi sic¢asnou trokovou
mierou a mierou definovanou pri podpise kontraktu.

Caplet: jednotliva platba capu.

Derivat: cenny papier, ktorého hodnota je zavisla (odvodend) od uz exis-
tujucich cennych papierov na trhu.

Dlhopis: cenny papier, v ktorom sa dlznik zavizuje, ze v stanovenej lehote
vyplati nominalnu hodnotu a v pripade kupénového dlhopisu, zZe navyse
bude v stanovenych lehotach vyplacat’ pravidelny trok (kupén).

Drift: koeficient pri ¢lene dt v ramci stochastického procesu.

Floor: kontrakt, ktory pravidelne vyplaca rozdiel medzi mierou definovanou
pri podpise kontraktu a sticasnou urokovou mierou; opak capu.

Forward: dohoda kupit’ alebo predat’ cenny papier v budticnosti v dohod-
nutej cene.

Forwardova miera: budica urokova miera, pomocou ktorej sa ocenuju for-
wardy.

Kontrakt: zakonne platna dohoda medzi dvoma stranami.
Kupédn: pravidelné platba vyplacana dlhopisom.

LIBOR - London Inter-Bank Offer Rate: denna skupina trokov pre roz-
licné meny a maturity.

Market price of risk - trhova cena rizika: miera navyse vynosu oproti
bezrizikovému vzhl'adom na jednotku rizika.

Maturita - doba splatnosti: diZka trvania dlhopisu, ktora urcuje, kedy
ziskame neskorsiu platbu.



Mean reversion: vlastnost’ procesu, ktora zarucuje jeho opakovany navrat
k dlhodobému priemeru.

Nominalna hodnota: hodnota dlhopisu v ¢ase maturity.

Okamzita irokova miera - overnight - short rate: turok plateny na vel-
mi kratku pozicku.

Ornstein-Uhlenbeckovej proces: proces, ktorého zakladna vlastnost’ je
mean-reversion a ma tvar dX = k(0 — X)dt + odwy.

Payoff: vyplata derivatu definovana ako nominalna hodnota minus strike
price.

Stochasticky proces: spojity proces, ktory moze byt’ rozlozeny na driftova
cast’ a Cast’ s Brownovym pohybom, tzv. stochastickii alebo ndhodnt
cast’ a jeho tvar je dX = udt + odwy.

Strike price: pevne dohodnuta cena, za ktortt moze byt’ cenny papier preda-
ny alebo kupeny vo vopred stanovenom case.

Term structure - ¢asova Struktura urokovych mier: graf zavislosti vy-
nosovej krivky na case do maturity.

Urokova miera: miera, v ktorej je plateny trok.
Volatilita: koeficient pri ¢lene dw; v ramci stochastickoého procesu.
Vynos: priemerna hodnota turoku pontkané dlhopisom.

Vynosova krivka - yield curve: graf zavislosti vynosu dlhopisu oproti jeho
dobe splatnosti.



Zoznam symbolov

« - drift procesu, ktory sleduje premenna y.
[ - funkcia urcujtca, aky vplyv ma volatilita premennej y na jej vyvoj.

0 - dlhodoby priemer trokovej miery, ku ktorému je t'ahana hodnota troku
r v pripade Ornstein-Uhlenbeckovej procesu.

A - trhova cena rizika.

i - drift stochastického procesu, ktory sleduje trokova miera 7.

p - funkcia vyjadrujtca korelaciu medzi w; a volatilitou irokovej miery 7.
o - volatilita vyvoja irokovej miery 7.

T - Cas, ktory ostava do maturity.

w - trhova cena rizika volatility.

P - cena dlhopisu.

R - spojite Grocené urokova miera.

r - okamzita urokova miera.

y - premennad, ktorej spravanie urcuje volatilitu tirokovej miery r.

(.} - spriemernenie funkcie vzhl'adom na premennt y.



Uvod

Derivaty trokovej miery si v stucasnosti jednou z najobchodovatelnejsich
foriem finanénych derivatov a preto je doélezité vediet’ ich spravne ocenit’.
Jednym z pristupov, ktory sme prezentovali aj v tejto praci, je vysvetl'ovanie
dynamiky casovej struktiry trokovych mier pomocou stochastickych proce-
sov. Cielom prace je odvodenie riesenia vSseobecného modelu term structure
so stochastickou volatilitou.

V prvej kapitole sa blizsie zoznamime so zakladnymi pojmami a vzt’ahmi,
ktoré s bezné v danej terminoldgii a budu sa vyskytovat’ v celej praci.

Druhéa kapitola poskytuje struc¢ny prehl'ad doteraz odvodenych modelov
vynosovej krivky. Vysvetl'uje zdkladny jednofaktorovy model, pri ktorom je-
dinym zdrojom neistoty je okamzita trokova miera. Objasniuje, preco je ko-
rektnejsie zaoberat’ sa viacfaktorovymi modelmi, Specidlne modelmi so sto-
chastickou volatilitou.

Deliacim ¢lankom medzi prvou a druhou cast’ou je tretia kapitola, ktora
podrobnejsie opisuje ciele prace a postup riesenia.

V stvrtej kapitole analyticky odvodime parcialnu diferencialnu rovnicu
pre cenu dlhopisu na zaklade predpokladov o procese, ktory sleduje okamzita
urokova miera. Alternativny sposob je pouzitie Feynman - Kacovho vzorca,
ktory povoluje prechod od ocakévanej hodnoty bezkupoénového dlhopisu k
tejto rovnici pri splneni urc¢itych predpokladov. Rovnaky postup d’alej vy-
uzijeme aj pri odvodeni parcialnej diferencialnej rovnice pre dvojfaktorovy
model. Tu sa za zaklad vezme proces, v ktorom okrem short-rate vystupuje
aj doplnujiica premennéa korelovana s volatilitou irokovej miery a vyznamne
vplyvajica na jej pohyby.

Zaverecna kapitola sa zaobera aproximacnou metodou, pomocou ktorej
sa da priblizne urcit’ funkcia ceny dlhpisu vyhovujtica parcidlnej diferenciél-
nej rovnici spliiajica podiatoéni a okrajové podmienky. NavySe st v nej
graficky znazornené numerické simulacie niekol’kych konkrétnych dvojfakto-
rovych modelov.

Aj touto cestou by som sa chcela pod’akovat’ vediicemu diplomovej préace
Danielovi Sevéovi¢ovi za jeho odborné vedenie, pripomienky, navrhy a za
mnozstvo ¢asu a trpezlivosti, ktoré mi venoval pri vypracovavani diplomovej
prace.



1 Derivaty urokovej miery

Derivaty urokovej miery pozname podla toho, ze ich vyplata, ¢ize payof f
je nejakym sposobom zavisla od hodnoty trokovej miery, ktora je pouzivana
ako na diskontovanie, tak aj na jej definovanie. Najvicsi rozvoj zazname-
nali v 80-tych a zaciatkom 90-tych rokov minulého storocia a v sticasnosti st
pravdepodobne najpredavanejsou triedou finan¢énych derivatov. Pri ich oce-
novani treba brat’ do ivahy rézne faktory, vd’aka ktorym je toto ocenovanie
zlozitejsie ako napriklad pri akciach, opciach alebo derivatoch vymenného
kurzu:

e Pravdepodobnostné spravanie sa jednotlivych trokovych mier je kom-
plikovanejsie nez spravanie sa ceny akcie alebo vymenného kurzu.

e Na to, aby sme vedeli ocenit’ nejaky produkt je dolezité pouzit’ model,
ktory opisuje spravanie sa celej vgnosovej krivky (tzv. Yield curve).

e Volatility réznych bodov na vynosovej krivke st rdézne. A teda modely,
ktoré opisuju vynosova krivku st spojené s pohybmi celej krivky a nie
len so zmenou jednotlivej premenne;j.

1.1 Zakladné pojmy

Zékladnym kontraktom tykajicim sa derivatov tirokovej miery je dohoda za-
platit’ ur¢ita ¢iastku v sicasnosti oproti prislubu obdrzania (zvycajne) vyssej
sumy o nejaky ¢as. V tomto pripade st postacujtce dve ¢isla na opisanie ta-
kéhoto kontraktu — dizka jeho trvania (tzv. doba vyprsania kontraktu alebo
tiez maturita), ktord urcuje, kedy ziskame neskorsiu platbu; a pomer vel’kosti
dnesnej platby k neskorsej platbe. Cas maturity zvycajne ozna¢ujeme T a
hodnotu dnesnej platby k budtcej P(0,T). Teda inymi slovami: Jednu ko-
runu v ¢ase 7' si v si¢asnosti (teda v ¢ase 0) mdzeme kupit’ za P(0,T") kortn.
Ak si predstavime tuto korunu ako derivat, ktory ma nejaka hodnotu v kaz-
dom case t mensom ako T', nazveme ju bezkuponovy dlhopis alebo discount
bond. P(t,T) je hodnota bezkupdénového dlhopisu s dobou splatnosti 7" v
case t. Nominalnou hodnotou nazyvame hodnotu, ktora ma byt’ vyplatena v
¢ase T a teda je to hodnota P(T,T). Pri discount bondoch predpokladame,
Ze nominalna hodnota je rovna jednej.

Castejsie pouzivanou formou dlhopisov je kupdnovy dlhopis teda dlho-
pis, ktory v stanovenych ¢asovych intervaloch (napr. mesacne, Stvrtrocne,
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polro¢ne, ro¢ne ... ) vyplaca stanovené ¢iastky — tzv. kupdny — a na konci
vyplati nejakt (zvycajne vyssiu) ¢iastku. Cena dlhopisu v ¢ase sa meni v
zavislosti od doby do maturity, fluktuacii Grokovej miery a inych faktorov
ako napriklad nevyrovnanych kupoénovych platieb. Kupdénovy dlhopis sa da
zostrojit’ ako portfélio bezkupdénovych, a preto budeme uvazovat’ len bezku-
pénové dlhopisy.

Cena dlhopisu P(t,T) je teda funkcia ako okamzitého ¢asu ¢, tak aj doby
splatnosti 7. Graf funkcie P(t,7T) je preto dvojdimenzionalna plocha za-
chytavajica rozliéné hodnoty ¢ a T. Pre dané fixované t = tg, graf P(t,T)
vzhl'adom na T reprezentuje ceny dlhopisov rozli¢nych maturit v ¢ase ty a vo
vSeobecnosti je to klesajuca funkcia. Tieto ceny su sice rozne, ale st navza-
jom korelované. Naopak, pre dané fixované T' = Tj je grafom funkcia, ktora
urcuje spravanie konkrétneho dlhopisu (s dobou splatnosti Tp) v kazdom ¢ase
t az do maturity.

Pri spojitom troceni je cena dlhopisu s maturitou 7' v ¢ase t rovna :

P(1,T) = ¢ H0DT0), &

kde R(t,T) je spojite trocend tdrokovd miera v Case t s dobou splatnosti v 7.

A teda plati :
logP(t,T)
t,T) = ————=. 2

Téato vizba medzi cenou dlhopisu a spojite tiro¢enou trokovou mierou nam
umoziiuje urc¢it’ krivku trokovej miery R(t,T), ak pozname cenu dlhopisu
P(t,T) v kazdom case t.

Zavislost’ R(t,T) na dobe splatonosti 7" uréuje yield curve, teda vynosovi
krivku a zavislost’ vynosovej krivky na ¢ase do maturity 1'—t sa nazyva casova
Struktira drokovych mier (alebo aj term structure). Tu treba poznamenat’,
Ze term structure je vlastne graf R(0,7") opisujici zavislost’ trokovej miery
od doby splatnosti 7" v case t = 0. V literatire sa vsak moézeme stretnut’ s
tym, Ze pojmy vynosova krivka a casova struktiura tdrokovych mier byvaja
casto zamienané.

Zaciatok term structure oznacujeme short rate alebo tiez overnight teda
urok na vel'mi kratku dobu. Udé&va netplnu informécieu o ¢asovej struktire
urokovych mier a je definovany ako :

logP(t,t + At




Na vysvetlenie tvaru vynosovej krivky bolo navrhnutyjch niekol’ko tedrii,
z nich k najznamejsim patria napriklad:

Teoria ocakavani tvrdi, Ze long-term teda dlhodoba tirokova miera sa spra-
va ako ocakévana budica short-rate. Teda ak Fy(r(s)) oznacuje o¢aké-
vani hodnotu v ¢ase ¢t okamzitej trokovej miery v ¢ase s, R(t,T) je
urcend ako

R(T) = /t Ey(r(s))ds.

Teoria rozdelenia trhu hovori, Ze kazdy predavajuci a kupujuci preferuje
in dobu splatnosti, a preto tvar vynosovej krivky bude uréeny z pod-
mienok ponuky a dopytu long-term trhu v zavislosti od podmienok
short-term trhu.

Teoria preferencie likvidity predpokladd, Ze ten, ¢o pozZi¢iava, uprednost-
nuje kratkodobé pozicky z dévodu preferencie likvidity. A teda long-
term dlhopisy maju vyssie vynosy ako kratkodobé. Rovnica pre R(t,T')
u poslednych dvoch spominanych teéorii ma nasledovny tvar:

R(,T) = ﬁ (/tT Ey(r(s))ds /tT L(s,T)ds> |

kde L(s,T) je akasi prémia dlhopisu s dobou splatnosti 7' v Case s
urcena tou ktorou tedriou a udava odchylku od tedrie ocakavani.

K najjednoduchsim finan¢nym derivatom patria okrem dlhopisov este tzv.
forwardy, teda kontrakty, kedy sa obchodujtce strany dohodnt, Ze v ¢ase T}
kapi strana A dlhopis s dobou spatnosti 75 (vdcsou ako 77) za cenu K.
Na ocenovanie forwardov sa pouziva forward rate- spojito trocena budica
trokové miera v ¢ase t na obdobie (T, T+ At) a oznacujeme ju f(t, T, T+At).
Pomer ceny dlhopisov s maturitou 7" a 7'+ At je dany vzt'ahom :

P(t, T+ At) o F T T+AD (AY)
P(t,T) .

A teda forward rate je urcena :

FET.T + An) = —29PLT+ AAt])f —logP(t,T) ”




Analogicky ako pri short rate, aj pre okamZzitu forward rate plati :

| logP(t, T + At) — logP(t, T dlogP(t, T
FT) = limagg | 222 Ai ZHUEY :_49(%( ) 5)

Dalsim prikladom ¢asto obchodovaného derivatu, hlavne v medzibanko-
vom styku, je cap. Cap je subor capletov, pricom caplet je definovany ako
kontrakt, kde vypisovatel’ vyplati kupcovi v ¢ase t(i + 1) rozdiel medzi ak-
tudlnym urokom a tirokom zvolenym v Case t(i) plus pevne dantt hodnotou
K (strike price) vynasobent dlzkou obdobia. Teda kupec sa zaist'uje voci
plateniu vyssieho troku ako si urcil, ¢o je vyhodné hlavne v pripade dlhu s
vol'nym trokom. Protikladom capu je floor, ktory zasa limituje plateny trok
zospodu.



2 Modely ¢asovej struktary urokovych mier

Urokova miera ako také je vo vieobecnosti ovplyviiovana velkym mnozstvom
rozliénych faktorov. Jednym z tych, ktoré vplyvaju na vysku troku pri de-
rivatoch, je doba splatnosti ¢ize maturita. Ako uz bolo spomenuté, zavis-
lost’ medzi vynosom bezkupoénového dlhopisu a dobou splatnosti udava term
structure alebo tiez vynosovd krivka. Body na tejto krivke urcujua vysku troku
pri urcitej dobe splatnosti v ¢ase 0. AvSak ako sa meni ¢as, menia sa aj jednot-
livé hodnoty tiroku na term structure a navyse sa zvykne menit’ aj samotny
tvar krivky. Modely, ktoré opisuju pravdepodobnostné spravanie sa vsetkych
urokovych mier a st spojené s pohybmi celej krivky pozname pod styrmi
roznymi nazvami:

yield curve modely
term structure modely
modely vynosovej krivky

modely casovej struktury urokovych mier.

Rozlisujeme dva zakladné typy modelov:

Rovnovézne (equilibrium) modely. Pri tychto modeloch je pociatoéna

term structure vystupom modelu. Nie vzdy plati, ze vystihuje dnesnt
vynosovu krivku, ¢o byva casto kritizované, avSsak tomu sa da pre-
dist’ definovanim vhodnych parametrov. Rovnovazne modely zvycajne
zacinaju predpokladmi o premennych v ekonomike. Urcia proces pre
riziko-neutralnu short-rate r a potom sa snazia vysvetlit’, ¢o tento pro-
ces implikuje pre ceny derivatov. Je ale doélezité si uvedomit’, ze toto
vsetko plati len v rizikovo - neutralnom svete. Prikladom rovnovazneho
modelu je Vasickov model [6], ktory vychadzal z predpokladu stochas-
tického vyvoja trokovej miery a bezarbitrazneho principu v ekonémii.
Dalsim je napriklad Cox, Ingersoll, Ross model [6], ktory okrem pred-
pokladov stochastického vyvoja jednej alebo viacerych premennych v
ekonomike berie do uvahy aj celkové rovnovazne podmienky a prefe-
rencie reprezentativneho investora.
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No-arbitrage (term structure consistent) modely. Od rovnovaznyh sa
lisia tym, ze povodna term structure je vstupom do modelu a teda mo-
del automaticky presne vystihuje sucasny stav. Patri sem napriklad mo-
del Ho and Lee [6], ktory sleduje pohyby vynosovej krivky, alebo Heath,
Jarrow and Morton model [6], ktory uvazuje zmeny vo forwardovych
mierach. Tento model patri do skupiny tzv. non-Markovian modelov [1],
ktoré v sebe nemaju zahrnuty Markovov proces a ich praktické vyuzitie
je vzhl'adom na ich vypoc¢tovi naroc¢nost’ znacne limitované.

Dalej sa budeme zaoberat’ rovnovaznymi modelmi.

2.1 Jednofaktorové term-structure modely

Zakladnou skupinou opisujicou derivaty trokovej miery st jednofaktorové
modely - ¢ize modely, kde vystupuje len jedna stavova premenna, ktorou je
short-rate r. Teda proces pre r dovoluje len jeden zdroj neistoty. Predpo-
kladame, ze r; sleduje spojity Markovov stochasticky proces. To implikuje,
7e pravdepodobnostné rozdelenie premennej r v 'ubovol'ne zvolenom case v
budiicnosti zavisi len od jej stcasnej hodnoty. Potom r vyhovuje rovnici:

dr = p,(r, t)dt + o, (r, t)dw, (6)

kde dr znamena zmenu uroku za casovy okamih dt, u, oznacuje drift, o,
volatilitu a dw je zmena tzv. Wienerovho procesu.

Definicia 2.1 Standardny Wienerov proces {w(t),t > 0} jet - parametricky
systém ndhodnych velicin. Plati:

e w(0)=0
e prirastky dw su navzdjom nekorelovanée v case
e E(dw) =0, teda strednd hodnota je nulovd

e var(dw) = dt, teda variancia je linedrnou funkciou casu, ¢iZe moZeme
povedat’, Ze plati: dw ~ v/ dt, kde € je nahodnd premennd s normalnym
rozdelenim.

Jednofaktorovy model implikuje, Ze vSetky tirokové miery sa pocas kratke-
ho intervalu hybu tym istym smerom, ale nemusia sa menit’ tym istym spo-
sobom. Z tohto vSak nevyplyva, Ze term-structure musi mat’ vzdy ten isty
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tvar. A hoci sa to moze zdat’ nie prilis doveryhodné, jednofaktorovy model
zachytava pomerne Siroka skalu vynosovych kriviek.

Pri konstrukcii jednofaktorovych modelov treba hl'adat’ vhodni formu pre
stochasticky proces ndhodnej premennej a teda by mali byt’ splnené nasle-
dujtce poziadavky:

e Konzistentnost’ rozsahu hodnét s pravdepodobnymi hodnotami trokov,
t.j. irok by nemal byt’ zaporny a tiez vel'mi vysoky.

o Mean-reversion - vysoké hodnoty uroku zvyknt mat’ negativny drift,
teda su CastejSie nasledované poklesom ako d’alsim rastom; naopak to
plati pre nizke hodnoty uroku. Ekonomické vysvetlenie pre tento jav
je také, ze ked’ sa zvysia troky, ekonomika sa spomali a nastava mensi
dopyt po pozickach, ¢o méa za nasledok zniZenie troku.

e Rozdielnost’ volatility tirokov na rozne obdobia - na kratsie obdobia
zvykne byt’ vyssia volatilita ako na dlhsie.

e Meniaca sa hodnota volatility s meniacou sa hodnotou short-rate.

Problém je, ze ziadny z modelov nedokéaze zachytit’ vSetky spominané
vlastnosti. Treba brat’ do tvahy, ¢o potrebujeme, teda pri konkrétnej aplikacii
tie z vlastnosti, ktoré najviac ovplyvinuji dany derivat.

Dalsimi prikladmi jednofaktorovirch modelov st okrem uZ spomenutjch
Vasickovho a CIR modelu napriklad Dothanov model, Brennan - Schwartz
model, Cox - Ingersol - Ross model premenlivej trokovej miery alebo Va-
rian¢ny model konstantnej elasticity [7].

2.2 Viacfaktorové modely term-structure

Prvotnou motivaciou pre skiimanie viacfaktorovych modelov bola skutoc-
nost’, Ze jednofaktorové modely, v ktorych (r,) je Itdov proces u¢ovany jednym
Brownovym pohybom, implikuji perfektna koreldciu medzi vystupmi dlho-
pisov vSetkych maturit, ¢o vsak protireci empirickym pozorovaniam. Podl'a
publikécie [8] sa dvojfaktorovymi modelmi zacali ako jedni z prvych zaobe-
rat’ Brennan a Schwartz v roku 1979 a ako dva faktory urcili kratkodoby
a dlhodoby priebeh trokovych mier. V roku 1984 to boli Schaefer a Sch-
wartz, ktorl uvazovali dlhodobt irokovii mieru a rozpétie medzi dlhodobou
a kratkodobou urokovou mierou. Heath, Jarrow a Morton sa zaoberali hlavne
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forwardmi a v roku 1988 urcili dva faktory, ktoré ovplyvnuju vsetky forwar-
dové miery. Cox, Ingersoll a Ross takisto rozsirili svoj jednofaktorovy model
o druht rovnicu, ktorou bol exogénne urceny proces pre inflaciu. Tento model
je aj najblizsi Longsaff a Schwartz modelu z roku 1992, ktori ako druhy fak-
tor urcili okamziti odchylku zmien trokovej miery. Vyhoda takéhoto modelu
je v tom, Ze cena dlhpisu potom v sebe zahrnuje sticasntt hodnotu trokovej
miery ako aj sicasnu hodnotu volatility tirokovej miery.

Pre ocenovanie niektorych derivatov tirokovej miery je vd’aka svojej kon-
strukcii vyhodny model Brace, Gatarek, Musiela [16]. Poskytuje explicitné
vzorce a jeho velkou vyhodou je to, ze v niom priamo vystupuja forwardové
LIBOR (London Interbank Offered Rate) miery, teda veli¢iny priamo pozo-
rované na trhu. Hlavnou motivaciou pre vznik tohto modelu bola trhova prax
ocenovania capov a byva casto vyzdvihovany kvoli tomu, ze ceny derivatov
pod nim sa do znacnej miery zhoduja s praxou obchodnikov.

2.3 Modely so stochastickou volatilitou

Modely so stochastickou volatilitou, v ktorych druhy nédhodny proces ur-
cuje stochasticki cast’ short-rate, stt obl'ibenymi prikladmi dvojfaktorovych
modelov. Pre spomenuty d’alsi ndhodny dej sa vicS$inou pouziva oznacenie
volatilitu - riadiaci proces. V skutocnosti druhy faktor nemusi byt’ okamzita
standardna odchylka zmien short-rate, ale je jasné, ze volatilita je dolezita
premennd pri urc¢ovani cien derivatu a z empirickej skisenosti je evidentna
nahodnost’ jej zmien.

Modely pre stochastickl volatilitu trokovych mier st ¢asto motivované
ich neskorsim vplyvom na vysvetl'ovany tvar a pohyby vynosovej krivky. Stali
sa popularnymi pri ocenovani derivatov na akciovych trhoch od krachu v roku
1987, kedy sa tiez zacal CastejSie pouzivat’ termin implikované volatilita.

Prvotné pokusy, ako vclenit’ nahodnt volatilitu, boli zahrnut’ velkost’
odchylky do samotnej hodnoty short-rate. Andersen a Lund v roku 1997
za zéklad vzali jednofaktorovy model (16)

dr = k(0 — r(t))dt + sr'dw.
Pre n = 1/2 je to uz spominany Cox-Ingersoll-Ross model, avSak ak hodnotu
n urovali z dat, zistili, Ze je jednoznacne vicsia ako jedna (priblizne 3/2).
Uviedli, ze hodnoty 7 st blizsie k 1/2 a citlivost’ hodnoty short-rate na zmenu

odchylky sa zmensi, ak ¢ je zadané ako stochasticky proces (;)¢>0. Nevyhodou
je nutnost’ zavedenia d’alSieho faktora.

13



V roku 2001 bola zverejnend praca ”Stochastic Volatility Corrections
for Interest Rate Derivatives” [2], v ktorej autori Cotton, Foque, Papani-
colaou a Sircar Studovali jednoduché modely urokovej miery ako napriklad
Vagickov a CIR, kde zdkladnou vlastnost’ou procesu pre short-rate (r;) bola
mean-reversion. Zistili, ze pridanie stochastickej volatility, ktorej miera mean-
reversie bola ovel'a vyssia, vyznamne ovplyviuje tvar vynosovej krivky. Teda
stava sa nastrojom, ktory dokaze efektivne a pomerne jednoducho kalibrovat’
tato krivku.

V préci [2] autori rozsirili jednofaktorovy Vasickov model [6] pridanim sto-
chastickej volatility. Tato bola definovana ako funkcia f(y;) ergodického pro-
cesu (y;). Zakladné vlastnost’ tohto procesu bola, podobne ako pre (r;), mean-
reversion. Na odvodenie pouzili dvojdimenzionalny Feynman-Kacov vzorec
[10], ktory urc¢uje prechod od ocakavanej ceny bezkupénového dlhopisu k
parcialnej diferencialnej rovnici, ktorej riesenim je prave tato cena.
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3 Ciele prace

Pri konstrukcii modelov ocenujucich derivaty irokovych mier je vel'mi dole-
zité brat’ do tvahy nadhodné pohyby turokovej miery. Ku koneénému zaveru
ako by sa tento problém dal riesit’, sa stale nedospelo, hoci uz bolo publiko-
vanych vel'a prac. Nasim cielom je odvodenie v§eobecného modelu s ndhodne
sa meniacou volatilitou. Vzhl'adom na to, Ze sme tito stochastick volatilitu
zahrnuli do druhého faktora, vytvarame vlastne dvojfaktorovy model.

Zovseobecnime zakladné predpoklady o procese (14, ;) a odvodime ana-
lyticky parcialnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P. Nesmieme zabt-
dat’, Ze y; nie je priamo pozorovatel'na premennd a preto po odvodeni rovnice
musime najst’ sposob, ako ju znova takpovediac skryt’ pomocou vhodného za-
pisu.

Co to znamend skryt4 premenna? Je to faktor, ktory ovplyviiuje tirokovii
mieru, ale nevieme ho presne ur¢it’. (MoZeme si predstavit’, Ze je to napriklad
teplota kavy, ktorti burzovy maklér rdno vypije.) Cize cena dlhopisu P je ako
¢ierna skrinka, do ktorej pozname vstup a vystup (hodnota troku r a cas
7), ale vnutri nej je dolezitym faktorom nepozorovatelnd premennd y. Prave
pre tuto jej dolezitost’ ju nemozeme jednoducho zanedbat’, a preto budeme
hl'adat’ vyslednt cenu dlhopisu pomocou priemeru vzhl'adom na premennt y
z vystupov tejto ”c¢iernej skrinky”.

V ramci snahy o zachovanie ¢o mozno najviac stupnov volnosti nebu-
deme hladat’ rovnicu pre cenu dlhopisu v nejakom konkrétnom tvare. Pre
skrytt premennu y najdeme casovi skalu odlisntu od tej, v ktorej sa pohy-
buje premennéa r. Tato kratsia casova skala ma zrejmé vysvetlenie napriklad
vtedy, ak za y vezmeme okamzitti irokova mieru, ktora sa meni v priebehu
niekol’kych sektind a vo vSeobecnosti je povazovana za nepozorovatelnu fi-
nancnu veli¢inu.
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4 Matematické modelovanie jedno a viacfak-
torovych modelov

Matematické modelovanie term-structure modelov sa skladéa z dvoch zaklad-
nych krokov. Prvym je odvodenie parcidlnej diferencidlnej rovnice pre cenu
dlhopisu P na zaklade procesu, ktory sleduje trokova miera r. Druhym a
urcite narocnejsim je ndjdenie funkcie P, ktora by vyhovovala tejto rovnici
a zaroveil spliala pocdiatotné a okrajové podmienky.

4.1 Odvodenie vseobecného jednofaktorového modelu

Odvodenie jednotlivych typov modelov spolu s explicitnymi rieSeniami vysled-
nej parcialnej diferencialnej rovnice mézeme najst’ napriklad v publikacii Y.
K. Kwoka [7]. Kvoli jasnejsiemu pochopeniu vykladu v kapitole 4.3 uvddzame
odvodenie rovnice vSeobecného jednofaktorového modelu.

Cena dlhopisu, ktorti sme si oznaclili P, zavisi od casu, v ktorom sa
nachiddzame, doby splatnosti dlhopisu a tirokovej miery. Plati: P = P(¢,T,r).
Maéame teda funkciu troch premennych, pricom samotnéa premenna r zavisi od
¢asu t. Na odvodenie diferencidlu P pouzijeme Itoovu lemu (4.1).

Lema 4.1 (Itéova lema) Nech f(x,t) je hladkd funkcia premenngch z, t,
pricom premennd x je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice

de = p(z,t)dt + o(x,t)dw,

kde dw je diferencial Wienerovho procesu. Potom prvy diferencidl funkcie f
je dany vzt'ahom:

of

5?2
df = (af w(z, )a—f—l—é (x,t)axf) dt+o (:U,t)a—xdw.

KedZe premenna r vyhovuje stochastickej rovnici (6), pre diferencial P

plati:
opr 3P 1 82 oP

Ked’ si drift diferencialu P oznacime i a volatilitu v, dostaneme rovnicu

dP = Ji(t, T)dt + (¢, T)dw. (8)
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Dalsim krokom je zostavenie porfélia 7 pozostavajiceho z jedného dlhopisu
s dobou splatnosti 77 a v dlhopisov s dobou splatnosti 75. Toto ma umoznit’
rizikovo-averznému investorovi zabezpecit’ svoje portfélio tak, aby minimali-
zoval riziko. Teda investor si urc¢uje pomer v podl’a jeho osobnych preferencii
a situacie na trhu.

=P (t,T1,r) + vP(t, Ty, 1) (9)
Zmena hodnoty portfélia za casovy tusek dt je
dr = dP, + vd P,
a to po dosadeni z rovnice (8) a uprave dava:
dm = (fin + ypz)dt + (1 + y2)dw. (10)

Ak chceme odstranit’ ndhodny ¢len (majic na paméti princip averzie k riziku)
polozime

/171 + 752 =0.
Teda ked’ volime _
S (11)
’y ;2 )

dr = (ﬁl — :—u2> dt. (12)

Hodnota portfélia je vlastne urcovana deterministicky a musi byt’ rovna hod-
note, ktori by sme dostali vlozenim do banky pri spojitom trokovani, inak
by vznikla moznost’ pre arbitraz. A teda plati

dr =rndt =r (P1 - ?Pg) dt. (13)
1)
Spojenim vzt'ahov (12) a (13) a néaslednou upravou dostavame rovnost’

rPy—qp1 1Py — o

n )
KedZze dlhopisy P, a P, sa lisili len dobou splatnosti, vidime, ze veli¢ina

AET) = ﬁ(t,T);—(Z(j{))P(t,T)

(14)
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nezavisi na dobe splatnosti 7. Nazyva sa trhovd cena rizika alebo mar-
ket price of risk a vyjadruje mieru vynosu navySe (oproti bezrizikovému)
vzhl'adom na jednotku rizika.

Spojenim vzt'ahov (7), (8) a (14) dostavame:

~ oP
v = O'TE
o= )\O’a—P—i-?”P:a—P—i-,ua—P—i-lUZaz—P
"or ot "or 27" or?’
Az toho oP oP 1 ,0°P
E+(Mr—)\0r)w+§afw—7"]3:0, (15)

¢o je parcialna diferencialna rovnica urcujica vseobecny jednofaktorovy mo-
del.

Konkrétne typy modelov sa rozlisuju v zavislosti od funkcii p,.(r, t), o,.(r, t)
a A(r,t). K najviac pouzivanym patria modely, ktoré za zaklad bert mean-
reversion. Alebo inak povedané, kde proces pre r sleduje tzv. Ornstein-
Uhlenbeckovej proces. Vtedy ma drift tvar:

HT(ra t) = ’%(9 - T(t)),
kde k a 0 st konstanty. Funkcia o,(r,t) zvykne byt’ v tvare:
op(r,t) =cr’,

kde n je konstanta.
Ked' tieto rovnosti dosadime do rovnice (6), dostaneme rovnicu jednofak-
torového modelu
dr = k(0 — r(t))dt + ¢r'dw, (16)

ktora nam hovori, zZe irokova miera r je t'ahana k hodnote 6 a miera, akou
sa toto deje je rovna hodnote k. ¢r7 udava nahodny Sum, ktory sa na toto
nabal'uje (Obrazok 1).

K najjednoduchsim modelom ocenovania finanénych derivatov patria uz
spomenuté Vasickov a Cox-Ingersoll-Ross modely ([6], [7]). Za¢inaji od rov-
nice (16), pricom sa lisia funkciou o,, teda vlastne hodnotou 7. U Vasicka je
1 = 0. Tento model je ¢asto kritizovany kvéli tomu, ze povol'uje aj negativne
urokové miery. Cox, Ingersoll a Ross sa tomu snazili predist’ tym, ze ndhodna
¢ast’ ma Standardnt odchylku proporcionalnu odmocnine z r. Teda

1
n= 5 = O-T(Tut) = §\/F7
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Obr. 1: Urokové miera sledujiica Ornstein-Uhlenbeckovej proces bez stochas-
tickej Casti (vI'avo) a so stochastickou ¢ast'ou (vpravo), pricom 6 = 6.

kde ¢ je konstanta nie nutne rovna Vasickovej. To znamena, ze ako stupa r,
stipa aj standardna odchylka.

Pre tplnost’ este treba uviest’ hodnoty funkcie A(r,t), ktorymi sa tieto
dva modely takisto lisia. Vo Vasickovom modeli je A rovné A\g. V pripade
CIR modelu plati A(r,t) = %)\0\/7_", kde Ay je konstanta odlisna pre kazdy z
modelov.

Explicitné rieSenie tychto modelov hl'adali autori v tvare

Pt,T,r) = A(t,T)e BEDr®,

kde A(t,T) a B(t,T) st konkrétne funkcie urc¢ené pre obidva modely. Odvo-
denie mozeme najst’ napriklad v préci [15].

4.2 Vseobecny model so stochastickou volatilitou

Ako uz bolo spomenuté, ide nam o odvodenie riesenia pre cenu dlhopisu
P, ak predpokladame, ze iirokova miera sleduje stochasticky proces, ktorého
volatilita je navyse tiez stochasticka.

Definicia 4.1 Oznacme (r;) proces, ktory sleduje okamziti drokovi mieru
pre dvojfaktorovy model s prislichajicim driftom u(t,r,y) a volatilitou o (t,r,y),
ktord je ohranicend. Nech (y;) je proces uréujuci volatilitu s driftom a(t,r,y).
B(t,r,y) je ohranicend funkcia a w; a z su nezdvislé Wienerove procesy
(2.1). p(t,r,y) je funkcia, ktord vyjadruje koreldciu medzi w; a volatilitou r,

a v kazZdom bode pre niu plati |p(t,r,y)| < 1.
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Potom proces (ry,y;) vyhovuje sustave
dry = p(t,r,y)dt+o(t,r,y)dw, (17)
dy; = a(t,r,y)dt + B(t,r,y) (p(t, roy)dw, + /1 — p2(t,r, y)dzt> :

V d’alsom budeme pouzivat’ skrateny zapis (napr. u(t,r,y) = p) majic
na pamiiti, ze funkcie z definicie (4.1) st zavislé od (¢,r,y).

4.3 Odvodenie PDR pre model so stochastickou volati-
litou

V kapitole 4.1 sme ukazali odvodenie parcialnej diferencidlnej rovnice pre

vseobecny jednofaktorovy model. V tejto kapitole pouzijeme podobny postup

za pomoci modifikovanych predpokladov a viacrozmernej It6ovej lemy.
Cena dlhopisu P v tomto pripade zavisi aj od (y;) a teda plati:

P=P(tT,rvy).

Na odvodenie diferencialu funkcie P pouzijeme Itéovu lemu (4.2) pre funkciu
viac premennych prevzati z [7].

Lema 4.2 (Itéova lema pre viacrozmerné funkcie) Nech f(X,t): R" X R —
R je hladka funkcia n+1 premennych X = (x1,...,x,) at; pricom premennd
X riesi sustavu stochastickych diferencidlnych rovnic

dX = T (X, t)dt + S(X, t)dW,

kde dW oznacuje vektor diferencidlov navzdjom nezdvislych Wienerovych pro-
cesov W = (wy, ..., wy); WeR™ a ¥ = {0i;}};-,. Teda pre kazdé i = 1..n; z;
vyhovuje stochastickej diferencidalne; rovnici

k=1
Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vzt'ahom:

df = (g—{+%2:v2fz) dt + V fdX,

kde V f oznacuje gradient funkcie f a ¥ : V2 f8 =37"_, % Y re Oik Ok
P 10T

20



V nasom pripade teda mame

oP oP oP o0?pP 82P o0?P
P="—dt+—dr+—dy+—- | = 1
d (‘%dt adr ady (a2dr ad7“dy+82dy),(8)

(9
alebo v stlade s notaciou z lemy (4.2) ( ) ( 7 0 )
v z .
Y Bp B\1—p?

Po dosadeni ststavy (17) a naslednej uprave to dava

1 ,0°P 1, 2P
(9t+’u8 +a ay—l—iaw —ﬁ—+ﬁp0(try)

oP 8P

Rovnicu (19) mdzeme prepisat’ do nasledujiceho tvaru:

oP oP oP

dP:(

dP = pdt + vdw; + pdz;. (20)

Podobne ako pri jednofaktorovom modeli, zostrojime portfélio, ktoré vsak
tentokrat bude pozostavat’ z jedného dlhopisu s dobou splatnosti 77, v dlho-
pisov s dobou splatnosti 75 a ¢ dlhopisov s dobou splatnosti T3.

™= P1<t7 T17 T, y) + ’}/Pg(t, T2) r, y) + 5P3(t7 T37 r, y) (21)
Zmena hodnoty portfélia za casovy tsek dt je

dm = dP1+’7dP2+5dP3 (22)
= (1 + yfiz2 + 0fi3)dt + (V1 + Y2 + 6v3)dwy + (1 + VP2 + 093)dz.
Stochastické ¢leny sa nam podari odstranit’ po vyrieseni stistavy dvoch rovnic
D+ +ous = 0
P1+7¢2+ 003 = 0,
ked’ polozime
V31 — 13
Vo P3 — V32
V192 — b1
Vap3 — V32
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Opét’ sme ziskali deterministické portfélio, ktorého zmena za ¢asové obdobie
dt je dana
dm = mrdt.

Nech parametre A a w (nezavislé od doby splatnosti dlhopisov), o ktorych
predpokladame, Ze st ohranicené, si urcené nasledovne

=P WE
Atry) = E—=—"=F
v
S P \D
w(t,ryy) = por = A
¥
Potom plati:
L—rP =0+ wp. (25)

Funkcia \ je market price of risk a w sa zvykne nazyvat’ aj market price
of volatility risk teda trhova cena rizika volatility.

Spojenim vzt'ahov (19), (20) a (25) dostavame vyslednt parcidlnu dife-
rencialnu rovnicu pre model so stochastickou volatilitou.

oP oP
0 = e + (p — )\o)a——l—<a—)\ﬁp wB\/1—p >

1 ,0°P 9 P o?pP
—a £ —6 ﬁpaa o —rP (26)
Trividlnymi tpravami mozeme rovnicu previest’ na tvar:
oP ) -
o +div (AVP) +bVP —rP =0, (27)

kde VP = (a—P a—P) je gradient funkcie ceny dlhopisu P. Matica A je dana

Alt,ry) =

( o* PBpo . , : . P
3 a div je operator divergencie. Zaujimavé je si

Bpo B2
vEimnat', Ze maticu A moZzeme ziskat’ aj ako A = {X¥7, kde ¥ = {o;}7;_,,

(pozri lemu (4.2)). Vektor b je uréeny nasledovne:

g(t ) ©w— \o — 0’ . 1 a(ﬁPU)
YY) = o(
a—Adp — wwi 5 3 25
Pri urcovani ceny dlhopisu nie je ani tak dolezrcy okamiity ¢as a samotna
maturita, ako to, aky Cas ostava do maturity a preto logickym krokom bude
transforméacia casu

T=T—1.
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Plati
or 0P

ot or
a kedZe v ostatnych c¢lenoch sa derivacia podla casu nevyskytuje, jedinou
zmenou vo vyslednej rovnici (26) bude zaporné znamienko pred tymto ¢le-
nom. Teda aj rovnicu (27) mdZzeme prepisat’ do tvaru:

P -
_g_ + div(AVP) + VP —rP =0, (28)
T

¢o predstavuje parcidlnu diferencidlnu rovnicu parabolického typu.
Nagou tilohou je najst’ funkciu P, ktord riesi rovnicu (28) a spliia nasle-
dovnu pociato¢ni a okrajové podmienky:

PO,r,y) = 1, preVr > 0,Vy € R,
P(r,0,y) = 1,
P(r,4+00,y) = 0, preVy € R.
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5 Dvojfaktorové modely s ré6znymi casovymi
skalami

V predchadzajicej kapitole sme odvodili parcidlnu diferencialnu rovnicu pre
model so stochastickou volatilitou (4.1), kde vystupovalo y ako skryta pre-
menna. Teraz si y predstavime ako veli¢inu, ktora sa pohybuje v inej, respek-
tive kratsej, casovej skale ako pozorovatelna premenna r. Vhodnym prikla-
dom je uz spominany okamzity trok, ktory sa meni, povedzme, v minutach,
kym overnight r v dnoch.

Nech teraz ¢ je t4 casova skala, v ktorej sa pohybuje skrytd premenna
y (8kélu, v ktorej sa meni premennd r povazujeme za jednotkovi), pri¢om
plati 0 < ¢ < 1. Ako si neskdr ukazeme na grafoch, hrani¢na hodnota € = 1
zabezpeci, ze obidva procesy sa pohybuji v rovnakej casovej skale.

Teda proces (17) pre (74, y:) modzeme zapisat’ v nasledovnom tvare:

dr = pdt + odw, (29)

1 1
dy = gadt + %ﬁ <pdwt + 11— p2d2t> :

5.1 Numerické simulacie dvojfaktorovych modelov

V tejto casti si graficky ukdzeme spravanie sa premennych r a y v zavislosti
od funkeii vystupujtcich v procese (29).

Pre zjednodusenie predpokladame, ze funkcia i, teda drift prislichajuci k
r, ma tvar Ornstein-Uhlenbeckovej procesu (16) p = k(6 — r). Od konstanty
k zavisi, ako rychlo sa hodnota r priblizi k hodnote # a v nasom pripade je
rovna 1. Pre funkciu 6 plati

0 = 6y + 0.2y, (30)

pricom 6y = 6.0.
o predstavujuca volatilitu vyvoja arokovej miery r méa tvar

a:0.1<1+ Y ) (31)

1+y?

¢ize zavisi explicitne len od y.
Pomocou programu, ktory sa nachadza v prilohe, sme namodelovali roz-
licné formy procesu pre y. Kazdy pripad pozostava z piatich grafov: Prvy
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opisuje zavislost’ troku r (v percentach) od ¢asu a druhy y od ¢asu. Treti
na osi X zaznamenava hodnoty y a na osi y hodnoty r. Ukazuje vlastne,
ktoré dvojice hodnot st najpravdepodobnejsie. Na stvrtom vidime histogram
zostaveny z hodnot aroku r a na poslednom histogram rozdelenia premennej
y. Teda ta hodnota, kde je najvyssia pocetnost’, sa vyskytuje najcastejsie.
Grafy (2), (3), (4) a (5) opisuju situéciu, kedy drift procesu pre y ma
vlastnost’ mean-reversie a ¥y ma v tomto pripade tendenciu ist’ k hodnote 0.

Obrazok 2: Proces pre y nemé stochasticku cast’, teda hodnota y sa za
urc¢ity casovy okamih ustali na nule. Pre r to implikuje to, ze po tomto
kratkom case méa proces pre r konstantu volatilitu.

Obrazok 3: Volatilita r, ¢ize o, je explicitne zavisla navyse aj od samotného

Y

uroku r, konkrétne o = 0.1 (1 + e

.....

) \/7. V porovnani s Obrazkom

dostal aj pod hranicu 6 %, ¢o bolo v pripade predchadzajticeho obrazku
zriedkavé.

Vrat'me sa spit’ k funkeii o definovanej vzt’ahom (31).

Obrazok 4: Stochasticka ¢ast’ procesu pre y méa tvar ako v definicii (4.1),
pricom predpokladame, ze funkcie 3 a p st konstanty. Cim viicsia je

.....

.....

volatilitou procesu pre r. (Pozn. Pripad z Obrazku 2 nastava, ked’ g =

0.)

Obrazok 5: y sa pohybuje v kratSej ¢asovej skdle ako r (model (29)), kon-
krétne ¢ = 0.2. To znamend, Ze ak r sa meni v dnoch, y priblizne
kazdych 5 hodin. (Pozn. Pripad z Obréazku 4 zachytéava situaciu, kedy
e=1.)

Priklady (2), (3), (4) a (5) maja ta vyhodu, Ze oblast’ zvySenej koncen-
tracie hodndt r a y v tretich grafoch bola pomerne dobre ohranic¢ena a prave
jedna. Bolo to zabezpecené tvarom funkcie o, ktora mala prave jeden staci-
onarny bod, ktory zaist'oval stabilitu riesenia.

Dalej si ukadZeme, Ze pri inom zadefinovani funkcie o méze nastat’ pripad,
kedy dostaneme viac oblasti zvyseného vyskytu hodndt r a y.
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Obrazok 6: Funkcia a ma tvar a = —y(0,5 — y)(1 — y), ¢o zabezpecuje
existenciu dvoch stabilnych stacionarnych bodov y = 0 a y = 1. Kaz-
dému z tychto bodov prislicha ind hodnota troku. Ak y = 0, r sa blizi
k hodnote 6 a v pripade y = 1 plati »r = 6.2. MdZeme sa o tom pre-
sved¢it’ dosadenim do rovnosti (30). V tret'om obrazku sme ziskali dve
oblasti, pricom pravdepodobnost’, Ze bod patri do jednej z nich, je %
Preukazali sme to pomocou histogramu zo Stvrtého obrazku. Nech ¢
je z intervalu (0; %32 = 0.1). V nasledujicej tabulke st zaznamenané
pravdepodobnosti, ze sa hodnota troku r nachadza v intervale 6 + ¢,
respektive 6.2 £ 9.

d |Pre(6—05,6+9))|P(re(6.2—07562+0))
0.005 0.10 0.09
0.010 0.27 0.23
0.036 0.30 0.28
0.050 0.38 0.41
0.100 0.49 0.51

Dolezitym faktorom v takomto pripade je hodnota (3. Keby totiz vplyv
nahodnej zlozky nebol dostatoc¢ne vysoky, hodnota y by sa ustalila v
jednom zo stacionarnych bodov a takpovediac neskdkala by z jedného
na druhy.

5.2 Aproximacia riesenia PDR

Vo vsetkych doposial’ uvedenych rovniciach sa vyskytovala cena dlhopisu P
ako funkcia zavisla od ¢asu 7, Giroku r a volatilitu riadiaceho procesu y. Cas do
maturity a irokovi mieru moézeme priamo pozorovat’, kym y ostava skryté.
Predstavme si cenu dlhopisu P ako vodu, ktord vtekd do potrubia. Vnitri
potrubia na nu vplyvaju deje, ktoré sami o sebe nie st pre nas relevantné. My
potrebujeme vediet’ len to, aky je vytok z potrubia, teda akési spriemernenie
efektu tychto dejov na vyslednti hodnotu.

Ak (.) oznacuje stredni hodnotu funkcie (¢o je prave to Zelané spriemer-
nenie), potom (P(7,r,y)) vzhladom na premennt y mozeme urcit’ napriklad
+o0
Pl = [ GwPEry,

— 00

pricom funkcia G(y) > 0, pre vSetky y a plati f_Jr;o G(y) = L.
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Ked’Ze takto aproximovana hodnota ceny dlhopisu P uz nebude explicitne
zavisiet’ na y, zavedme oznacenie: (P(7,7,y)) = U(7,7).
Spriemernime rovnicu (26).

R R (e T

1 ,0°P 1 _,0*P o0*P
—0°—— -3 —— — (rP). 32
<20 8r2>+<25 0y? * ﬁpa@r@y () (32)
Nésledne vyuzijeme vetu (5.1), ktorej dokaz mozeme najst’ napriklad v
publikécii [5].

Veta 5.1 Nech f, g si ohranicené funkcie a symbol (.) oznacuje stredni
hodnotu. Potom plati

{(fg) = (F)lg) +{(f = (D9 = (9)-

Rovnica (32) mé po upravach tvar:

0 = 2w ) D4 Lol (33
b (=0 == (G- 50 ) ) - (O - e - @G

+3{e -0 (G - 5% ) - 5o -GS

+ (@M= oIV T= 7 - fa = Adp - BV T= )G )

L1 <(52 _ (g?))%> + <(5p0 - <ﬁp0>>§:§;> :

2

Je uzitofné si vSimnuat’, ze v prvom riadku rovnice (33) vystupujua len
spriemernené ¢leny (nezévisiace od y), a preto tato Cast’ vlastne opisuje vse-
obecny jednofaktorovy model (15). Ostatné ¢leny rovnice s rozdielmi medzi
skutoc¢nou a spriemernenou hodnotou tej ktorej funkcie. Teda v pripade, ze
vSetky tieto rozdiely st zanedbatelne malé, mozeme ako aproximaciu ceny
P brat’ hodnotu ¥ ako riesenie jednofaktorového modelu.

Jasnejsie vysvetlenie sa d4 najst’ v grafoch z kapitoly 5.1 (Napr. Obrazok
5). V pripade, Ze sa trok r nachadza v intervale, kde je koncentracia bodov
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vysoké (tam niekde sa nachadza priemer vSetkych hodnot a teda rozdiely su
zanedbatelné), hodnota y sa da pre konkrétne r urcit’ ako priemer, t.j. uro-
bime ¢iaru rovnobeznu s osou x, s¢itame hodnoty y leziace na nej, vydelime
ich po¢tom a d’alej uz berieme y ako konstantu.

Autori v préci [2] uvadzaju, ze ak ma funkcia o tvar Ornstein-Uhlenbecko-
vej procesu o = a(m — y;), potom (y;) je ergodicky proces (méa ta vlastnost’,
ze z kratSich tsekov je mozno analyzovat’ priebeh celého deja) s normal-

nym rozdelenim A <m, %), ktoré modeluje mean-reversiu volatility. Pomo-

cou asymptotickej aproximacie urcia, ze cena dlhopisu P sa v takomto pri-
pade d4 aproximovat’ hodnotou ¥ plus korekény ¢len, ktory ma tvar /e0;.
Ked’ spriemernia koeficienty pomocou aritmetického priemeru, upravena cena
dlhopisu P mé tvar P(7,7,y) ~ A(T) (1 + D(7)) B kde D je faktor radu
1/y/a. Na zéaklade toho dokézali, ze chyba aproximdcie je najviac radu 1/a.

Uvedieme si tu zakladné kroky na ceste k explicitnému rieseniu, pricom
podrobnejsie vysvetlenie aproximacnych metéd, ktoré sa daja vyuzit’ pri rie-
Seni parcidlnych diferencidlnych rovnic, sa da najst’ v publikécii [14] alebo
9].

Zapiseme funkciu ceny dlhopisu P(7,r,y) v tvare nekonecného radu.

P(r,ry) = ePi(r,ry), (34)
=0

kde 0 < € < 1. Dosadime do rovnice (26), avSak nesmieme zabidat’ na to,
ze za zaklad berieme proces (29). Predpokladdme d’alej, ze ono ¥ z rovnice
(33) je v nasom pripade Py, pri ktorom jedinom sa v zépise (34) vyskytoval
¢len € v nultom rade. Porovnavanim hodnot pri koeficientoch € toho ktorého
radu a postupnymi Gpravami prideme k vysledku, ze ani ostatné cleny P; nie
st explicitne zavislé od y a teda mozeme ich zapisovat’ pomocou ¥,.

Co vsak v pripade napriklad Obrazku 6, ked’ je oblasti zvysenej koncen-
tracie hodnot viac? Toto sa da zohl'adnit’ dvoma spdsobmi. Prvym je akoby
vyrieSenie niekol’kych navzajom nezavislych rovnic. Urc¢ime aproximéciu pre
kazdu z oblasti a vysledok bude v podmienenom tvare: Ak je urok r v inter-
vale (r1;r2) vezmi aproximaciu 1. V pripade intervalu (r3;r4) aproximaciu
2, atd’..

Druhou moznost'ou je uvedomit’ si, ze pokial’ mame n oblasti, pravde-
podobnost’, Ze vysledné riesenie sa nachadza v i-tej oblasti je p; a plati
> or,pi = 1. Teda vyslednou aproximaciou pre P bude takisto ¥, avsak
urcenie korekéného clena bude zlozitejsie.
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Ked’ sme uz dospeli ku kone¢nej aproximécii ceny dlhopisu P (teda vy-
riesili sme rovnicu (28)), potrebujeme este vediet’, ako spriemernit’ jednotlivé
funkcie zavisiace od y. Ozna¢me hodnotu premennej y v i-tej oblasti y;. Riese-
nim je prejst’ od y, ktoré prebieha vSetky redlne cisla, k y, ktoré sa vyskytuje
len v jednej z urcitych n hodnot, ktoré st dané spominanymi oblast’ami. Teda
v ={y1,Y2, .-, Yn} s prislichajicimi pravdepodobnost’ami py, ..., p,.

Ak f(y) je funkcia, ktori potrebujeme aproximovat’, najjednoduchsim
spriemernenim bude

(f(y) = me(yi). (35)

Tu treba pripomenit’, Ze moznost’ prave takéhoto spriemernenia (35) je
len hypotézou, o ktorej by sa dalo diskutovat’ na priestore ovel’a SirSom, ako
poskytuje tato praca.
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Zaver

Modely derivatov tirokovej miery moézeme rozdelit’ podl'a niekol’kych kritérii
do viacerych skupin. V tejto praci sme sa zaoberali rovnovaznymi modelmi
typu Vasicek a CIR, ktoré skiimaju okamzitti tirokovti mieru a jej vplyv na
ceny dlhopisov.

Postup pri modelovani vynosovej krivky sa zda byt pomerne jednoduchy.
Staci poznat’ cenu dlhopisu v kazdom case, dosadit’ do vzorca, ktory vyjadri
spojite uroc¢eni trokovi mieru (vynos) a mozeme kreslit’. Zlozitejsie je to
so samotnym vyjadrenim cien dlhopisov, kedZze trok sam o sebe je t’azko
predvidatelny.

V nasej praci sme od vSeobecnych jednofaktorovych modelov trokovej
miery presli k dvojfaktorovému. Druhym faktorom - alebo inak povedané
zdrojom neistoty - bol stochasticky proces, ktory vyznamne vplyval na irok
a bol korelovany s jeho volatilitou. Nazvali sme ho skrytou premennou a
nechali sa pohybovat’ v kratsej casovej skale ako pévodnu trokovii mieru.

Prinos spociva v tom, ze sme navrhli rieSenie vSseobecného modelu, ked’ze
ziadna z funkcii, ktoré sa tam vyskytuji, nie je konkrétne zadana. Otvore-
nou otazkou vsak ostava najdenie spravnej spriemernovacej funkcie, ktora by
ich dokazala aproximovat’ s minimalnym vplyvom na korektnost’ vyslednej
funkcie ceny dlhopisu.
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Priloha

Program na generovanie grafov uvedenych v kapitole 5.1. Na jeho spustenie
je potrebny program Mathematica.
Simulacie systému stochastickych diferencidlnych rovnic v tvare:

dx=m[x,y,tldt+s[x,y,t]dW
dy=alx,y,tldt/eps+b[x,y,t] (rodW+Sqrt[1-ro~2]dZ) /Sqrt [eps]

na intervale [0,T] s po¢tom deliacich bodov: pocet.
Program:

<<Statistics‘ContinuousDistributions®;
<<Graphics‘Graphics‘;
<<Statistics‘DataManipulation‘;
<<Statistics‘DescriptiveStatistics‘;

T=20.; pocet=2000; tau=T/pocet; ro=0.9; eps=0.5; rnula=6.;

thetaly_]:= rnula+ 0.2 y; derthetaly_]=D[thetaly],y];

mlx_,y_,t_]:= thetaly]l-x;
slx_,y_,t_1:=0.1(1+ y/(1+y~2));
alx_,y_,t_1:= -y;

blx_,y_,t_l:=1.;
xnula=6.1; ynula=0.51;

X={{0, xnulal}}; xst=xnula;
Y={{0, ynulal}}; yst=ynula;

For[i=1, i<=pocet, 1, {
nahodX=Random[NormalDistribution[0,taul];
nahodY=Random[NormalDistribution[0,taul];
dX=m[xst,yst,ixtaul] *tau+s[xst,yst,i*tau]*nahodX;
dY=(1./eps)*alxst,yst,i*taul *tau+(1./Sqrt [eps])*
b[xst,yst,i*taul * (ro*nahodX+Sqrt [1-ro~2]*nahodY) ;
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xst=xst+dX; X=Join[X, {{i*tau, xst}}];
yst=yst+dY; Y=Joinl[Y, {{i*tau, yst}}];
i++; };

minimalna=Min[Table[X[[i]] [[2]], {i,1,pocet}]];
maximalna=Max [Table[X[[i]] [[2]], {i,1,pocet}]];
hodnota=Mean[Table[X[[i]][[2]], {i,1,pocet}]];

tick=(hodnota-minimalna)/0.001;

miny=Min[Table[Y[[i]] [[2]], {i,1,pocet}]];
maxy=Max [Table[Y[[i]] [[2]], {i,1,pocet}]];
hody=Mean[Table[Y[[i]][[2]], {i,1,pocet}]];

ticy=(hody-miny)/0.002;

ListPlot[X,PlotRange->Al11l,AxesOrigin->{0,0},
Frame->True, PlotJoined->True,
FrameLabel->{"cas", "urok r"}];

ListPlot[Y,PlotRange->A11,AxesOrigin->{0,0},
Frame->True, PlotJoined->True,
FrameLabel->{"cas", "y"}];

ListPlot[
Table[ {Y[[i]JI1C[[2]1], X[[i11C[2]11}, {i,1,pocet}],
PlotRange->All, Frame->True,
FrameLabel->{"y", "urok r"1}];

pomoc=BinCounts[Table [X[[i]] [[2]], {i,1,pocet}],
{minimalna,maximalna,0.001}];

BarChart [pomoc, Frame->True,PlotRange->All,
Ticks->None, FrameTicks->{{{tick,hodnotal}},Automatic},
FrameLabel{"urok r", "pocetnost"l}];

pomy=BinCounts [Table[Y[[i]] [[2]], {i,1,pocet}],
{miny,maxy,0.002}];

39



BarChart [pomy, Frame->True,PlotRange->All,
Ticks->None, FrameTicks->{{{ticy,hody}},Automatic},
FrameLabel{"y", "pocetnost"}].
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