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Úvod

(YROXþQp�KU\�VD�Y�SRþLDWNRFK�SRXåtYDOL�Y�ELRORJLFNHM�WHyULL��$å�Y�V~þDVQêFK�URNRFK

VD�]DþDOL�Y\XåtYD"�DM�QD�Y\VYHW�RYDQLH�HNRQRPLFNêFK�D�ILQDQþQêFK�MDYRY�

9� HYROXþQHM� KUH� VL� NDåGê� KUiþ� Y\EHUi�PHG]L� DOWHUQDWêYQ\PL� VWUDWpJLDPL��9êSODWD

SULVO~FKDM~FD� N� GDQHM� VWUDWpJLL� ]iYLVt� DM� QD� YêEHUH� VWUDWpJLt� LQêFK� KUiþRY�� ýDVRP� V~

YêKRGQHMãLH� VWUDWpJLH� SRXåtYDQp� YlþãRX� þDV"RX� SRSXOiFLH�� =D� YêKRGQHMãLH� VWUDWpJLH� V~

SRYDåRYDQp� VWUDWpJLH� V� Y\ããRX� YêSODWRX� �PD[LPDOL]XMHPH� ]LVN��� 7~WR� ]PHQX� ]DFK\WiYD

dynamika.

0RMtP�FLH�RP�MH�SULEOtåL"�]iNODG\�HYROXþQHM� WHyULH�KLHU�D�DSOLNRYD"� MX�QD�Y\EUDQp

hry.

3UYi�NDSLWROD�RSLVXMH�PRGHO�HYROXþQHM�KU\��MHM�NODVLILNiFLX�D�XUþHQLH�VWDELOLW\�ERGRY

pomocou λ� �SRG�D�SUiFH�'DQLHOD�)ULHGPDQD��9�PRGHOL�HYROXþQHM�KU\�V~�RStVDQp�]iNODG\

modelu ako populácie, stav hry, patria hry, dynamika a rovnováha. V klasifikácii sú

HYROXþQp� KU\� UR]GHOHQp� SRG�D� ]QDPLHQRN� NRHILFLHQWRY� YR� YêSODWQRP� UR]GLHOH� QD� U{]QH

W\S\�� .DåGê� W\S� KU\� Pi� DOHER� QHPi� VYRMX� HYROXþQ~� URYQRYiKX�� =LV"RYDQLH� VWDELOLW\

URYQRYiK�SRPRFRX�FKDUDNWHULVWLFNpKR�þtVOD�MH�SRStVDQp�Y�WUHWHM�SRGNDSLWROH�

'UXKi� NDSLWROD� DQDO\]XMH� Sl"� KLHU� ]� K�DGLVND� HYROXþQHM� WHyULH�� 6~� WR� WLHWR� KU\�

NRRUGLQiFLD��MHGQRUR]PHUQê�MDVWUDE�±�KROXE��Yl]�RYD�GLOHPD��GYRMUR]PHUQê�MDVWUDE�±�KROXE

D�NXSHF�±�SUHGDYDþ�
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���ÒYRG�GR�HYROXþQHM�WHyULH�KLHU

(YROXþQi� KUD� MH�� SRG�D� 'DQLHOD� )ULHGPDQD�� IRUPiOQ\� PRGHO� Y]iMRPQpKR

strategického pôsobenia Y�þDVH��Y�NWRURP

�� � VWUDWpJLH� V� Y\ããRX� YêSODWRX� QDKUiG]DM~� VWUDWpJLH� V� QLåãRX� YêSODWRX� �þR� MH� REPHQD

ELRORJLFNpKR�

SUHåLWLD�QDMVLOQHMãLHKR

�

�� H[LVWXMH� QHMDNi� ]RWUYDþQRV"� � �UR]OLãXMHPH� HYROXþQ~� ]PHQX� RG� UHYROXþQHM� ]PHQ\�� WR

]QDPHQi�� åH� ]KURPDå�RYDFLH� VSUiYDQLH� VD� QHPHQt� SUtOLã� QiKOH� �PHG]L� ]iNODGQp� SUtþLQ\

SDWULD� U{]QH� W\S\� DGDSWDþQêFK� QiNODGRY� DOHER� LQIRUPDþQp� QHGRVWDWN\� DOHER� PRåQR

obmedzená racionalita))

��KUiþL�VD�QHSRN~ãDM~�V\VWHPDWLFN\�RYSO\Y�RYD"�LQêFK�KUiþRY��WHQWR�SUHGSRNODG�UR]R]QiYD

HYROXþQp�KU\�RG�RSDNXM~FLFK�VD�KLHU�VR�VWUDWpJLRX�³SUVW�QD�VS~ãWL³��P{åH�E\"�RSRGVWDWQHQê

YH�NêP�SRþWRP�KUiþRY���

7HQWR�PRGHO�V�NODVLILNiFLRX�HYROXþQHM�KU\�MH�]�SUiFH�'DQLHOD�)ULHGPDQD��[1], [3]).

1.1. Základy modelu

0HG]L�]iNODGQp�SRMP\�PRGHOX�HYROXþQHM�KU\�SDWUt�Y]iMRPQp�VWUDWHJLFNp�S{VREHQLH

v�þDVH�]�K�DGLVND�MHGQHM�DOHER�YLDFHUêFK�SRSXOiFLt�KUiþRY��VWDYRYê�SULHVWRU�VWUDWpJLH��SDUWLD

KU\�Y�QRUPiOQRP�DOHER�H[WHQ]tYQRP�WYDUH�D�G\QDPLFNê�SULVS{VRERYDFt�SURFHV��9�NDåGRP

þDVRYRP�RNDPLKX�SDWULD�KU\�SUHVQH�SULUDGt�YêSODWX� �DOHER�RþDNiYDQ~�YêSODWX��NX�NDåGHM

VWUDWpJLL� D� VWDY� KU\� SUHVQH� XUþt� DNWXiOQH� UR]GHOHQLH� VWUDWpJLt�� NWRUp� EROL� Y\XåLWp� Y� NDåGHM

SRSXOiFLL�� 1D� ]iNODGH� G\QDPLN\� Y\VRNR� RGPH�RYDQp� VWUDWpJLH� QDKUiG]DM~� Qt]NR

RGPH�RYDQp� VWUDWpJLH�� � .H�� VD� ]PHQt� VWDY� KU\�� � ]PHQLD� VD� WLHå� YêSODW\� N� UR]GLHOQ\P

VWUDWpJLiP��9êVOHGNRP�WDNêFKWR�S{VREHQt�P{åX�E\"�URYQRYiK\�L nerovnováhy. Zaujímajú

nás hlavne Nashove rovnováhy (NE) a�HYROXþQp�URYQRYiK\��((��

1.1.1. Populácia a stav hry

ýtVOR� SRSXOiFLH 1≥K � SUHGVWDYXMH� SRþHW� HNRQRPLFN\� MHGQR]QDþQêFK� ~ORK

Y�SUtNODGH��NGH�NDåGi�SRSXOiFLD� Kk ,,1/=  má 2≥kN  alternatívnych stratégií, ktoré sú

GRVWXSQp�þOHQRP�GDQHM�SRSXOiFLH��6WDY�KU\�SUHVQH�XUþt�SRGLHO\�]�NDåGHM�SRSXOiFLH��NWRUp
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XUþXM~�UR]GHOHQLH�SUiYH�SRXåtYDQêFK�VWUDWpJLt�Y�NDåGHM�SRSXOiFLL��8YDåXMPH�GYH�PRGHORYp

NUDMLQ\� PHG]LQiURGQpKR� REFKRGX�� NGH� VL� ILUP\� Y� RERFK� NUDMLQiFK� Y\EHUDM~� GYD� PRåQp

UHåLP\�YQ~WRUQHM�RUJDQL]iFLH�� �0iPH� 2=K . Aj keby mali firmy zhodné technológie, sú

HNRQRPLFN\� UR]GLHOQH�� SUHWRåH� þHOLD� U{]Q\P� YêURENRP� D� VLWXiFLiP� QD� WUKRFK� YR� VYRMHM

NUDMLQH�� .H�åH� Pi� NDåGi� ILUPD� GYH� DOWHUQDWtYQH� VWUDWpJLH� �RUJDQL]DþQp� UHåLP\��� WDN

221 == NN ��6WDY�NDåGHM�SRSXOiFLH�NUDMLQ\�MH�XUþHQê�SRPRFRX�KRGQRW\� ( )1,0∈p . Podiel

ILULHP�SUiYH�SRXåtYDM~FLFK�SUYê�UHåLP�MH� p �D��SRGLHO�ILULHP�SRXåtYDM~FLFK�GUXKê�UHåLP�MH

p−1 �� 6WDYRYê� SULHVWRU� SUH� NDåG~� ILUPX� NUDMLQ\� MH� [ ]1,021 == SS   a  celkový  priestor

21 SSS ×=  stavu ( )21,sss =  je štvorec [ ]21,0 .

• Jednorozmerný stavový priestor [ ]1,0=S  vznikne, ak 1=K  a 2=N . Príkladom je

VDPRVWDWQi�MHGQRGXFKi�þDV"�NUDMLQ\�]�PRGHOX�PHG]LQiURGQpKR�REFKRGX�

• Dvojrozmerný stavový priestor [ ]21,0=S  je vlastne štvorec. Vznikne z 2=K  a

221 == NN  (ako v modeli medzinárodného obchodu). Dvojrozmerný stavový priestor

P{åH� Y]QLNQ~"� DM� ]� MHGQRGXFKHM� SRSXOiFLH�� NWRUHM� KUiþL� PDM~� WUL� DOWHUQDWtYQH� VWUDWpJLH

( 1=K  a 31 =N ��� 3RWRP� VWDYRYê� SULHVWRU� MH� WURMXKROQtN�� $NR� SUtNODG� P{åHPH� XYLHV"

model firiem v samostatnom priemysle, ktoré si volia vysoký, stredný alebo nízky

UHNODPQê� UR]SRþHW�� $N� MH� SRGLHO� SRSXOiFLH� QH]iSRUQê� D� MHKR� VXPD� MH� ��� � WDN� VWDYRYê

priestor je dvojrozmerný trojuholník ( ){ }1,0:1,, ≤+∧≤−−= qpqpqpqpT .

•� .H�� MH� VWDYRYê� SULHVWRU� WURMUR]PHUQê� GRVWDQHPH� WUL� W\S\�� .RFNX� [ ]31,0  pre 3=K ,

2321 === NNN  (napr.  model troch obchodných krajín), hranol [ ]1,0×T  pre 2=K ,

31 =N , 22 =N � �QDSU�� KUD� NXSHF� �� SUHGDYDþ�� NGH� NXSFL� PDM~� �� QiKUDGQp� VWUDWpJLH� D

SUHGDYDþL�PDM~� ���� D� ãWYRUVWHQ� SUH� 1=K , 4=N  (napr. pracovníci voliaci medzi štyrmi

ponukami na zamestnanie).

•�9\ããtPL�UR]PHUPL�VWDYRYêFK�SULHVWRURY�VD�QHEXGHPH�]DREHUD"�

=� K�DGLVND� VSUiYDQLD� QHPXVtPH� YR� YêYRMRYRP� PRGHOL� SUHGSRNODGD"� QHNRQHþQ~

SRSXOiFLX��DM�WURFK�KUiþRY�P{åHPH�SRYDåRYD"�]D��

YH�Nê�SRþHW

��[1]).

1.1.2. Partia hry

9êYRMRYp�KU\�]DK��DM~�VWUDWHJLFNp�Y]iMRPQp�S{VREHQLH�Y�þDVH��9�NDåGRP�þDVRYRP

okamihu sa strategické vzájomné pôsobenie prejavuje partiou hry. Štandardná statická hra
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VD�SUHMDYXMH�EX��QRUPiOQ\P�WYDURP�DOHER�H[WHQ]tYQ\P�WYDURP�QD]êYDQêP�WLHå�VWURPRYi

KUD��%XGHPH�XYDåRYD"�OHQ�SDUWLX�KU\�Y�QRUPiOQRP�WYDUH�

Partia hry v normálnom tvare je definovaná funkciou ( )srf , , kde Sr ∈ �MH���PRåQR

]PLHãDQi��VWUDWpJLD��Y\EUDQi�XUþLWêP�KUiþRP�D� Ss∈  je aktuálny stav. Nazýva sa funkcia

]GUDYLD� �WHOHVQHM�NRQGtFLH� �� ILWQHV�� DOHER� �RþDNiYDQi��YêSODWQi� IXQNFLD��.H�� MH�SRSXOiFLt

2≥K , potom f  má K  rozmerov.

8YDåXMPH� GYH� OLQHiUQH� ~ORK\� SUH� YêSOatnú funkciu: symetrickú a nesymetrickú

úlohu.

•� 6\PHWULFNi� ~ORKD� SRG�D� 0D\QDUGD� 6PLWKD� REVDKXMH� MHGQRGXFK~� SRSXOiFLX� � 1=K ) a

NN ×  maticu ( )( )ijaA = �� +UiþRY� Y\EHUiPH� QiKRGQH� SR� GYRMLFLDFK�� +UiþL� ]tVNDM~

RþDNiYDQ~�YêSODWX� ( ) Asrsrf T=, , ak hrajú zmiešanú stratégiu r  proti populácii, v ktorej

YlþãLQD� þOHQRY� KUi� ]PLHãDQ~� VWUDWpJLX� Ss∈ . Stratégia r  je bod

v ( ){ }10:,,
11 =∧≥= ∑N

iiN xxxxS . .

Máme len jednu ekonomickú úlohu a jednotlivci v populácii vzájomne pôsobia len sami

medzi sebou. Jednoduchý jednorozmerný príklad z biológie sa nazýva  jastrab - holub.

•��1HV\PHWULFNi�~ORKD�]DK��D�GYH�SRSXOiFLH��WHGD� ( )21,sss =  a dve NN ×  maticeA  a B .

Výplatné funkcie sú ( ) 21 , Asrsrf T=  a ( ) 12 , Asrsrf T= .

0iPH� GYH� MHGQR]QDþQp� ~ORK\�� DOH� NDåGê� KUiþ� Y]iMRPQH� S{VREt� OHQ� QD� KUiþRY� Y� GUXKHM

SRSXOiFLL��QLH�QD�KUiþRY�Y�MHKR�YODVWQHM�SRSXOiFLL��9êSODWQi�IXQNFLD� ( )srf ,1  závisí na 2s ,

ale nie na 1s ��7R�]QDPHQi��åH�WX�QLH�V~�YODVWQp�SRSXODþQp�~þLQN\��3UtNODGRP�QHV\PHWULFNHM

~ORK\�MH�KUD�NXSHF���SUHGDYDþ�

� 9ODVWQp� SRSXODþQp� ~þLQN\� P{åX� E\"� G{OHåLWp� Y� DSOLNiFLiFK� V� GYRPL� DOHER

viacerými populáciami.  Napríklad v medzinárodnom obchode domáce firmy krajiny

V~"DåLD�QD�WUKX�YêURENRY�VR�]DKUDQLþQêPL�ILUPDPL��DOH�DM�V�LQêPL�GRPiFLPL�ILUPDPL��,FK

výplatné funkcie závisia na 1s  aj 2s . Všeobecnú lineárnu úlohu pre 2=K  a NNN == 21

P{åHPH� ]DStVD"� DNR ( ) ( )121 , CsAsrsrf T +=  a ( ) ( )212 , DsBsrsrf T += �� NGH� ~þLQN\

YODVWQHM�SRSXOiFLH�V~�]DFK\WHQp�Y�GYRFK��DOãtFK� NN ×  maticiach C  a D .

3UHGSRNODGiPH��åH�YêSODWQp�IXQNFLH�V~�OLQHiUQH�Y� r �D�VSRMLWR�GLIHUHQFRYDWH�Qp�Y� s.
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1.1.3. Dynamika

Vývoj stavu Ss∈ � Y� þDVH� P{åH� E\"� VWRFKDVWLFNê� DOHER� GHWHUPLQLVWLFNê�

Y�GLVNUpWQRP�DOHER�V~YLVORP�þDVH�D�GRVWXSQê�VWDY�P{åH�E\"�FHOp� S  alebo jeho diskrétna

SRGPQRåLQD��6~VWUHGtPH�VD�QD�GHWHUPLQLVWLFNê��NRQWLQXiOQ\�þDV�D�VSRMLWê�VWDY�G\QDPLN\�

Diskrétny stochastický prístup smeruje k šírke oblasti atrakcie pri výbere medzi

YLDFHUêPL�1(��0XVtPH�E\"�RSDWUQt�Y�SULMtPDQt�VYRMLFK�YêVOHGNRY��SUHWRåH�Y tomto prípade

predpokladáme izotropický stochastický proces. Aktuálna ''zmena'' alebo odchýlka rôznych

VS{VRERY� P{åH� VS{VREL"� SRVXQ\�� � NWRUp� ]PHQLD� QDãH� YêVOHGN\�� �DOãt� QiKRGQê� SUtVWXS

SRXåtYD� QDSUtNODG� ORNiOQH� Y]iMRPQp� S{VREHQLH� PRGHORY�� NWRUp� SULS~ã"DM~� PDO~� ãNiOX

IOXNWXiFLH� N� SUDYLGHOQpPX� UR]ORåHQLX� YR� YH�NHM� SRSXOiFLL�� 7DNpWR� PRGHO\� P{åX� E\"

Y]iFQH� Y� DSOLNiFLiFK�� NWRUp� ]DK��DM~� Y]iMRPQp� S{VREHQLD� KODYQH� PHG]L� QDMEOLåãtPL

VXVHGPL�� $OH� P\� VD� EXGHPH� V~VWUH�RYD"� QD� QHORNiOQH� Y]iMRPQp� S{VREHQLD� FHOêFK

populácií.

.RQWLQXiOQH�GHWHUPLQLVWLFNp�G\QDPLN\�V~�YKRGQp�SUH�WLHWR�WUL�SUtþLQ\�

��P{åHPH�GRVWD"�WLHWR�G\QDPLN\�]�LQpKR�GUXKX�SRXåLWtP�YKRGQêFK�OLPtW�DNR�QDSU��þDVRYê

SUtUDVWRN��ãNiOD�QiKRGQHM� �IOXNWXiFLH� LGH�N�QXOH�D�SRþHW�KUiþRY� LGH�N�QHNRQHþQX�Y�NDåGHM

populácii,

��VSRMLWRV"�Y�VWDYH�þDVRP�]DLVWt�]RWUYDþQRV"�Y�]P\VOH�åLDGDQRP�QD�]DþLDWNX�

��WDNpWR�G\QDPLN\�V~�REY\NOH�Y\MDGUHQp�Y�UHODWtYQH�SRGGDMQRP�WYDUH�V\VWpPX�RE\þDMQêFK

diferenciálnych rovníc (ODR) ( )sFs =	 , kde ( )Ksss 	.		 ,,1= � MH� UêFKORV"� ]PHQ\� Y� VWDYH� D

( )sF  je špecifikovaný vektor hodnotovej funkcie.  Nech S �MH�MHGQRUR]PHUQi�PQRåLQD�� A

je 22×  matica a stav ( )pps −= 1, �� 6WDþt� Y\MDGUL"� 2'5� DNR� MHGQRGXFK~� URYQLFX� Y� p :

( ) ( ) pppAp T 211,1,1 −=−−=	
*1 pre 




−
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21
A . Pre dvojrozmerný stavový priestor

SRWUHEXMHPH� SUHVQH� XUþL"� UêFKORV"� þDVRYHM� ]PHQ\� SUH� GYH� QH]iYLVOp� SUHPHQQp�� 3UH� F

PXVtPH�SUHGStVD"�XUþLWp�REPHG]HQLD��DE\�VPH�]DEH]SHþLOL���åH� s je správne definované a

zotrváva v stavovom priestore S � �QDSU�� åH� Y� SUtNODGH� MDVWUDE� ±� KROXE� QHEXGH� SRGLHO

jastrabov záporný).

Základom biologického vývoja je nárast schopnejších genotypov úmerne k menej

schopným genotypom. V ekonomickom modeli platí podobný princíp: výskyt schopnejších

                                                
*1

6W�SFRYp YHNWRU\ ]DSLVXMHPH DNR ULDGNRYp� 7R ]QDPHQi� åH �[�\�]� MH VW�SFRYê YHNWRU D �[�\�]�
T je riadkový

vektor.
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VWUDWpJLt� VD� ]YêãL� SRPHUQH� N� PHQHM� VFKRSQêP� VWUDWpJLiP� Y� NDåGHM� SRSXOiFLL� �MH� WR

VS{VREHQp� QDSRGRE�RYDQtP� D� XþHQtP� DOHER� ]GURMRP� ]QRYXUR]GHOHQLD� DOHER� YVWXSRP� D

výstupom). Tento princíp sa nazýva kompatibilita. 1DYUKXMH� Y]"DK� PHG]L� YêSODWQRX

funkciou f  a príslušnou dynamikou ( )sFs =	 .  Kvôli jednoduchosti sa obmedzíme

na skúmanie kompatibility na jednoduchej populácii. V populácii sú zvolené stratégie

þtVORYDQp� Ni ,,1.= . Nech ie  znamená i �WX� þLVW~� VWUDWpJLX� D� QHFK

( ) ( ) ( ) ( )ssfsefssefsf iii ,,,ˆ −=−= � R]QDþXMH� SRPHUQ~� YêSODWQ~� IXQNFLX� VWUDWpJLH� i . To

]QDPHQi��åH�SRPHUQi�YêSODWQi�IXQNFLD�VD��URYQi�FHONRYHM�YêSODWQHM�IXQNFLL� ( )sef i , �þLVWHM

stratégie i � PtQXV� V~þDVQê� YiåHQê� SRSXODþQê� SULHPHU� YêSODWQHM� IXQNFLH

( ) ( )∑ =
= N

i ii sefsssf
1

,, .

âW\UL�þDVWR�SRXåtYDQp�SRVWXS\�ãSHFLILkovania kompatibility pre rýchlosti zmeny is	

�DOHER�SUH� UDVWRYp�PQRåVWYi� ii ss /	 ) sú dané funkciou F . Špecifikácie sú (od silnejšieho

k slabšiemu): is  (alebo ii ss /	 )

(a) je proporcionálna k pomernej výplatnej funkcii; alebo

(b) má to isté poradie výnosu (rank-order) ako pomerná výplatná funkcia; alebo

(c) má tie isté znamienka ako pomerná výplatná funkcia; alebo

(d) je kladne kolerovaná s pomernou výplatnou funkciou.

âSHFLILNiFLD� �D��� =YROHQtP� þDVRYHM� PLHUN\� WDN�� åH� NRQãWDQWD� ~PHUQRVWL� MH� �� D

SRURYQDQtP� NDåGpKR� UDVWRYpKR� PQRåVWYD� ii ss /	  s pomernou výplatnou funkciou ( )sf î ,

GRVWDQHPH� V\VWpP� RE\þDMQêFK� GLIHUHQFLiOQ\FK� URYQtF� ( )ssefss iii ,−=	 , Ni ,,1.= .

Odvolávame sa  na tento systém ODR ako na replikátorovú dynamiku.

Napríklad hra jastrab - holub s maticou 




−
=

10

21
A � D� ]Y\þDMQi� SDUDPHWUL]iFLD

( )pps −= 1,  dáva ( ) ( ) ( )( )1,111,1,0 −−=−−=− pppsei , potom replikátorová dynamika je

RE\þDMQi�NXELFNi�2'5�� ( )( ) ( ) ( )( )pppppAppps T 2111,1,111 −−=−−−== 		 .

  Replikátorová dynamika má biologické zdôvodnenie: genetické zdravie (výplatná

IXQNFLD�� MH� RGPHUDQp� DNR� SRPHUQi� UDVWRYi� UêFKORV"�� !DåãLH� MX� MH� ]G{YRGQL"
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Y�HNRQRPLFNêFK�DSOLNiFLiFK��'UXKi�PRåQRV"�UHDOL]iFLH�NRPSDWLELOLW\�YHU]LH��D��SRURYQiYD

UêFKORV"� ]PHQ\� is	 vo vnútri S  s výplatnou funkciou ( )sef i ,  úmerne k  jednoduchej

priemernej výplatnej funkcii ( ) ( )∑= sef
N

sf i ,
1

. Potom máme ( ) ( )sfsefs ii −= ,	 .

V príklade jastrab - holub máme ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 2211,21,210,11 pppAsp T −=−−== 		 .

Všeobecnejšie: v jednorozmerných modeloch p	 je proporcionálne k výplatnému rozdielu.

Kompatibilná verzia (b) sa� REY\NOH� Y]"DKXMH� QD� PRQRWyQQX� G\QDPLNX�

9� QLHNWRUêFK� DSOLNiFLiFK� �E��P{åH� E\"� SUtOLã� VLOQp��0{åH� VD� VWD"�� åH� SRSXODþQê� ]ORPRN

SUL�SRXåLWt�WUHWHM�QDMOHSãHM�DNFLH�QLHNHG\�UDVWLH�UêFKOHMãLH��DOHER�VD�]PHQãXMH�SRPDOãLH��QHå

SUL�GUXKHM�QDMOHSãHM�DNFLL��9�WDNêFKWR�SUtSDGRFK�P{åX�E\"�YKRGQHMãLH�YHU]LH��F��DOHER��G��

9��E�G��YãHWNR�V~KODVt��NH��V~�WDP�OHQ� 2=kN  alternatívne stratégie.

3UH� YlþãLQX� þDVWR� SRXåtYDQêFK� G\QDPtN� V~� LQIRUPDþQp� SRåLDGDYN\� ~SOQH

PLQLPiOQH��ýDVWR�VWDþt�KLVWyULD�YODVWQêFK�YêSODW�

1.1.4 Rovnováha

� %LRORJLFNi� OLWHUDW~UD� ]G{UD]�XMH� LGHX� VWDWLFNHM� URYQRYiK\� QD]êYDQ~� (66

pre vývojovo pevný stav alebo stratégiu. Definícia ([1], [2]) pre lineárny model

jednoduchej populácie s výplatnou funkciou (zdravím)( ) Asrsrf T=,  pre danú NN ×

maticu A  je nasledovná:

Definícia. Stav Ss∈  je ESS, ak pre všetky iné stavy Sx∈ �EX�

(i) ( ) ( )sxfssf ,, > , alebo

(ii) ( ) ( )sxfssf ,, =    a   ( ) ( )xxfxsf ,, > .

7R�]QDPHQi�� åH�(66� VWDY� s � RGROiYD� YãHWNêP�PRåQêP� 

]PHQiP

� x � EX�� SUHWRåH� �L�� V~

menej výnosné alebo (ii) sú rovnako výnosné v aktuálnom stave, kde sú vzácne, ale menej

YêQRVQp�� NH�� V~� EHåQp�� 3RXåLWtP� ( ) xsx εεε +−= 1  nahradíme podmienky (i) a (ii)

jednoduchou podmienkou:

(iii) ( ) ( )εε xxfxsf ,, >    pre   0>ε ���GRVWDWRþQH�PDOp�
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7iWR�DOWHUQDWtYQD�GHILQtFLD�SODWt�SUH�QHOLQHiUQH�YêSODWQp�IXQNFLH�D�P{åHPH�MX�]RYãHREHFQL"

pre 2≥K  modely.

(NRQyPRYLD� ]G{UD]�RYDOL� VODEãt� SUtSDG� VWDWLFNHM� URYQRYiK\� QD]êYDQê� 1(

pre Nashovu alebo nekooperatívnu rovnováhu. Pre model jednoduchej populácie je

definícia jednoduchá ([1], [2]):

Definícia. Stav Ss∈  je NE pre všetky Sx∈

(1') ( ) ( )sxfssf ,, ≥ .

.H��SRURYQiPH�GHILQtFLH��YLGtPH��åH�NDåGp�(66�MH�1(��7HQWR�Y]"DK�WLHå�SODWt�SUH�YêKRGQp

zovšeobecnenia  2≥K  modelov.

(66� SUHGSRNODGi�� åH� URYQRYiKD� MH� VWDELOQi�� )RUPiOQD� GHILQtFLD� VWDELOLW\� VD� PXVt

RGYROiYD"�QD�G\QDPLNX� F  nie na výplatnú funkciu f  pre partiu hry. Štandardné definície

dynamiky sú: Ss∈  je pevný bod, ak ( ) 0=sF ; a pevný bod s je lokálne asymptoticky

VWDELOQê��DN�NDåGp�RWYRUHQp�VXVHGVWYR� SN ⊂  stavu s ��Pi�YODVWQRV"��åH�NDåGi�WUDMHNWyULD

ãWDUWXM~FD�GRVWDWRþQH�EOt]NR�N� s ostáva v N  a konverguje asymptoticky k s. Budeme sa

RGYROiYD"�QD�WDNêWR�G\QDPLFN\�VWDELOQê�ERG�URYQRYiK\�DNR�QD�YêYRMRY~�URYQRYiKX��((��

1DMYlþãLD�RWYRUHQi�PQRåLQD�ERGRY��NWRUp�YêYRMRYêPL�WUDMHNWyULDPL�NRQYHUJXM~�N�GDQpPX

((��VD�YROi�REODV"�DWUDNFLH.

9ãHREHFQp� Y]"DK\� PHG]L� VWDWLFNRX� D� G\QDPLFNRX� URYQRYiKRX� V~� Y\MDGUHQp

SRPRFRX�³NUHKNHM³�NRPSDWLELOLW\��G���7iWR�SRVWDþt�QD�]DEH]SHþHQLH��åH�NDåGp��((��]�� F  je

NE  základnej výplatnej funkcie f ��=D�WêFK�LVWêFK�SRGPLHQRN�NDåGp� �1(��IXQNFLH� f  je

pevný bod  pre F  (ale nie nevyhnutne stabilný). Poznáme rôzne nastavenia (napr.

UHSOLNiWRURYi� G\QDPLND��� NWRUp� ]DLVWLD�� åH� NDåGp� (66� IXQNFLH� f  je EE funkcie F . Ale

YãHREHFQH�V�³NUHKNêPL³�NRPSDWLELOQêPL�G\QDPLNDPL�(66�QLH�MH�DQL�QXWQp�DQL�SRVWDþXM~FH

pre EE.

%XGHPH�SUDFRYD"�V�((�D�1(��3UHGSRNODGiPH��åH�VSUiYDQLH�VD�Y\YtMD�Y�þDVH�SRG�D

QHMDNHM�G\QDPLN\��6SUiYDQLH� MH�QDM�DKãLH�SR]RURYDWH�Qp�� NH�� MH� XVWiOHQp�� D� � WR� MH�YWHG\�

NH��VWDY�]RWUYiYD�EOt]NR�SHYQpKR�ERGX��$N�G\QDPLND�QLH� MH�YH�PL�SRPDOi�DOHER�UXãHQi�

SRWRP� VWDY� E\� PDO� E\"� YlþãLQX� þDVX� EOt]NR� DWUDNWRUD�� 1LHNWRUi� WHRUHWLFNi� OLWHUDW~UD

]G{UD]�XMH� OLPLWQp�F\NO\�D�HãWH�NRPSOH[QHMãLH�DWUDNWRU\�QD]êYDQp�FKDRWLFNp�DOHER�þXGQp

DWUDNWRU\�� 3UtVOXãQp� VSUiYDQLH� EXGH� "DåNp� DOHER� QHPRåQp� SR]RURYD"� Y� SUD[L�� LED� DN� MH

]D]QDPHQiYDQp�YH�PL�þDVWR�D�SUHVQH�



12

Podobne ako ESS,  nemá EE ]DUXþHQ~� H[LVWHQFLX�� KRFL� Y� VNXWRþQRVWL� NDåGê

normálny tvar aplikovaného modelu mal prinajmenšom jedno EE pre nejaké kompatibilné

G\QDPLN\��9ãHREHFQH�PXVtPH�SUHVQH�XUþL"�G\QDPLNX� F , nie len partiu hry f � D�SRXåL"

PHWyGX�FKDUDNWHULVWLFNpKR�þtVOD��YODVWQHM�KRGQRW\��N�MHM�-DFRELDQVNHM�PDWLFL�QD�NRQWUROX��åH

SHYQê� ERG� MH� ((�� 9� QLHNWRUêFK� SUtSDGRFK� (66� MH� YKRGQRX� SRVWDþXM~FRX� SRGPLHQNRX

SUH� ((�� � 1(� MH� QXWQi� SRGPLHQND� SUH� ((� D� 1(� MH� Y\SRþtWDWH�Qp� ]� SDUWLH� KU\� YêSODWQHM

funkcie f.

1.2. Lokálna klasifikácia málo rozmerných systémov

Málo rozmerné modely sú vhodné pre rôzne aplikácie. Táto podkapitola delí

všeobecné správanie v jedno- a dvoj- rozmerných modeloch pre dynamiky nazvané

RE\þDMQp� GLIHUHQFLiOQH� URYQLFH�� 7X� (66� MH� SRVWDþXM~FD� SRGPLHQND� D� 1(� MH� QXWQi

podmienka pre dynamickú stabilitu.

1.2.1.  Lineárna jednorozmerná hra

V jednorozmernom prípade je len jedna populácia ( 1=K �� D� GYH� þLVWp� VWUDWpJLH

( 2=N ). Potom stavový priestor ( ) [ ]{ }1,0:1, ∈−= pppS  stavu s � P{åH� E\"

parametrizovaný bodom p  v celom intervale [ ]1,0 ��NWRUê�UHSUH]HQWXMH�SRGLHO�KUiþRY�SUiYH

SRXåtYDM~FLFK� SUY~� þLVW~� VWUDWpJLX�� � 9êSODWQi� IXQNFLD� ( )srf , � XUþt� RþDNiYDQ~� YêSODWX

NDåGpPX� KUiþRYL�� NWRUê� YROt� ]PLHãDQ~� VWUDWpJLX� ( )xxr −= 1, � �W�M�� SRXåLWLH� SUYHM� DNFLH

V� SUDYGHSRGREQRV"RX� x � D� GUXKHM� DNFLH� V� SUDYGHSRGREQRV"RX� x−1 ).  Ak f  je lineárna

v ( )pps −= 1,  tak ako aj v r , potom pre nejakú 22×  maticu ( )( )ijaA = � MX� P{åHPH

]DStVD"�DNR� ( ) ( ) ( ) ( )( ) 22211211 1111, apxpaxapxxpaAsrsrf T −−+−+−+== .

3UH� MHGQRUR]PHUQp� HYROXþQp� KU\� ]� YHU]Lt� NRPSDWLELOLW\� �E�G�� Y\SOêYD�� åH� DNFLH

V� Y\ããRX� DNWXiOQRX� YêSODWRX� EXG~� SRVWXSQH� QDKUiG]D"� DNFLH� V� QLåãRX� YêSODWRX�� 7R

]QDPHQi��åH� VPHU�]PHQ\�QD� ( )pps −= 1, � MH� ~SOQH�XUþHQê� ]QDPLHQNRP� UR]GLHOX�YêSODW\

( ) ( ) ( ) ( )( )sfsefsefsd ,1,1,, 21 −=−= � PHG]L� SUYRX� þLVWRX� VWUDWpJLRX� ( )0,11 =e  a druhou

þLVWRX�VWUDWpJLRX� ( )1,02 =e :  ak ( ) 0>sd  potom p  vzrastie a s sa presunie k stavu ( )0,1 ,

SRNLD���E\� ( ) 0<sd  potom p �VD�]QtåL�D� s sa presunie k stavu ( )1,0 .
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5R]ERU� MH� SUHK�DGQHMãt�� NH�� YêSODWQp� UR]GLHO\� ( )sd � V~� QDStVDQp� ]� K�DGLVND� p  a

]ORåLHN A :

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2111212212 111,1,1 paapaapaapppApsdpD T −−=−−−−=−−== ,

NGH� ]QtåHQp� SDUDPHWUH� V~� 22121 aaa −=  a 11212 aaa −= . Potom kompatibilné dynamiky

]DLVWLD��åH� 0 >p	   ( 0<p	 )  ak  ( ) 0 pD >  ( 0)( <pD ���SRWRP�]iOHåt�OHQ�QD�]QDPLHQNX� ( )pD .

Graf ( )pD � MH� SULDPND� V� SULHVHþQtNRP� 1a  v 0p =  a hodnote 2a−  v 1p = . Sú tu len tri

PRåQRVWL� VSUiYDQLD�KUiþD�� RNUHP�GHJHQHURYDQpKR�SUtSDGX� 021 == aa �� Y�NWRURP� MH�KUiþ

stále indiferentný medzi svojimi dvoma akciami.

• Typ 1: Ak 0, 21 >aa �SRWRP�MHGLQHþQê�NRUH�� ( ) 0=pD  je ( )211* aaap += ��9LGLH"��åH

*p � MH�MHGLQHþQp�1(�D�MHGLQHþQp�(66��$N� D  je klesajúce, tak p � UDVWLH��NOHVi��� OHQ�þR�MH

pod (nad) *p . Preto *p � MH� MHGLQHþQi� HYROXþQi� URYQRYiKD�� 7R� ]QDPHQi�� åH� SUH� QHMDNê

NRPSDWLELOQê� NRQWLQXiOQ\� þDV� G\QDPLN\� ( )sFs =	  máme ( ) ( )*1*, ppts −→ � NH�� ∞→t

]� QHMDNpKR� SRþLDWRþQpKR� VWDYX� ( )0s �� 7HQ� LVWê� YêURN� SODWt� WLHå� SUH� GLVNUpWQ\� þDV

( .,2,1,0=t ) dynamiky ( ) ( )( )tsFts α=∆  na S �� DN� SULGiPH� SRGPLHQNX�� åH� KRGQRWD

parametra 0>α �QLH�MH�SUtOLã�YH�Ni����0{åHPH�GRVWD"�QHVWDELOQ~�RVFLOiFLX��DN� 1+tp  osciluje

SUtOLã��DOHNR�RG� *p ���3UtNODG\�N�KUH� W\SX���]DKU�XM~�V\PHWULFNp�YHU]LH�3iURYDQLD�PLQFt

(napr. 





−

−
=

11

11
A , tak 221 == aa ) a jastrab - holub (napr. 




−
=

10

21
A  tak

121 == aa ).

• Typ 2:  Pre 0, 21 <aa � NRUH�� ( )211* aaap +=  z ( ) 0=pD  je NE symetrickej

bimaticovej hry. Ale v�WRPWR�SUtSDGH�V~�þLVWp�VWUDWpJLH� 0=p  a 1=p � WLHå�1(��2EH�þLVWp
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stratégie sú ESS, len *p  nie je. ( )pD  je rastúce a je záporné (kladné) pre *pp <

( *pp > ); *p � MH� QHVWDELOQê� SUDPH�� RGGH�XM~FL� REODV"� DWUDNFLH� GYRFK� HYROXþQêFK

rovnováh 0=p  a 1=p ��9� HNRQyPLL� VD� KU\� SUH� W\SX� �� SRXåtYD� LQWHUSUHWiFLD�� åH� NDåGi

þLVWi� VWUDWpJLD� Pi� UDVW~FH� YêSODW\�� 3RGREQi� LQWHUSUHWiFLD� SODWt� DM� SUH� KUX� W\SX� �� OHQ

V� NOHVDM~FLPL� YêQRVPL�� +U\� W\SX� �� VD� þDVWR� QD]êYDM~� V\PHWULFNp� KU\� V� NRRUGLQiFLRX�

Príkladom je 




 −
=

14

15
A .

• Typ 3: Ak ( )pD � OHåt� QD� DOHER� QDG� �QD� DOHER� SRG�� SULDPNRX� p  pre všetky ( )1,0∈p ,

SRWRP�MH�GUXKi�þLVWi�VWUDWpJLD� 1=p ��SUYi�þLVWi�VWUDWpJLD� 0=p ��GRPLQDQWQi��3RFKRSLWH�QH

GRPLQDQWQi� VWUDWpJLD� MH� MHGLQHþQp� 1(� �D� (66�� D� MHGLQHþQi� HYROXþQi� URYQRYiKD� �((�

SUH� NDåG~ znamienko uchovávajúcu (sign-preserving) dynamiku F . Tento typ hry je

charakterizovaný 021 ≤⋅ aa  (a 021 >+ aa ��� 1DM]DXMtPDYHMãt� SUtNODGRP� MH� Yl]�RYD

GLOHPD�� Y� NWRUHM� YêSODW\� NOHVDM~�� NH�� VD� GRPLQDQWQi� VWUDWpJLD� VWiYD� SUHYOiGDM~FRX�

Napríklad 




 −
=

02

11
A   potom 121 −=−= aa .
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1.2.2. Dvojrozmerné systémy: Nesymetrický prípad

Štvorec [ ]21,0=S  je dvojrozmerný stavový priestor, z�þRKR�Y\SOêYD� 2=K , 221 == NN .

9�WDN]YDQRP�QHV~PHUQRP�SUtSDGH��OLQHiUQD�IXQNFLD�]GUDYLD�D�QHYODVWQp�~þLQN\�SRSXOiFLH�

máme 22×  maticu A  a B �� WDN~� åH� ( ) 21 , Asrsrf T=  a ( ) 12 , Asrsrf T= . Definujeme

]QtåHQp� SDUDPHWUH� DNR� SUHGWêP� 22121 aaa −=  a 11212 aaa −= . Analogicky definujeme

22121 bbb −= a 11212 bbb −= ��1DMVN{U�VD�]Gi���åH�MH�WX���SUtSDGRY�WYDUX� yx − , kde x  má 3

prípady pre parametre a  a y   pre parametre b ���$OH�V~�WX�OHQ���MHGQR]QDþQp�SUtSDG\�

• Prípady 3-y a x-3 (uzol): Ak 1a  a 2a � PDM~� RSDþQp� ]QDPLHQND�� SRWRP� H[LVWXMH

GRPLQDQWQi�VWUDWpJLD�SUH�SUY~�SRSXOiFLX��-HGLQHþQp�((��D�1(�L�(66��MH�X]RO�]RGSRYHGDM~FL

prvej populácii. Všetci v prvej populácii prijali dominantnú stratégiu a všetci v druhej

populácii vytvárajú najlepšie odpovede. Podobne, ak 1b  a 2b � PDM~� RSDþQp� ]QDPLHQND�

potom uzol odpovedá druhej populácii. Všetci v druhej populácii prijali svoje dominantné

stratégie a prvá populácia najlepšie odpovedá.

• Prípady 1-1 a 2-2 (sedlo):� $N� YãHWN\� ]QtåHQp� SDUDPHWUH� V~� NODGQp�� SRWRP� H[LVWXMH

kompletne zmiešané NE v ( ) ( )( )*1*,,*1*,* qqpps −−= , kde ( )211* aaap +=  a

( )211* bbbq += ��7RWR�1(�MH�VHGORYê�ERG�G\QDPtN��6~�WX�GYH�þLVWp�VWUDWpJLH�1(��REH�WLHå
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EE ako aj ESS, v rohoch ( ) ( )0,1, =qp  a ( )1,0  štvorca. Ich oblasti atrakcie sú oddelené

sedlovou cestou k *s ��$N�YãHWN\�]QtåHQp�SDUDPHWUH�V~�]iSRUQp��SRWRP�YêVOHGRN�URYQDNê

V�YêQLPNRX�WRKR��åH�((�(66�V~�Y�URKRFK�������D�������

• Prípady 1-2 a 2-1 (centrum): Ak ia  sú kladné a ib  záporné pre 2,1=i , potom *s  je

MHGLQHþQp� 1(�� 1LH� MH� (66�� ýDVRYi� WUDMHNWyULD� NDåGpKR� LQpKR� SRþLDWRþQpKR� VWDYX� VD

špirálovito vinie okolo *s � SUDYRWRþLYR�� ýL� *s  je asymptoticky stabilné (EE) závisí

od dynamickej špecifikácie. Vo  verzii kompatibility (a) - napr. replikátorová alebo

lineárna dynamika - *s �MH�QHXWUiOQH�VWDELOQp�D�ãSLUiO\�V~�X]DWYRUHQp�REHåQp�GUiK\��NUXK\��

9HU]LH�NRPSDWLELOLW\� �E�G�� XPRåQLD� YRQNDMãLH� ãSLUiO\� �QHVWDELOQp�� DOHER� YQ~WRUQp� ãSLUiO\

(EE). Prípad, v  ktorom parametre ib  sú kladné a ia  sú záporné pre 2,1=i , je ten istý

RNUHP�WRKR���åH�ãSLUiO\�V~��DYRWRþLYp�
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��������DOãLH�GYRMUR]PHUQp�V\VWpP\�D�QHOLQHiUQH�V\VWpP\

8YDåXMPH� WHUD]�PRåQRV"�~þLQNRY�YODVWQHM� SRSXOiFLH�Y� OLQHiUQHM� YêSODWQHM� IXQNFLL

QD� ãWYRUFL�� -H� WDP� QDQDMYêã� MHGQR� YQ~WRUQp� 1(�� �DOãLH� GYD� W\S\� VSUiYDQLD� QD]êYDQp

SUDPH��D ústie sú znázornené na nasledujúcich obrázkoch. Niektoré výplatné funkcie majú

vnútorné NE, ktoré je EE (ústie alebo stabilné centrum) pre niektorú kompatibilnú

G\QDPLNX�� =DWLD�� þR� SUH� LQp� YêSODWQp� IXQNFLH� YQ~WRUQp� 1(� MH� SUDPH�� DOHER� QHVWDELOQp

FHQWUXP�SUH�NDåG~�NRPSDWLELOQ~�G\QDPLNX��QLNG\�QLH�((���3RGREQH�DNR�WR�MH�DM�Y�SUtSDGH

centra, aj tu sú výplatné funkcie, pre ktoré niektoré kompatibilné dynamiky vytvoria

vnútorné NE, ktoré je aj EE  a iné kompatibilné dynamiky vytvoria nestabilné NE, ktoré

QLH� MH� ((�� .Y{OL� MHGQRGXFKRVWL� SRXåtYDPH� URYQDNê� Qi]RY� FHQWUXP� QDSULHN� WRPX�� åH

NRPSDWLELOQp� VSUiYDQLH� WHUD]� ]DKU�XMH� SUDPHQH� D� VHGOi� SUiYH� WDN� DNR� DM� VWDELOQp� D

QHVWDELOQp� ãSLUiO\�� 6SUiYDQLH� RNROR� KUiQ� ãWYRUFD� P{åH� QDGREXGQ~"� YãHWN\� KODYQp

jednorozmerné prípady závisiace od výplatnej funkcii.
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1HOLQHiUQH�PRGHO\�QD�ãWYRUFL�DOHER�WURMXKROQtNX�VD�WLHå�ORNiOQH�]XåXM~�N�MHGQpPX

]� OLQHiUQ\FK� SUtSDGRY�� 7R� ]QDPHQi�� åH� NDåGp� YQ~WRUQp� 1(� MH� ORNiOQ\� SUDPH��� VHGOR�

FHQWUXP� DOHER� ~VWLH� �QLNG\� WR� QLH� MH� ((� Y� SUYêFK� GYRFK� SUtSDGRFK�� MH� WR� YåG\� ((

v poslednom prípade, a tretí prípad závisí na podrobnom roztriedení dynamík). V závislosti

od dynamickej špecifikácie hrana a roh NE sú EE (lokálne ústia) alebo nie sú EE (sedlá

alebo pramene).

EE a jeho REODVWL� DWUDNFLH� V~� YåG\� QH]iYLVOp� RG� YR�E\� NRPSDWLELOQêFK� G\QDPtN

v rozmere 1 a v troch zo štyroch prípadov v rozmere 2. V stavovom priestore rozmeru 3 a

Y\ããLHKR�Pi�G\QDPLFNi�ãSHFLILNiFLD�Yê]QDP�YR�YH�NHM�þDVWL�SUtSDGRY��[1]).

�����8UþRYDQLH�VWDELOLW\�SRPRFRX�λ

0HWyG\�FKDUDNWHULVWLFNpKR�þtVOD��YODVWQHM�KRGQRW\��SUH�RGKDG�G\QDPLFNHM�VWDELOLW\

bodov.

8YDåXMHPH� QDMSUY�  lineárne hrany na štvorci ( 2=K  a 221 == NN ). Výplatná

funkcia má vyjadrenie v tvare ( ) ( )121 , CsAsrsrf T +=  a ( ) ( )212 , DsBsrsrf T += , kde

DCBAY ,,,=  sú 22×  matice ( )( )ijy � D� V~þDVQê� VWDY� ( )21,sss = � P{åHPH� QDStVD"� DNR

( )pps −= 1,1  a ( )qqs −= 1,2  pre ( ) [ ]21,0, ∈qp ��8UþtPH�]LVN�]�YêSODW�SUYHM�þLVWHM�VWUDWpJLH

v populácii i  pri ( ) ( ) ( ) ( )( )( )qqppfqpd ii −−−= 1,,1,,1,1, , 2,1=i .

'\QDPLN\� V~� R]QDþHQp� DNR� RE\þDMQp� GLIHUHQFLiOQH� URYQLFH� � ( )qpFp ,1=	 ,

( )qpFq ,2=	 ). Trajektórie ( ( )tp , ( )tq ��� QD]êYDQp� WLHå� NULYN\� ULHãHQLD� DOHER� YêYRMRYp

FKRGQtN\��V~� ULHãHQLD�2'5�V�GDQêPL�SRþLDWRþQêPL�SRGPLHQNDPL� ( ) 00 pp =  a ( ) 00 qq = .
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)RUPiOQ\� SUHGSRNODG� NRPSDWLELOLW\� D� GYH� ãSHFLiOQH� REPHG]HQLD� QD� ]DEH]SHþHQLH� GREUH

definovaných trajektórií ([1], [3]): dynamiky

(i) kolíšu mierne so stavom hry,

(ii) majú trajektóriu, ktorá neopustí stavový priestor, a

(iii) sú slabo kompatibilné.

3UH�ãWYRUHF�P{åX�E\"�WLHWR�YODVWQRVWL�IRUPRYDQp�QDVOHGRYQêP�VS{VRERP��[1], [3]):

Definícia. Dynamika [ ] 221,0: RF →  je prípustná ak

�L��MH�VSRMLWR�GLIHUHQFRYDWH�Qi�

(ii) ( ) 0,01 ≥qF , ( ) 0,11 ≤qF ,  ( ) 00,2 ≥pF    a  ( ) 01,2 ≤pF  pre všetky ( ) [ ]21,0, ∈qp , a

(iii) ( ) ( )qpdqpF ii ,sgn,sgn =   pre všetky ( ) ( )21,0, ∈qp .

8YDåXMPH� 

QHV\PHUWLFNê

� � SUtSDG� ( )( )0== DC �� � 9LHPH�� åH

( ) ( ) ( ) ( ) 21
1 11,1,1, qaaqqqAqpd T −−=−−= , kde 22121 aaa −=  a 11212 aaa −= , je

nezávislé na p . Rovnako ( ) ( ) 21
2 1, pbbpqpd −−=  je nezávislé na q ��SUHWRåH�WDP�QLH�V~

åLDGQH� YODVWQp� ~þLQN\� SRSXOiFLH�� � 7HGD� SUtSXVWQp� G\QDPLN\� S{VRELD� Y�REG�åQLNRYêFK

SRGPQRåLQiFK�REODVWL�[ ]21,0 �RKUDQLþHQêFK�þLDUDPL� ( ) 01 =qd a ( ) 02 =pd .

Rozbor je jednoduchý a pozostáva z viacerých prípadov závislých na znamienkach

ia  a ib . Vynecháme viacero prípadov, pre ktoré sú ia  alebo ib �QXORYp��SUHWRåH�V~�]G�KDYp

D�QLH�YãHREHFQp��2VWDWQp�SUtSDG\�R]QDþXMHPH���[��SUtSDGQH�[�����DN� ia  (prípadne ib ) sú

kladné, 2-x (prípadne x-2) ak ia  (prípadne ib ) sú záporné, a 3-x (prípadne x-3) ak

021 <aa  (prípadne 021 <bb ).

0DMPH� SUtSDG� ��[�� 3RWRP� KUiþL� SRSXOiFLH� �� PDM~� GRPLQDQWQ~� VWUDWpJLX�� SUHWRåH

( ) 01 >qd  alebo 0<  vo vnútri štvorca. Preto všetky trajektórie smerujú k hrane štvorca

0* =p  alebo 1* =p  príslušne k dominantnej stratégii. Ak ( ) 0*1 >pd  ( 0< ), potom

VDPR]UHMPH�YUFKQi�þDV"��GROQi�þDV"��WHMWR�KUDQ\�MH�PHG]D�NDåGHM�WUDMHNWyULH��NH�� ∞→t .

-H�WR�MHGLQHþQp�((�SUH�QHMDN~�SUtSXVWQ~�G\QDPLNX��3RGREQê�UR]ERU�D�]iYHU�SODWt�SUH�SUtSDG

[���� -HGLQHþQp� ((� MH� SUDYi� DOHER� �DYi� þDV"� KUDQ\� RGSRYHGDM~FD� � GRPLQDQWQHM� VWUDWpJLL

0* =q  alebo 1* =q ��NH�� ( ) 0*2 >qd  alebo 0< .
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Iné prípady: ia  majú rovnaké znamienka, tak ( ) 01 =qd

pre ( ) ( )1,0* 211 ∈+= aaaq , a rovnako ( ) 02 =pd  pre ( ) ( )1,0* 211 ∈+= bbbp . Bod

( )**, qp � MH� QHSRFK\EQH�1(�� SUHWRåH� SUH� NDåG~� SRSXOiFLX� Y� WRPWR� ERGH� YãHWN\� DNFLH� V~

URYQDNR� YKRGQp�� =YLVOp� D� YRGRURYQp� þLDU\� SUHFKiG]DM~FH� FH]� ( )**, qp  delia štvorec

na štyri kvadranty, v ktorých znamienka p	 a q	 sú konštantné.

1HFK�Y�SUtSDGH�����MH�SRþLDWRþQê�VWDY�Y�69�NYDGUDQWH��3UHWRåH� *qq >  a  0, 21 >aa

máme ( ) 01 <qd  tak 0<p	 �� D� SUHWRåH� *pp >  a 0, 21 >bb  máme ( ) 02 <pd  tak 0<q	

SUH� QHMDN~� SUtSXVWQ~� G\QDPLNX�� 3RGPLHQN\� SUtSXVWQRVWL� �L�� D� �LLL�� WYUGLD�� åH� WUDMHNWyULD

PXVt�EX��RSXVWL"�WHQWR�NYDGUDQW�Y�NRQHþQRP�þDVH�DOHER�NRQYHUJRYD"�N�MHKR�-=�URKX�WHGD

k ( )**, qp �� 3RGREQH� WUDMHNWyULD� ]DþtQDM~FD� Y� -=� URKX� PXVt� EX�� RSXVWL"� NYDGUDQW

Y� NRQHþQRP�þDVH� DOHER� NRQYHUJRYD"� N� ( )**, qp �� 7UDMHNWyULH� ]DþtQDM~FH� Y  JV kvadrante

majú 0>p	 � �SUHWRåH� *qq < ) a 0<q	  pre nejakú prípustnú dynamiku. Takéto trajektórie

QHP{åX� RSXVWL"� NYDGUDQW�� 3UH� �XERYR�Qp� RNROLH� N  bodu ( )0,1  v štvorci p	 a q	 sú

RKUDQLþHQp�QXORX�PLPR� N  a preto musia p	 a q	�YVW~SL"�GR� N �Y�NRQHþQRP�þDVH��= toho

Y\SOêYD��åH� ( )0,1  je EE pre nejakú prípustnú dynamiku F. Z podobného tvrdenia vyplýva,

åH� 6=� NYDGUDQW� MH� REVLDKQXWê� Y� REODVWL� DWUDNFLH� SUH� ((� Y� ( )1,0 . Skupiny bodov, ktoré

opustia SV a JZ kvadrant, sú nespojité a separované sedlovou cestou k ( )**, qp .

V prípade 2-2 je tvrdenie pre charakterizácie analogické. Pomocou id � ]LV"XMHPH�

åH� SUtSXVWQp� WUDMHNWyULH� Y� -9� D� 6=� NYDGUDQWRFK� ]RGSRYHGDM~FLFK� N� ERGX� ( )**, qp

SR]RVWiYDM~�]R�VHGORYHM�FHVW\�UR]GH�XM~FHM� WUDMHNWyULH��NWRUp�RSXVWLD� WLHWR�NYDGUDQW\��D�åH

69�D�-=�NYDGUDQW\�OHåLD�MHGQRWOLYR�Y�REODVWLDFK�DWUDNFLH�SUH�((� ( )1,1  a ( )0,0 .
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3UtSDG\�����D�����QHGRYR�XM~�WDNpWR�]KUQXWLH��9�SUtSDGH�����PiPH� 0<p	  a 0>q	

Y� 69� NYDGUDQWH�� 7UDMHNWyULD� PXVt� RSXVWL"� NYDGUDQW� Y� NRQHþQRP� þDVH� D� YVW~SL"� GR� 6=

NYDGUDQWX�� SUHWRåH� p	� P{åH� E\"� RKUDQLþHQp� QXORX� SR]G�å� WUDMHNWyULH�� 3UH� DQDORJLFNp

G{YRG\� WUDMHNWyULD� V� SRþLDWNRP� Y� 6=� NYDGUDQWH�PXVt� Y\VW~SL"� ]� QHKR� Y� NRQHþQRP� þDVH

GR�-=�NYDGUDQWX��RGWLD��N�-9�NYDGUDQWX�D�VSl"�GR�69�NYDGUDQWX�� �3UH�QLHNWRUp�SUtSXVWQp

dynamiky je ( )**, qp  globálne EE a pre iné prípustné dynamiky všetky trajektórie

divergujú od ( )**, qp .

8YDåXMPH�YãHREHFQHMãt�OLQHiUQ\�SUtSDG�V� ( )( )0, ≠DC . Teraz ( )qpd ,1  je všeobecná

lineárna funkcia, ktorej koeficient strmosti pre p  závisí na ijc  tým istým spôsobom ako

koeficient q  závisí na ija ;  podobne pre ( )qpd ,2 ��1(��D�RGWLD��((��VD�P{åH�REMDYRYD"�OHQ

Y�SULHVHþQtNRFK�KUiQ�ãWYRUFD�D�þLDU�� ( ) 0, =qpd i ���3ULHQLN\�QD�KUDQiFK�D�URKRFK�P{åX�E\"

DQDO\]RYDQp�SRXåLWtP�NODVLILNiFLH� MHGQRUR]PHUQpKR�VWDYRYpKR�SULHVWRUX��3ULHVHþQtN\�þLDU

vo vnútri štvorca sú automaticky NE podobne ako v nesúmernom prípade. Je tu

QHGRVWDWRþQH� FKDUDNWHUL]RYDQi� VWDELOLWD�� SUHWRåH� þLDU\� QLH� V~� ]Y\þDMQH� ]YLVOp� DOHER

vodorovné.

Na charakterizovanie stability vnútorného NE ( )**, qp � VD� SRXåtYDM~� ãWDQGDUGQp

PHWyG\� FKDUDNWHULVWLFNpKR� þtVOD�� � 3UtSXVWQ~� G\QDPLNX� Y� WRPWR� ERGH� P{åHPH� ]DStVD"

nasledovne: ( )qpdp ,1α=	  a ( )qpdq ,2β=	  pre nejaké 0, >βα  pri prípustných

vlastnostiach (i) a (iii). Potom Jacobianska matica je

( ) ( )
( ) ( )





+−+−
+−+−

=





∂∂∂∂
∂∂∂∂

=
2121

2121

22

11

ddbb

aacc

qFpF

qFpF
J

ββ
αα

.

Charakteristické korene sú riešenia 1λ , 2λ  k rovnici 0=− IJ λ ��3UL�YKRGQHM�YR�EH� A , B ,

C  a D  matíc a koeficientov α  a β � P{åHPH� GRVWD"� åHODQp� UHiOQH� DOHER� NRPSOH[QH

]GUXåHQp� KRGQRW\� SUH� iλ , 2,1=i � D� SUHWR� NDåGê� GUXK� VSUiYDQLD� URYQRYiK\�� 'YRPD

YãHREHFQêPL�PRåQRV"DPL�V~� iλ  obe reálne a kladné (napr. ( )( )0== BA  a 0, >ii dc ), a

iλ � REH� UHiOQH� D� ]iSRUQp�� 9� SUYRP� SUtSDGH� ãWDQGDUGQp� PHWyG\� XND]XM~�� åH� ( )**, qp  je

SUDPH��D�Y�GUXKRP�SUtSDGH�~VWLH�
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6~þHW� FKDUDNWHULVWLFNêFK� þtVHO� MH� VWRSD� -DFRELDQVNHM� PDWLFH� J  a výsledok je

determinant J ��.H�� Jdet  je záporný ( abcd <  kde 21 xxx +=  pre dcbax ,,,= ), potom

YãHWN\�NRPSDWLELOQp�G\QDPLN\�WYRULD�VHGOi��.H��MH�GHWHUPLQDQW�NODGQê�D� c , d  sú kladné

( ( ) 0<+−= dctrJ βα  pre všetky kompatibilné dynamiky ( 0, >βα )), tak nejaké vnútorné

1(� MH� YåG\� ((�� -H� WR� EX�� ~VWLH� DOHER� VWDELOQp� FHQWUXP�� 3RGREQH�� NH�� MH� GHWHUPLQDQW

kladný a c , d  sú záporné ( 0>trJ ���WDN�QHMDNp�YQ~WRUQp�1(�PXVt�E\"�QHVWDELOQp���SUDPH�

DOHER�QHVWDELOQp�FHQWUXP���.H�� MH�GHWHUPLQDQW�NODGQê�D�]QDPLHQND� c , d  sa líšia, máme

zovšeobecnenie prípadu centra. V tomto prípade znamienko trJ  nie je zistené a starostlivá

YR�ED� NRPSDWLELOQêFK� G\QDPtN� P{åH� WYRUL"� ~VWLD� D� SUDPHQH� DNR� DM� VWDELOQp� DOHER

QHVWDELOQp� FHQWUi�� $NR� SUtNODG� WRKRWR� ]RYãHREHFQHQpKR� FHQWUD� ]YROtPH� PDWLFH� WDN� �� åH

1−==−= dca  a 0=b �� 3RWRP� YQ~WRUQp� 1(� MH� SUDPH�� SUH� 1.01 == −βα , ústie pre

101 == −βα  a neutrálne centrum pre 1== βα .

6~VWUHGLOL�VPH�VD�WX�OHQ�QD�OLQHiUQH�YêSODWQp�IXQNFLH��6�QHOLQHDULWDPL�MH�Xå�SRþtWDQp

Y�G\QDPLNiFK�� WDN� �QHWUHED�YH�D�DE\�VD�]PHQLOL�QD�QHOLQHiUQH�YêSODWQp� IXQNFLH��0{åH�VD

Y\VN\WQ~"� YLDFHUR� YQ~WRUQêFK� SULHVHþQtNRY� þLDU� 0=id �� 5R]ERU\� VD� SRWRP� XSODW�XM~

lokálne (nie nevyhnutne globálne).
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���=iNODGQp�PRGHO\�HYROXþQêFK�KLHU

9�WHMWR�NDSLWROH�V~�RStVDQp�PRGHO\�KLHU�]�K�DGLVND�HYROXþQHM�WHyULH��6~�]iNODGQêPL

PRGHOPL�Y�HNRQRPLFNêFK�D�ILQDQþQêFK�DSOLNiFLiFK�

2.1. Koordinácia

+UD�NRRUGLQiFLD� MH� MHGQRSRSXODþQê�SUtNODG� � 1=K ) s dvomi stratégiami ( 2=N ),

VWDYRYêP�SULHVWRURP�MH�~VHþND� [ ]1,0=S ��8YDåXMH�VD�WX��åH�XþHQLH�sa vo svete RKUDQLþHQH

racionálnych KUiþRY� vedenie k najlepším zo všetkých PRåQêFK� svetov, kde celková

výplata je maximalizovaná. 2KUDQLþene racionálni KUiþL�sú všetci KUiþL� ��XGLD��zvieratá),

ktorí robia (alebo P{åX� UREL"�� chyby SRþDV� XþHQLD�� $� takí sú vlastne YãHWFL� �XGLD� �D

samozrejme i zvieratá). +UiþL�si P{åX�Y\EUD"�medzi stratégiou 1 a stratégiou 2. Máme stav

( )pps −= 1, �� NGH� V� SUDYGHSRGREQRV"RX� [ ]1,0∈p � KUiþL� KUDM~� stratégiu 1 a zmiešanú

stratégiu ( )xxr −= 1, , kde stratégia 1� Pi� SUDYGHSRGREQRV"� [ ]1,0∈x . Potom výplatná

funkcia je ( ) Asrsrf T=, , kde 




 −
=

14

15
A .

=QtåHQp� SDUDPHWUH� V~� � 021122121 <−=−−=−= aaa   a  015411212 <−=−=−= aaa .

Rozdiel výplat je priamka ( ) 23 −= ppD .

Táto hra patrí k typu 2. V bodoch  p = 0, 2/3, 1  je NE a len v bodoch  p* = 0, 1 je EE.

Replikátorová dynamika pre koordináciu je znázornená ako fázový diagram. Fázový

GLDJUDP� ]Qi]RU�XMH� UêFKORV"� ]PHQ\� p  ( p	) oproti zmene samotného p . Replikátorová

G\QDPLND� KRYRUt�� åH� DN� W\S� KUiþD� ]tVND� QDGSULHPHUQ~� YêSODWX�� SRWRP� MHKR� SRGLHO

v populácii vzrastie.
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$N�]tVND�SRGSULHPHUQ~�YêSODWX��SRWRP�VD�MHKR�SRGLHO�Y�SRSXOiFLL�]QtåL��7\S�KUiþD��NWRUê

]tVNDYD� SRGSULHPHUQ~� YêSODWX�� EXGH� FKFLH"� NRStURYD"� W\S� KUiþD�� NWRUê� ]tVNDYD

QDGSULHPHUQ~� YêSODWX�� 3UHWRåH� KUiþL� V~� SRPDO\� VD� XþLDFL�� QLH� NDåGê� SRGSULHPHUQê� W\S

KUiþD�VD�EXGH�PHQL"�QiKOH��$OH�QDSRNRQ�NDåGê�W\S�KUiþD�VWiOH�SUtWRPQê�Y�SRSXOiFLL�EXGH

]tVNDYD"� SULHPHUQ~� YêSODWX�� 9R� VYHWH� REFKRGX� VD� WiWR� P\ãOLHQND� LQWHUSUHWXMH�� äLDGQ\

REFKRGQtN� QHFKFH� E\"� SRG� SULHPHURP� DOHER� PD"� SRGSULHPHUQp� YêVOHGN\�� 3UiFD

REFKRGQtNRY�� NWRUêFK� YêVOHGN\� V~� SRGSULHPHUQp�� MH� Y� UHiOQRP� RKUR]HQt�� 3UHY\ãRYD"

priemer sa viac oplatí. Replikátorová dynamika vyjadruje túto logiku matematicky.

Replikátorová rovnica v tomto prípade je ( )( )231 −−= pppp	 .

0i�WUL�NRUHQH��NWRUp�QiMGHPH�SRORåHQtP�NDåGpKR�] troch faktorov rovné nule:

0=p  ,  01 =− p   a  023 =−p .

Sklony ( ) dpdF 1  a ( ) dpdF 0  sú oba záporné, teda korene v 0  a 1 sú oba HYROXþQH

VWDELOQp��SRG�D�vety v [4] zo strany 210). Sklon  ( ) dpdF 3/2   je kladný, teda tento NRUH�

nie je  stabilný. Nestabilný NRUH��v  3/2=p   delí interval [ ]1,0  do dvoch REODVWt��'R�DYD

od  3/2=p   XþHQLH�vedie k  0* =p . Doprava od  3/2=p   XþHQH�vedie k  1* =p .  Šípky

zobrazujú tieto dva návody na XþHQLH�

Dva URYQRYiåQH�stavy sú  0* =p  (všetci KUiþL�volia stratégiu 2) a 1* =p  (všetci

KUiþL� volia stratégiu 1). Kam XþHQLH� smeruje, závisí na tom, kde hra štartuje. Ak

SRþLDWRþQê� podiel KUiþRY� voliacich prvú stratégiu v populácii je menší QHå� 3/2

( 3/2<p ), potom XþHQLH�populácie vedie k rovnováhe 0* =p . A�QDRSDN�DN�MH�SRþLDWRþQê

SRPHU� KUiþRY� YROLDFLFK�stratégiu 1 v�SRSXOiFLL� Ylþãt� QHå� 3/2  ( 3/2>p ��� SRWRP� XþHQLH

vedie k rovnováhe 1* =p . Pri rovnováhe z þLVWêFK� stratégií v (stratégia 1, stratégia 1)
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výplata je vyššia (5) QHå� Y� �stratégia 2, stratégia 2) (tu je výplata 1). .H�åH� KUiþL

maximalizujú výplaty, malo by viac QHå� 3/2 �KUiþRY�KUD"�stratégiu 1.

9� åLYRWH� þDVWR� YêYRM� YHGLH� N� VYHWX�� NWRUê� QLH� MH� MHGQR]QDþQH� QDMOHSãt� PRåQê�

Napríklad [4] VPH�Y\YtMDOL�]EUDQH�PDVRYHM�GHãWUXNFLH��DOH�QLH�MH�MDVQp��þL�VPH�QD�WRP�OHSãLH

�SUHWRåH� WHUD]� PiPH� WDNp� ]EUDQH��� 0{åHPH� OHQ� WYRUL"� VS{VRE\� QDãHM� YODVWQHM� PDVRYHM

deštrukcie.

2.2. Jastrab – Holub

Jednoduchý jednorozmerný príklad z biológie sa nazýva  jastrab - holub.

9\VYHW�XMH� VD� QD� �RP�� SUHþR� V~� VNXWRþQp� VSRU\� Y]iFQH� �PHG]L� ]YLHUDWDPL� D� WLHå� PHG]L

RKUDQLþHQH� UDFLRQiOQ\PL� �X�PL��� 9� MHGQRGXFKHM� SRSXOiFLL� � 1=K �� MH� NDåGê� MHGQRWOLYHF

EX�� ~WRþQê� � �jastrab) alebo sa vyhýba sporom (holub��� WDNåH� PiPH� 2=N  a stavový

priestor [ ]1,0=S . Napríklad vo vietnamskej vojne jastraby� FKFHOL� ]RVWUL"�ERM�QD�YRMQRYê

stav (vojna) a holuby� FKFHOL� XWOPL"� ERM� �PLHU��� 9 tejto hre ide o hodnotu V („vojnová

NRULV"³��� .H�� VD� VWUHWQ~� GYD� jastraby�� QDVWDQH� "DåNê� ERM�� 2þDNiYDQê� YêVOHGRN� ERMD� MH

( ) ( )CV −+ 2121  �V� SUDYGHSRGREQRV"RX� 2/1  bojovník vyhrá boj preto V  a

V�SUDYGHSRGREQRV"RX� 2/1 �SUHKUi�ERM�D�Y\QDORåt�YêGDYRN�C ���.H��VD�GUåtPH�SUHGSRNODGX�

åH� ERM� MH� VNXWRþQê�� �PiPH� � CV < . .H�� jastrab stretne holuba, holub opustí bojisko a

jastrab�REGUåt�NRULV"�EH]��ERMD��.H��VD�VWUHWQ~�GYD�holuby, boj nenastane.  Namiesto toho

VL� UR]GHOLD� NRULV"� NDåGê� VR� ]LVNRP� 2/V . Holuby dosahujú rozhodnutie diplomatickými

spôsobmi bez zbraní (práve tak ako zápas  jedovatých hadov [4]��7LHWR�KDG\�ERMXM~�YåG\

QDY]iMRP�NY{OL�~]HPLX��PRåQRVWL�SiUHQLD��NRULVWL������0RKOL�E\��DKNR�]DEL"�MHGHQ�GUXKpKR

zahryznutím v boji, ale skoro nikdy tak nerobia. Namiesto hryznutia vzájomne zápasia.

&KUiQLD�VYRM�MHG�SUH�SRXåLWLH�QD�þOHQRY�LQêFK�GUXKRY���

Pre ( )xxr −= 1,  reprezentujúce zmiešanú stratégiu hrania jastraba� V� SUDYGHSRGREQRV"RX

[ ]1,0∈x  a pre ( )pps −= 1,  reprezentujúce aktuálny stav populácie s podielom [ ]1,0∈p

hrajúcim jastraba,  výplatná funkcia je ( ) Asrsrf T=, , kde 
( )






 −
=

20

2

V

VCV
A .

Pre konkrétne hodnoty 8=V  a 12=C  dostaneme 




−
=

40

82
A ��7R� ]QDPHQi�� åH� ãNRG\

presahujú priemerné príjmy  v stretnutí  jastrab - jastrab (predpokladaná výplata je –2

SUH� NDåGpKR��� SUtMP\� VD� EH]VWUDWRYR� UR]GHOLD� SUL� VWUHWQXWt�holub  - holub (predpokladaná
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YêSODWD�MH���SUH�NDåGpKR���D�NH��VD�VWUHWQ~� jastraby a holuby, tak jastraby dostanú všetky

príjmy (8) a holuby�QLþ�����

=QtåHQp� SDUDPHWUH� V~� � 044822121 >=−=−= aaa   a  ( ) 022011212 >=−−=−= aaa .

Výplatný rozdiel je priamka ( ) ppD 64 −= .

7iWR�KUD�SDWUt�N�W\SX����7R�]QDPHQi��åH�Y�ERGH� 3/2* =p ��MH�MHGLQHþQp�1(�DM�((�

Všeobecné výplatné funkcie:

( ) ( ) ( ) 212 pCVVpVpCVf J +−=−+−=

( ) 22210 VpVpxVpf H −=−+= ,

 podosadení pf J 108−= a pf H 44−= .

Replikátorová rovnica je  ( )( )pCVppp 221 −−=	 . Pre 8=V , 12=C  máme

( )( )pppp 641 −−=	 .

Táto rovnica má korene v  0=p ,  3/2=p   a  1=p �� -HGLQê�NRUH���NGH� VNORQ� ( )xF  je

záporný,  je v   3/2* =p ��=�WRKR�YSOêYD��åH�VWDELOQê�VWDY�QDVWDQH��DN�MH�Y�SRSXOiFLL� 3/2

podiel jastrabov a 3/1 � KROXERY�� .H�� QDVWDQH� SRWHQFLiOQ\� VSRU�� V� SUDYGHSRGREQRV"RX

( 3/2 )2 = 9/4 � ERM� VNXWRþQH� QDVWDQH� D�  s�SUDYGHSRGREQRV"RX� 9/5  sú potenciálne spory
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RGVWUiQHQp� PLHURYêPL� VS{VREPL� �EX�� � XVW~SHQtP� � MHGQHM� ]� GYRFK� VWUiQ�� DOHER

diplomaticky zariadeným rozdelením koristi).

�����9l]�RYD�GLOHPD

Máme jednoduchú populáciu ( 1=K ��� Y� NWRUHM� VD� KUiþL� UR]KRGXM~� PHG]L� GYRPL

stratégiami ( 2=N ) - ]UDGL" a VSROXSUDFRYD"�� 6WDYRYê� SULHVWRU� MH� ~VHþND� [ ]1,0=S . Pre

zmiešanú stratégiu ( )xxr −= 1, ��NGH�SUDYGHSRGREQRV"�KUDQLD�VWUDWpJLH�]UDGL" je [ ]1,0∈x  a

pre ( )pps −= 1,  aktuálny stav s podielom [ ]1,0∈p � KUiþRY� KUDM~FLFK� VWUDWpJLX� ]UDGL" je

výplatná funkcia  ( ) Asrsrf T=, , kde 





=

15

04
A �� � .H�� REDMD� Yl]QL� ]UDGLD�� GRVWDQ~

³YêSODWX³���URN\�YR�Yl]HQt��.H��SUYê�]UDGt�GUXKpKR��SULþRP�GUXKê�QH]UDGt�SUYpKR��SRWRP

WHQ� þR� ]UDGLO� GRVWDQH� �� D�WHQ� þR� QH]UDGLO�� DOH� ERO� ]UDGHQê�� GRVWDQH� �� URNRY� YR� Yäzení.

A�QDNRQLHF� NH�� REDMD� VSROXSUDFXM~� �QH]UDGLD� VD� QDY]iMRP��� NDåGê� GRVWDQH� �� URN� YR

väzení.*2

=QtåHQp� SDUDPHWUH� V~� � 011022121 <−=−=−= aaa   a  014511212 >=−=−= aaa .

Rozdiel výplat je priamka ( ) 1−=pD .

Táto hra patrí k typu 3a. V bode 0* =p ��MH��1(�DM�((��1(�MH�þLVWp��QHH[LVWXMH�WX�]PLHãDQp

NE. NE je dominantné.

Výplatné funkcie sú:

pfZ 4=

14 += pfS .

( )( )11 −−= ppp	  je replikátorová rovnica.

                                                
*2

+UiþL VD VQDåLD PLQLPDOL]RYD" VYRMX ³YêSODWX³�
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Rovnica má korene v 0=p  a 1=p . Riešenie, v ktorom je sklon ( )xF  záporný, je 0* =p .

7R� ]QDPHQi�� åH� HYROXþQi� URYQRYiKD� QDVWDQH�� NH�� YãHWFL� KUiþL� YROLD� VWUDWpJLX

VSROXSUDFRYD".

2.4. Dvojrozmerný jastrab a holub

V tejto hre sú dve populácie ( 2=K ) nazvané domáci ( 1=k ) a votrelci ( 2=k ).

Hodnota V1�MH�³YRMQRYi�NRULV"³�SUH�GRPiFLFK��GUåLD�~]HPLH�QD�]DþLDWNX�KU\���+RGQRWD�V2

MH�³YRMQRYi�NRULV"³�SUH�YRWUHOFRY��QHGUåLD�~]HPLH�QD�]DþLDWNX�KU\���0iPH 021 >>> VVC .

Obe populácie volia medzi stratégiami jastrab ( 1=i ) alebo holub ( 2=i ). Stavom je

( ) ( ) ( )( )2
2

2
1

1
2

1
1

21 ,,,, sssssss == �� 'i� VD� SRStVD"� ERGRP� ( )qp,  v štvorci [ ]21,0=S , kde

ps =1
1 �� þR� MH� SRGLHO� GRPiFLFK� jastrabov a ps −= 11

2  podielom domácich holubov. A

podobne qs =2
1  je podiel votrelcov - jastrabov a qs −= 12

2  je  podiel votrelcov - holubov.

Predpokladajme výplatnú funkciu ( ) 21 , Asrsrf T= , kde 
( )






 −
=

20

2

1

11

V

VCV
A   a

( ) 12 , Bsrsrf T= , kde 
( )






 −
=

20

2

2

22

V

VCV
B �� .RQNWpWQH�� NH�� 821 == VV  a 12=C

máme 




−
=

40

82
A  a  




−
=

40

82
B . Pri stretnutí jastrabov nastanú boje a obaja dostanú

výplatu –2. Pri stretnutí holubov sa príjmy rozdelia a�NDåGê� GRVWDQH� ��� � $ pri stretnutí

jastrabov a holubov, jastraby dostanú 8 a holuby 0.

Všeobecné výplatné funkcie:

( ) ( ) ( ) 2/12/ 1111 qCVVVqqCVf JD +−=−+−=

( ) 2/2/2/10 111 qVVVqqf HD −=−+=
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( ) 222 pCVVf JV +−=

2/2/ 22 pVVf HV −= .

Po dosadení daných hodnôt dostaneme:

( ) ( ) qqqsef 108182,1
1 −=−+−=  je výplatná funkcia s�SUDYGHSRGREQRV"RX� �

SUH�GRPiFHKR�KUiþD�KUDM~FHKR�MDVWUDED��QH]iYLVOp�RG�S��OHER�QHXYDåXMHPH�YODVWQp�~þLQN\

populácie). ( ) ( ) qqqsef 44140,2
1 −=−+= � MH� YêSODWQi� IXQNFLD� GRPiFHKR� KUiþD

hrajúceho holuba. Podobne pre votrelca ( ) psef 108,1
2 −= � MH� YêSODWQi� IXQNFLD� KUiþD

hrajúceho jastraba, a  výplatná funkcia pre votreleca hrajúceho holuba je

( ) psef 44,2
2 −= .

=QtåHQp� SDUDPHWUH� V~� � 044822121 >=−=−= aaa , ( ) 022011212 >=−−=−= aaa  a

044822121 >=−=−= bbb ,  ( ) 022011212 >=−−=−= bbb .

Táto hra patrí k prípadu 1-1. Je tu zmiešané NE v ( )3/2,3/2* =s . Toto NE je sedlový bod

G\QDPtN��6~�WX�WLHå�GYH�þLVWp�VWUDWpJLH�1(��REH�WLHå�((�Y rohoch štvorca ( ) ( ) ( )1,0,0,1, =qp .

Ich oblasti atrakcie sú oddelené sedlovou cestou k *s . V bode ( ) ( )0,1, =qp  hrajú všetci

GRPiFL�KUiþL� jastraba a všetci votrelci hrajú holuba. V druhom bode je to naopak. Všetci

GRPiFL� KUiþL� KUDM~� holuba a všetci votrelci hrajú jastraba�� 7R� ]QDPHQi�� åH� Y týchto

URYQRYiåQ\FK�ERGRFK�QHGRFKiG]D�N boju.
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5HSOLNiWRURYp�URYQLFH�WYRULD�V~VWDYX�RE\þDMQêFK�GLIHUHQFLiOQ\FK�URYQtF�

( )( )qppCqVppdtdp 641)2/2/)(1(/ 1 −−=−−=

( )( )pqqCpVqqdtdq 641)2/2/)(1(/ 2 −−=−−=

�3RGLHO�GRPiFLFK�KUiþRY�KUDM~FLFK�jastraba sa zvýši ( 0/ >dtdp ) ak CVq /1< . A naopak

VD� ]QtåL�� DN� CVq /1> . Podobne s�KUiþPL� YRWUHOFRY�� 3RþHW� KUiþRY� YRWUHOFRY� KUDM~FLFK

jatrabov sa zvýši, ak CVp /2<  a�]QtåL��DN� CVp /2> .

$NR�VD�EXGH�Y\YêMD"�KUD��]iYLVt�RG�SRORK\�ãWDUWRYDFLHKR�ERGX�

�����.XSHF�±�3UHGDYDþ

+UD�

NXSHF���SUHGDYDþ

�SUHGVWDYXMH�Y]iMRPQp�S{VREHQLH�PHG]L�GYRPL�SRSXOiFLDPL

( 2=K ) nazvanými kupci ( 1=k �� D� SUHGDYDþL� � 2=k ��� 3UH� NDåGpKR� SUHGDYDþD� V~

N�GLVSR]tFLL�GYH�PRåQp�VWUDWpJLH��0{åX�EX��VLJQDOL]RYD"�NYDOLWX�þHVWQH ( 1=i ��DOHER�P{åX

SRGYiG]D" ( 2=i ��� .DåGê� NXSHF� Pi� WLHå� GYH� DOWHUQDWtYQH� VWUDWpJLH�� P{åX� EX�� NYDOLWX

NRQWURORYD" ( 1=i ) alebo QHNRQWURORYD"  ( 2=i ). Stavom je tu

( ) ( ) ( )( )2
2

2
1

1
2

1
1

21 ,,,, sssssss == ��0{åH�E\"�SRStVDQê�ERGRP� ( )qp,  v štvorci [ ]21,0=S ; kde

ps =1
1  je podiel kupcov, ktorí kontrolujú a qs =2

1 �MH�SRGLHO�þHVWQêFK�SUHGDYDþRY��3RWRP

máme ps −= 11
2  podiel nekontrolujúcich kupcov a qs −= 12

2 � � SRGLHO� SUHGDYDþRY�� NWRUt

podvádzajú.
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3RSXOiFLH�Y]iMRPQH�S{VRELD�Y�QHRUJDQL]RYDQRP� WUKX�� Y� NWRURP�~þLQN\� SRYHVWL� D

VSROX~þDV"� MHGQRWOLYêFK� NXSFRY� D� SUHGDYDþRY� V~� ]DQHGEDWH�Qp� �QHYODVWQp� ~þLQN\

SRSXOiFLH��� 9êSODWQi� IXQNFLD� ]iYLVt� QD� NRPELQiFLL� SRSXODþQêFK� YêEHURY� VWUDWpJLt� QDSU�

NODPDQLH� MH�PHQHM�SUt"DåOLYp�SUH�SUHGDYDþRY��NH��YLDF�NXSFRY�NRQWUROXMH��«�.RQNUpWQH

SUHGSRNODGDMPH�� åH� YêSODWQi� IXQNFLD� MH� ( ) 21 , Asrsrf T= , kde 





−

=
13

02
A   a

( ) 12 , Bsrsrf T= , kde 





−

=
41

32
B .

1DSUtNODG� þHVWQê� SUHGDYDþ� GRVWDQH� YêSODWX� 312 =b �� NH�� VD� VWUHWQH� V� QHNRQWUROXM~FLP

NXSFRP�� NWRUê� Y� WRPWR� SUtSDGH� GRVWDQH� WLHå� 321 =a �� 7HGD� SUH� NXSFD�� NH�� ( )0,11 =e ,

W�M�� NRQWUROXMH� V� SUDYGHSRGREQRV"RX� ��� YêSODWQi� IXQNFLD� NRQWURORYDQLD� MH

( ) ( ) qqqsef 2102,1
1 =−+=   (nezávislé od p ) a ( ) ( )( ) 14113,2

1 −=−−+= qqqsef  je

YêSODWQi� IXQNFLD� QHNRQWURORYDQLD�� 3RGREQH� SUH� SUHGDYDþD�� ( ) psef −= 3,1
2  je výplatná

IXQNFLD� þHVWQpKR� SUHGDYDþD� V� SUDYGHSRGREQRV"RX� �� D� ( ) psef 54,2
2 −=  je výplatná

funkcia podvádzania.

=QtåHQp� SDUDPHWUH� V~� � ( ) 011022121 >=−−=−= aaa , 012311212 >=−=−= aaa  a

014322121 <−=−=−= bbb ,  032111212 <−=−−=−= bbb .

 Táto hra je prípad 1-2. V bode ( ) ( )21,41, =qp ��MH�MHGLQHþQp�1(�±�FHQWUXP�

1DSUtNODG� Y�0DOWKXVRYHM� G\QDPLNH� SUHGSRNODGiPH�� åH� UêFKORV"� UDVWX� VWUDWpJLH� MH

SURSRUFLRQiOQD� DOHER� �V� YêKRGQRX� YR�ERX� þDVRYHM� PLHUN\�� URYQDNi� N� MHKR� SRPHUQHM
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YêSODWQHM� IXQNFLL�� 7R� ]QDPHQi�� åH� UêFKORV"� UDVWX� NRQWURORYDQLD� pp	  sa rovná jeho

výplatnej funkcii ( )sef ,1
1 � PtQXV� SRSXODþQê� SULHPHU� YêSODWQHM� IXQNFLH� PHG]L� NXSFDPL

( ) ( ) ( ) ( )sefpsepfspf ,1,:, 2
1

1
11 −+= . Preto ( )( )qppp 211 −−=	 .

5êFKORV"� UDVWX� qq	 � ~SULPQRVWL� PHG]L� SUHGDYDþPL� MH� SRPHUQi� YêSODWQi� IXQNFLD

( ) ( ) ( )( )121,, 2
1

2 −−=− pqsqfsef , tak ( )( )141 −−= pqqq	 .

7HQWR� V\VWpP�GLIHUHQFLiOQ\FK� URYQtF�Pi� Sl"� SHYQêFK� ERGRv (ustálených stavov):

v centre a v štyroch rohoch p-q štvorca. Všetky iné body sú na pravidelnej trajektórii

NU~åLDFHM�SURWL� VPHUX�KRGLQRYêFK� UXþLþLHN��7HGD�SUL�0DOWKXVLDVNHM�G\QDPLNH�ãW\UL�SHYQp

body sú nestabilné – sedlá a centrum je neutrálne (ani asymptoticky stabilné ani

nestabilné).



Záver

&LH�RP�PRMHM� GLSORPRYHM�SUiFH�EROR�SULEOtåL"� þLWDWH�RYL� ]iNODG\� HYROXþQHM� WHyULH

hier a�DSOLNRYD"�MX�QD�QLHNWRUp�]QiPH�SUtNODG\�KLHU�SRXåtYDQêFK�Y klasickej teórii hier.

3RNUDþRYDQLH�WHMWR�SUiFH�E\�PRKOR�E\"�VN~PDQLH�NRQNUpWQHKR�HNRQRPLFNpKR�DOHER

ILQDQþQpKR� SUREOpPX� ]�� SRK�DGX� HYROXþQHM� WHyULH� KLHU� DNR� QDSUtNODG� Y prácach: [7]

modeluje bankovú paniku; [8], [9] sa zaoberá ILQDQþQêP� trhom; [10] predstavuje

modelovanie ILQDQþQpKR� trhu pomocou hry jastrab – holub; [11] sa zaoberá

medzinárodným obchodom; …
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